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Zadanie 1. Rozwa»amy elips¦
x2

a2
+
y2

b2
= 1. Znale¹¢ najdªu»sz¡ ci¦ciw¦ tej elipsy przechodz¡c¡

przez punkt (0,−b).
(a) (3 pkt.) W przypadku gdy a >

√
2b > 0.

(b) (3 pkt.) W przypadku gdy 0 < a ≤
√
2b.

Zadanie 2. Niech h(N) =

2N∑
n=N+1

1

n
dla N ∈ N.

(a) (2 pkt.) Oblicz granic¦ lim
N→∞

h(N).

(b) (2 pkt.) Udowodnij, »e

ln2− 1

2N
< h(N) < ln2.

(c) (2 pkt.) Wyka», »e 1
n < ln(n+ 1

2 )− ln(n− 1
2 ) i wywnioskuj, »e

h(N) < ln
(
2N +

1

2

)
− ln

(
N +

1

2

)
.

Zadanie 3. Niech g : R→ R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ w ka»dym punkcie.

(a) (3 pkt.) Udowodnij, »e je»eli a < b i ξ ∈ (g′(a), g′(b)) to istnieje x ∈ (a, b) takie, »e g′(x) = ξ.

(b) (3 pkt.) Udowodnij, »e je»eli g jest jednostajnie ci¡gªa, to lim inf
x→∞

g′(x) <∞.

Zadanie 4. Niech f b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ na [0,∞), posiadaj¡c¡ sko«czon¡ granic¦ lim
x→∞

f(x).

(a) (3 pkt.) Udowodnij, »e dla ka»dego δ > 0

lim
t→∞

t

∫ ∞
δ

e−txf(x) dx = 0.

(b) (3 pkt.) Oblicz granic¦

lim
t→∞

t

∫ ∞
0

e−txf(x) dx.

Zadanie 5. (6 pkt.) Rozstrzygnij, które z zagadnie« pocz¡tkowych dla równa« ró»niczkowych
zwyczajnych

(a) x′(t) = x3/2(t), x(0) = 0,

(b) x′(t) = x3/2(t), x(0) = 2,

(c) x′(t) = x2/3(t), x(0) = 0,

(d) x′(t) = x2/3(t), x(0) = 1,

ma rozwi¡zanie jedyne, a które ma rozwi¡zanie globalne (dla t ∈ [0,∞)).

Zadanie 6. W ka»dym z podpunktów rozstrzygnij (z uzasadnieniem!), czy podane przestrzenie
topologiczne X i Y s¡ homeomor�czne.

(a) (1 pkt) X = R i Y = [0, 1) z naturaln¡ topologi¡ na prostej rzeczywistej.

(b) (2 pkt.) X = S1 × (S1 \ {(1, 0)}) i Y = S1 × ([0, 1] \ { 12}), gdzie S
1 jest okr¦giem o ±rodku

w punkcie (0, 0) i promieniu 1 z naturaln¡ topologi¡, topologia na S1 × (S1 \ {(1, 0)}) jest
dziedziczona z S1, a topologia na [0, 1] \ { 12} jest dziedziczona z odcinka [0, 1].



(c) (3 pkt.) X = `∞ (tzn. zbiór ograniczonych ci¡gów liczb rzeczywistych) z topologi¡ zadan¡
przez norm¦ supremum i Y = RR z topologi¡ produktow¡ (obliczon¡ dla naturalnej topologii
na R).

Zadanie 7. Podgrupa H w grupie permutacji Sn jest tranzytywna, je±li dla dowolnych i, j ∈
{1, 2, . . . , n} istnieje permutacja σ ∈ H taka, »e σ(i) = j.

(a) (1 pkt) Uzasadnij, »e tranzytywna podgrupa H < Sn zawiera conajmniej n elementów
i »e jest to oszacowanie optymalne.

(b) (2 pkt.) Uzasadnij, »e rz¡d dowolnej tranzytywnej podgrupy H < Sn dzieli si¦ przez n.

Podgrupa H < Sn jest 2-tranzytywna, je±li dla dowolnych dwóch par (i, j), (k, l) liczb ze zbioru
{1, 2, . . . , n} takich, »e i 6= j, k 6= l, istnieje σ ∈ H taka, »e σ(i) = k oraz σ(j) = l.

(c) (3 pkt.) Uzasadnij, »e je±li podgrupa H < Sn jest 2-tranzytywna, za± N/H jest nietrywialn¡
podgrup¡ normaln¡ w H, to N jest tranzytywn¡ podgrup¡ w Sn.

Zadanie 8. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, za± Fp ciaªem p-elementowym.

(a) (1 pkt) Wyka», »e k-wymiarowa przestrze« liniowa nad ciaªem Fp ma pk elementów.

(b) (3 pkt.) Oblicz, ile jest macierzy odwracalnych rozmiaru n× n o wyrazach w ciele Fp.

(c) (2 pkt.) Flag¡ w n-wymiarowej przestrzeni liniowej V nad ciaªem Fp nazywamy ci¡g pod-
przestrzeni

W1 ⊂W2 ⊂ · · · ⊂Wn−1 ⊂Wn

taki, »e dla ka»dego i ∈ {1, 2, . . . , n} wymiar Wi (nad Fp) wynosi i. Oblicz, ile jest �ag w
przestrzeni V .

Zadanie 9.

(a) (1 pkt) Podaj de�nicj¦ �ltru oraz ultra�ltru na danym zbiorze X.

(b) (2 pkt.) Na zbiorze βN wszystkich ultra�ltrów na zbiorze N rozwa»amy topologi¦, której
baz¦ zbiorów otwartych stanowi¡ zbiory postaci {U ∈ βN : A ∈ U}, gdzie A ⊆ N. Wska» (z
uzasadnieniem) przeliczalny podzbiór g¦sty przestrzeni βN.

(c) (3 pkt.) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ Hausdor�a, a D jej g¦stym podzbiorem.

Wyka», »e |X| ≤ 22
|D|

, gdzie |X| oraz |D| oznaczaj¡ odpowiednio moce zbiorów X oraz D.

Zadanie 10. Niech U = (X1, X2) b¦dzie dwuwymiarowym wektorem losowym. Oznaczmy
θ = P (X1 > X2) i zde�niujmy funkcj¦

g(x1, x2) =

{
1 gdy x1 > x2

0 w przeciwnym wypadku.

Nast¦pnie rozwa»my ci¡g niezale»nych wektorów losowych U1, . . . , Un o tym samym rozkªadzie
co U .

(a) (3 pkt.) Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Q =

n∑
i=1

g(Ui).

(b) (3 pkt.) Niech θ = 3
4 i n = 200. Wyznacz przybli»one prawdopodobie«stwo, »e Q ≥ 160.

Zadanie 11. (6 pkt.) Niech X1 i X2 b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie
wykªadniczym z warto±ci¡ oczekiwan¡ 1. Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Z = X1/X2 oraz
rozkªad warunkowy Z pod warunkiem X2 = x2.

Zadanie 12. Niech Y b¦dzie p -wymiarowym wektorem losowym o rozkªadzie normalnym
Y ∼ Np(0, I). Niech A i B b¦d¡ macierzami o wymiarach k × p takimi, »e ABT = 0.

(a) (2 pkt.) Udowodnij, »e AY i BY s¡ niezale»ne.

(b) (2 pkt.) Udowodnij, »e formy kwadratowe Y TAY i Y TBY s¡ niezale»ne.

(c) (2 pkt.) Wyznacz warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ formy kwadratowej Y TAY .


