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1 Wstep

Glownym celem niniejszej pracy jest zanlezienie przez nas optymalnych progéw wykrycia
dla modeli typu ,igla w stogu siana”. Uzyskane wyniki przeanalizujemy i sprawdzimy jak
wplywaja na optymalizacje procesé6w testowania wczeéniej wspomnianych modeli statystycz-
nych.

Rozwazania rozpoczniemy od poznania i przypomnienia podstaw teorii testowania hipo-
tez statystycznych. Rozwazymy czym sa hipotezy statystyczne oraz w jaki sposéb prawidtowo
je konstruowaé. W kolejnym kroku okreslimy typy rozpatrywanych sadéw, ze wzgledu na to
do czego sie odnosza, jaki kierunek obieraja oraz jak zlozone sg. Przemys$lenia te pozwola
nam poprawnie taczy¢ je w pary, czyli tworzy¢ modele statystyczne. Nastepnym krokiem
bedzie poznanie przez nas idei ich testowania. Uzyskamy wiedze na temat sposobéw kon-
strukcji oraz klasyfikacji testow statystycznych ze wzgledu na postaé¢ modelu statystyczego.
Zapoznamy sie z rodzajami btedow, ktore mozemy uzyska¢ w wyniku weryfikacji hipotez
statystycznych, oraz ich prawdopodobienistwami. Po przeanalizowaniu podstaw, poznamy
narzedzia testow oraz postaramy sie przeprowadzi¢ kilka prostych weryfikacji przyktado-
wych modeli statystycznych, a nastepnie wyznaczymy ich moce. Po tym, poznamy metode
konstrukeji testu najmocniejszego, oparta o lemat Neymana-Pearsona, oraz rozpatrzymy
przyktad jej wykorzystania.

W nastepnym kroku postaramy sie odpowiedzie¢ na pytanie: ,Jaki rozktad przyjmuje
p-wartosé?”. Rozpatrzymy przypadki w zaleznosci od rodzaju rozktadu prawdopodobienistwa
statystyki testowej. Problem rozwiazemy przy pomocy witasnosci dystrybuanty poszczegdl-
nych rozktadéw. W rezultacie dowiemy sie, ze jesli statystyka testowa pochodzi z rozktadu
ciaglego, to rozklad jej przeksztalcenia jest rozkladem jednostajnym na przedziale [0, 1].
Ustalimy réwniez rozktad p-wartosci w sytuacji, kiedy statystyka testowa bedzie pocho-
dzita z rozkladu Poissona. Wtedy, dowiemy sie, ze p-warto$¢ przyjmuje asymptotycznie
rozkltad U[0, 1].

Nastepnym zagadnieniem, ktére poznamy, bedzie globalna hipoteza zerowa. Zapozna-
my sie ze sposobem jej konstrukcji. Dowiemy sie jak korekta Bonferroniego pozwala nam
sprawdzié¢ prawdziwosé globalnej hipotezy zerowej. W konsekwencji przeprowadzonych roz-
wazan na temat rozkladu p-wartosci, udowodnimy, ze korekta Bonferroniego kontroluje
prawdopodobienistwo odrzucenia globalnej hipotezy zerowej na ustalonym poziomie istot-
nosci o € (0, 1).

Konsekwencja przeprowadzonych przez nas rozwazan bedzie definicja modelu typu ,igta w
stogu siana”. Pierwszym takim modelem, ktéry poddamy analizie bedzie model oparty o dane
pochodzace z rozkladu normalnego o parametrze sredniej — p. Model bedzie sie sktadat z glo-
balnej hipotezy zerowej: Hy : Vi € {1,...,n} : p; = 0, gdzie n okresla liczbe prob, na podsta-
wie, ktorych dokonamy weryfikacji, oraz alternatywy: Hy : 3li ~U{1,...,n} : p; > 0. Wy-
zanczymy asymptotyczng warto$¢ kwantyla rozkladu normalnego, czyli asymptotycznego
progu wykrycia. W oparciu o to wyznaczymy asymptotyczna moc korekty Bonferroniego.
Nastepnie przeksztatcimy model i wyznaczymy asymptotyczna moc testu opartego o lemat
Neymana-Pearsona. Wynikiem przeprowadzonych testow bedzie fakt, ze bedziemy mogli
ustali¢ czy posréd obserwacji z rozktadu N(0, 1), znajduje si¢ obserwacja z rozktadu M (p, 1),
wylacznie gdy p(1 + &)y/21n(n), gdzie € € (0,1). Sprawdzimy réwniez przypadek, kiedy
model typu ,jiglta w stogu siana” bedzie oparty o dane pochodzace z rozktadu Poissona o pa-
rametrze \. Analizowany model bedzie sie sktadal z hipotez: Hy : Vi € {1,...,n}: \; = X,
Hy: 3 ~U{L,...,n}: N\ > N. Wyaproksymujemy warto$¢ asymptotycznego progu wykry-
cia, oraz postaramy sie sprawdzi¢ jak korekta Bonferroniego pozwala nam wykry¢ obserwacje
odstajaca oraz jaka moc osiaga, przy liczbie prob: n — co. W rezultacie dowiemy sie, ze ko-
rekta Bonferroniego nie wykryje obserwacji odstajacej, pochodzacej z rozkladu Poissona,

jesli jej parametr rozkladu bedzie rowny (1 — 5)%



2 Podstawy do teorii testowania hipotez

Jednym z gléwnych dzialéw statstyki matematycznej jest wnioskowanie statystyczne.
Obejmuje ono zasady i metody uogolniania wynikéw otrzymanych poprzez badanie proby
losowej na cala populacje generalng, z ktorej pochodzi dana proba. Gléwnymi domenami
wnioskowania statystycznego sa:

Estymacja — szacowanie postaci lub parametréw rozkladu zmiennej losowej w populacji
generalnej na podstawie proby badawczej,

Weryfikacja hipotez statystycznych — sprawdzenie przypuszczen dotyczacych rozkta-
du populacji generalnej poprzez badanie jej czesci.

W przypadku estymacji, wnioski na temat populacji generalnej stwierdzamy w oparciu o
wyniki proby. W odréznieniu, przeprowadzajac testowanie hipotez statystycznych, najpierw
wysuwamy okreslone sady na temat zbiorowosci generalnej, a w nastepnych krokach spraw-
dzamy ich prawdziwosé. W niniejszym rozdziale, opierajac sie o wiedze zawarta w ksiaz-
ce pt. JIntroduction to Mathematical Statistics (6th Edition)”!"), przeprowadzimy gtownie
rozwazania na temat teorii weryfikacji hipotez.

2.1 Wprowadzenie

Hipotezami statystycznymi nazywamy zalozenia dotyczace rozktadu prawdopodo-
bieistwa badanej cechy populacji, ktéra jest zmienna losowa. Na nich oparty jest proces
ich weryfikacji. Hipotezy statystyczne dzielimy na parametryczne i nieparametryczne. Hi-
potezy nieparametryczne dotycza postaci funkcji gestosci rozktadu parametru populacji,
ktorego badamy. Ich przyktadem jest hipoteza: ,Rozktad zmiennych losowych pochodzgcych
z populacji jest rozktadem wyktadniczym.”. Hipotezy parametryczne dotycza wartosci
parametréw rozktadu cechy populacji generalnej. Przyktadem takiej hipotezy jest zalozenie:
JSrednie dwéch populacji o rozktadzie normalnym sq réwne.”. Przypuszczenia te dzielimy
na hipotezy niekierunkowe oraz hipotezy kierunkowe. Hipoteza niekierunkowa zaktada
tylko réznice wielkosci badanego parametru wzgledem konkretnej wartosci. Przkladem jest
hipoteza: ,Odsetek os6b palacych w populacji generalnej jest rézny od 0.2”. Natomiast hi-
poteza kierunkowa okresla kierunek spodziewanych wynikéw. Taka hipoteza moze mieé
forme lewostronna lub prawostronna. Hipoteza lewostronna zaktada, ze badany para-
metr jest mniejszy od konkretnej wartosci. Jej przykaldem jest hipoteza: ,Odsetek osob
palacych w populacji generalnej jest mniejszy niz 0.2”. Hipoteza prawostronna stwierdza
natomiast, ze wartos¢ badanego parametru nalezy do zbioru wartosci wiekszych od konkret-
nej wartosci. Przykladem takiej hiptezy jest zalozenie: ,Odsetek osob palacych jest wiekszy
od 0.2”.Rodzine rozkladoéw lub zbioér wszystkich warto$ci badanego parametru, okreslanych
przez wszystkie mozliwe hipotezy statystyczne, dotyczace tego parametru, bedziemy ozna-
cza¢ symbolem O.

Kazda wiedza dotyczaca populacji generalnej pozwala nam ograniczyé¢ zbiér mozliwych
hipotez do zbioru hipotez dopuszczalnych. Przykladowo, jesli wiemy, ze badana ce-
cha populacji — zmienna losowa, pochodzi z rozktadu Poissona, to naszym zbiorem hipotez
dopuszczalnych bedzie zbiér wszystkich rozktadéw Poissona rézniacych sie wylacznie pa-
rametrem \. Bezcelowe jest w takim przypadku testowanie hipotezy, czy dana cecha ma
rozktad inny niz rozktad Poissona.

Jesli hipoteza ze zbioru hipotez dopuszczalnych jednoznacznie okresla rozktad populacji,
taka hipoteze nazywamy hipoteza prosta. Przyktadem jest hipoteza: ,, Populacja pochodzi
z rozktadu Poissona o prametrze A rownym 2.”. Jakakolwiek hipoteza, ktora nie jest hipo-
teza prosta jest hipoteza zlozona, na przyktad: , Populacja pochodzi z rozktadu Poissona
o parametrze \ wiekszym od 2.”.



Zatozenie dotyczace rozkladu zmiennej losowej X w populacji generalnej, ktérego praw-
dziwo$¢ chcemy sprawdzi¢ nazywamy hipoteza zerows i oznaczamy symbolem Hy. Zazwy-
czaj hipoteza zerowa bedzie okre$lata zaltozenie, ktére wynika z podstawowej wiedzy jaka
posiadamy na temat rozktadu badanej populacji. W przypadku badania zwiazku miedzy
dwiema populacjami, za hipoteze zerowa bedziemy stawiaé¢ zalozenie, ktére nie zaklada zad-
nych réznic miedzy nimi. Zaprzeczeniem hipotezy zerowej jest hipoteza alternatywna,
ktora oznaczamy symbolem Hj. Okresla ona wszystkie lub cze$é hipotez ze zbioru hipo-
tez dopuszczalnych nie bedacych hipoteza zerowa. W wyniku odrzucenia hipotezy zerowej,
mozemy uznaé hipoteze alternatywnag za prawdziwa. W przypadku hipotezy zerowej, zbior
wartosci parametru lub rodzine rozkladow, ktore ona zaktada, bedziemy oznaczaé¢ symbo-
lem ©¢. W przypadku hipotezy alternatywnej — symbolem ©;.

W podjeciu decyzji o odrzuceniu hipotezy zerowej pomaga nam test statystyczny. Te-
stem statystycznym jest $ciéle okreslone postepowanie, w wyniku ktérego, dla kazdej
wylosowanej préoby z populacji, podejmujemy decyzje o odrzuceniu hipotezy zerowej doty-
czacej calej populacji. Test ten oznaczamy symbolem ¢. Wyrézniamy dwa rodzaje testow
statystycznych:

Testy parametryczne stuzace do testowania hipotez parametrycznych. W celu ich prze-
prowadzenia potrzebna jest znajomos¢ rozktadu badanego parametru w populacji ge-
neralnej. Przyktadami takichh testow sa m.in. test Studenta.

Testy nieparametryczne stzace do weryfikacji hipotez nieparametrycznych. Przyktadami
takich testow sa: test Kolmogorowa-Smirnowa oraz test Shapiro-Wilka.

W celu prawidlwego przeprowadzenia testu statystycznego proba musi by¢ losowo wybrana
z populacji generalnej, a jej obserwacje nie moga by¢ od siebie zalezne.

Biorac pod uwage fakt, ze préba jest wybierana w sposob losowy, ten sam test staty-
styczny moze prowadzi¢ do podjecia dwoch roznych decyzji dla dwoch roznych prob, przez co
mozemy popeki¢ jeden z dwoch rodzajow bledow. Bledem I rodzaju nazywamy decyzje
o odrzuceniu hipotezy zerowej, wtedy kiedy jest ona prawdziwa. Blad II rodzaju popetl-
niamy natomiast, kiedy przyjmujemy za prawdziwa hipoteze zerowa, kiedy w rzeczywistosci
jest ona falszywa.

Waznymi elementami przeprowadzenia weryfikacji hipotez sg prawdopodobienistwa po-
pelnienia powyzszych btedow. Ryzyko popetnienia btedu I rodzaju, nazywamy poziomem
istotnosci oraz oznaczamy symbolem «, a prawdopodobiefistwo popelnienia btedu II ro-
dzaju oznaczamy symobolem . Prawdopodobieristwo wystapienia zdarzenia przeciwnego
do sytuacji, w ktorej popelniamy btad II rodzaju, nazywamy moca testu. Innymi sto-
wy moc testu okresla prawdopodobienistwo przyjecia hipotezy alternatywnej, kiedy jest ona
prawdziwa. Wspo6lczynnik ten oznaczamy symbolem 7.

Niestety, nie mozemy skonstruowaé testu, ktory jednoczesnie minimalizowalby wspol-
czynniki o i . W celu udowodnienia tego, zalézmy, ze przyjmujemy o = 0 i chcemy kon-
trolowa¢ wpolczynnik § na poziomie 0. Z czego wynika, ze zawsze przyjmujemy hipoteze
zerowa, nawet kiedy jest ona falszywa. przez co ryzyko popelnienia btedu II rodzaju jest
wieksze od 0 i przeczy wczesniejszemu zatozeniu, ze 3 = 0.

W celu prawidlowego preprowadzenia weryfikacji hipotez statystycznych, powinnismy
najpierw ustali¢ poziom istotnosci. Zazwyczaj, bedziemy ustala¢ jego warto$é na pozio-
mie 0.10, 0.05. Bezpieczniejsze jest przeprowadzenie przez nas testu hipotez statystycz-
nych w oparciu o ryzyko pepelnienia bledu I rodzaju, niz w oparciu o ryzyko popelnie-
nia btedu II rodzaju. Rozpatrzmy sytuacje, w ktorej chcemy sprawdzié¢ skuteczno$é nowo
opracowanego leku zmniejszajacego ci$nienie krwi, przeznaczonego dla oséb chorych na nad-
ci$nienie. Za hipoteze zerowa przyjmujemy zalozenie, ze lek nie zmniejsza ci$nienia krwi,
za$ za alternatywe — zalozenie, ze lek zmniejsza ci$nienie krwi. Skutkiem podjecia decyzji
o odrzuceniu hipotezy zerowej na rzecz hipotezy alternatywnej moze by¢ dopuszczenie le-
ku do sprzedazy. Korzystniejsze jest w tym przypadku popelnienie btedu II rodzaju, czyli



stwierdzenia, ze lek nie dziala, kiedy w rzeczywistosci jest on skuteczny, czego konsekwencja
jest niedopuszczenie leku do dystrybucji. Z kolei przyjecie skutecznoéci leku, kiedy w rzeczy-
wistosci on nie dziata, czyli popelnienie btedu I rodzaju, wiaze sie z ryzykiem podania tego
leku osobie chorej w sytuacji zagrazajacej jej zyciu. Sytuacja ta pokazuje, ze bezpieczniej-
sze jest, podczas przeprowadzania testowania hipotez statystycznych, kontrolowanie ryzyka
popelnienia btedu I rodzaju.

Jako ze dla jednej pary hipotez oraz ustalonego poziomu istotno$ci mozemy skonstruowaé
wiele réznych testow statystycznych, decyzje o odrzuceniu hipotezy zerowej podejmujemy
w oparciu o test, ktory ma najwicksza moc. Test, ktory sposrod innych testéw na tym
samym poziomie istotnodci a, przyjmuje najwieksza moc, nazywamy testem jednostajnie
najmocniejszym na poziomie istotnosci a. Niestety, nie zawsze taki test istnieje.

2.2 Procedura weryfikacji hipotez statystycznych

Proces testowania hipotez statystycznych rozpoczynamy od okreslenia hipotezy zerowej,
dotyczacej rozkladu badanego parametru populacji generalnej, oraz jej alternatywy. Uklad
tych hipotez nazywamy modelem statystycznym. W kolejnym kroku przyjmujemy poziom
istotnosci na podstawie, ktorego testowanie ma przebiegaé¢. Nastepnie losujemy n-element-
owa probe obserwacji z populacji generalnej. Zazwyczaj taka probe oznaczamy symbolem
X, a i-ta obserwcje symbolem x;. W celu poznania kolejnych krokéw procedury weryfikacji
hipotez, sprébujmy przeprowadzi¢ ja na ponizszym przykltadzie.

Przyjmijmy, ze dysponujemy proba X ztozona z 16 niezaleznych zmiennych losowych,
pochodzacych z rozkladu normalnego, o nieznanej $redniej u oraz wariancji o2 = 1. Wie-
my, ze Srednia arytmetyczna tej proby — i wynosi 0.4375. Chcemy sprawdzi¢, na poziomie
istotnosci @ = 0.05, czy parametr p jest rowny 0. W tym celu tworzymy uktad hipotez
statystycznych, ktére chcemy przetestowac:

H()Z /L:07
Hli ‘Ll,?é()

Kolejnym krokiem, w celu przeprowadzenia testu, jest wyznaczenie wartosci statystyki testo-
wej. Taka statystyka nazywamy statystyke pozwalajaca orzekaé¢ w powyzszym i jakimkolwiek
innym problemie testowania hipotez, oraz oznaczamy:

(A)

T(X)=T((x1,22,...,2,)).

W zaleznosci od przeprowadzanego eksperymentu statystyka testowa ma $cigle okreslony
wzor, w tym przypadku ma postaé:

T(X) = %\/ﬁz @Mﬁ: 1.75.
Widzimy, ze statystyka testowa zalezy od hipotezy zerowej, a takze od wynikéw proby,
z czego wynika, ze kazda statystyka testowa jest zmienng losowa, ktoérej rozktad okreslamy
na podstawie zalozenia prawdziwosci hipotezy zerowej. W tym przypadku statystyka 7" ma
rozktad standardowy normalny.

Znajac rozklad statystyki testowej mozemy przej$é¢ do kolejnej czynnosci, czyli wyznacze-
nia obszaru krytycznego. Zbior ten najczesciej oznaczamy symbolem C. Tworzg go wartosci,
ktore, przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, sa matoprawdopodobne do osiagniecia
przez statystyke testowa. Wartosci te jednoczesnie zaprzeczaja hipotezie zerowej. W przy-
padku zaobserwowania, ze warto$¢ naszej statystyki testowej nalezy do obszaru krytycznego,
mozemy odrzuci¢ hipoteze zerowa. Na polozenie obszaru krytycznego ma wptyw hipoteza
alternatywna. W zaleznosci od jej formy wyrézniamy trzy rodzaje obszaru krytycznego:



e Dwustronny obszar krytyczny:

C = (—oo,t%) U (tl_%,oo) ,

gdzie tg, t1—g sa kwantylami rozktadu statystyki testowej, rzedéw odpowiednio: 3,

1 — 5. Obszar ten wyznaczamy na podstawie hipotezy alternatywnej niekierunkowe;j.

e Lewostronny obszar krytyczny:
C = (—00,ta),

gdzie t, jest kwantylem rzedu a rozktadu statystyki 7T'. Przedzial ten wyznaczamy,
kiedy alternatywa jest lewostronna.

e Prawostronny obszar krytyczny:
C= (tl—ou OO) )

gdzie t1_, jest kwantylem rzedu 1 — « rozktadu statystyki testowej. Powyzszy obszar
wyznacza hipoteza alternatywna prawostronna.

Wartosci brzegowe obszaru krytycznego nazywamy wartosciami krytycznymi. Dopelnienie
obszaru krytycznego stanowia wartosci statystyki testowej, ktore potwierdzaja prawdziwosé
hipotezy zerowej. Zbiér ten nazywamy obszarem przyjecia hipotezy zerowe;.

Kolejnym sposobem, ktory pozwala nam zweryfikowaé, czy hipoteza zerowa jest praw-
dziwa, jest wyznaczenie p-wartos$ci. Nazywamy w ten sposob przeksztalcenie statystyki
testowej. Tak samo jak w przypadku obszaru krytycznego, wzor p-wartosci zalezy od kie-
runku, wyznaczanego przez hipoteze alternatywna. Jesli alternatywa jest niekierunkowa,
p-wartos¢ definiujemy jako:

pi=2min{Fy, (T(X)),1 - Fp, (T (X))},

gdzie Fp, jest dystrybuantg rozkladu statystyki tesowej, przy zatozeniu prawdziwosci hipo-
tezy zerowej. W sytuacji gdzie hipoteza alternatywna jest lewostronna, p-warto$é ma wzor:

p:=Fn, (T (X)) )
a w sytuacji kiedy alternatywa jest prawostronna:
pi=1-Fp, (T(X)).

Hipoteze zerowa odrzucamy, gdy warto$¢ p jest mniejsza od poziomu istotnoéci testu.

W naszym modelu statystycznym (A) hipoteza alternatywna jest niekierunkowa, przez co
wyznacza dwustronny obszar krytyczy. Wiedzac, ze statystyka testowa pochodzi z rozktadu
N(0, 1), a poziom istotnosci rowny jest 0.05, obliczmy wartosci brzegowe:

ta = to.025 = —1.96,

tl_% = tg.975 = 1.96.

7 powzszego wynika, ze obszar krytyczny ma postaé:
Ca = (—00,—1.96) U (1.96,0) .
Obliczmy jeszcze p-wwartosé:

pa =2min{®(1.75),1 — &(1.75)} = 2- (1 — ®(1.75)) = 2- 0.04 = 0.08



Widzimy, ze wartosé satystyki testowej — T (X)) = 1.75, nie nalezy do obszaru krytycznego
oraz p-warto$¢ jest wieksza od poziomu istotnosci. Mozemy przez to odrzuci¢ prawdziwosé
hipotezy zerowej — Hy : u = 0.

W kolejnym przypadku, bazujac ciggle na danych z modelu (A) oraz zakladajac ten sam
poziom istotnosci, rozpatrzmy modele:

H()I ,LL:(),
: (B)
Hy: p<O,
oraz:
H()Z ,UZO,
. (©)
H1 : ILL>0

Dostrzegamy, ze powyzsze modele roznig sie od modelu (A) tylko formami hipotez alterna-
tywnych, przez co statystyka testowa przyjmuje ta sama wartosé¢ dla wszystkich tych mode-
li. W przypadku modelu (B) wyznaczamy lewostronny obszar krytyczny, ktorego wartoscia
brzegowa jest kwantyl rzedu 0.05 rozktadu N(0, 1).

to = to.0s = —1.64.

Cp = (—00,tq) = (—00,—1.64).

Wyznaczmy jeszcze wartosé p:
p = ®(1.75) = 0.96.

Poniewaz T (X) ¢ Cp i p > 0.05, uznajemy hipoteze zerowa modelu (B) za prawdziwa. Dla
modelu (C) wyznaczamy prawostronny obszar krytyczny, ktorego wartosé krytyczna rowna
jest kwanntylowi rzedu 0.95 standardowego rozktadu normalnego.

ti—a = to.95 = 1.64.
Co = (tq,0) = (1.64,00) .
P-warto$é w tym przypadku liczymy jako:
p=1—®(1.75) = 0.04.

W tym modelu wartosé¢ statystyki testowej nalezy do obszaru krytycznego, a p-wartos$é jest
muniejsza od poziomu istotnosci. Odrzucamy wiec hipoteze zerowa modelu (C) na rzecz jej
alternatywy.

Widzimy, ze test i-tego modelu, gdzie i € {(A), (B), (C)} , mozemy utozsamié¢ z funkcja:

@i - X_){Ov]-}v

i(X) = 1¢, (T (X)) .

Uzyskana przez funkcje ~; wartosé ,,1”7 interpretujemy jako decyzje o odrzuceniu hipotezy
zerowej na rzecz hipotezy alternatywnej, a warto$é ,,0” jako decyzje o przyjeciu hipotezy
zerowej. Moc testu i-tego modelu wyznaczamy funkcja:

vi: R—10,1],

Vi) = By i (X)),
gdzie p € O1;.



2.3 Lemat Neymana-Pearsona

Jeden ze skutecznych sposobéw przeprowadzenia weryfikacji hipotez statystycznych po-
daje nam Lemat Neymana-Pearsona. Wykorzystanie tego twierdzenia pozwala nam skonstru-
owadl test jednostajnie najmocniejszy na poziomie istotnosci . W przypadku, kiedy nasz
model statystyczny opiera sie na parze hipotez prostych, a rozmiar proby, w oparciu, o ktora
test ma zostaé¢ przeprowadzony, jest znany. Test ten opiera sie na ilorazie wiarygodnosci.

Dla proby X = (x1,...,x,), z rozkladu o funkcji prawdopodobienstwa f(x,0), gdzie pa-
rametr 6 € O, ilorazem wiarygodnosci nazywamy wyrazenie:

T(HOa Hl) = M7
L (907l)
gdzie Hy : 6 = 0y, Hy : 0 = 0;. Natomiast funkcje:

L:0 >R,

n

L0, x) = [[ ().

=1

nazywamy funkcja wiarygodnosci.

Lemat 2.1 (Neymana-Pearsona). Niech X = (x1,...,x,), przy n > 1, bedzie probg nie-
zaleznych zmiennych z rozktadu prawdopodobieristwa F o funkcji gestosci lub funkcji masy
prawdopodobienistwa f(x,0). Model statystyczny niech bedzie oparty na prostych hipotezach:

HQZ 9:90,
Hli 9:91

Wtedy, test ¢ jednostajnie najmocniejszy na poziomie istotnosci o okresla funkcja:

1 ogdy 1 fo(w) <k IT i)
P =1 ¢ gdy Il o) =k A |

0 gdy _ﬁlfo(wi)>kﬁlf1($i)

gdzie k > 0 oraz 0 € [0,1], sq statymi wyznaczonymi z warunku:
By [p(X)] = o

Obszar krytyczny testu p ma postac:

C:{(xl""’x”):m>k}'

W celu lepszego zrozumienia Lematu Neymana-Pearsona rozpatrzmy ponizszy przyktad.

Przyklad 2.1. Zalézmy, probe niezaleznych zmiennych losowych: X = {—0.50,0.13, —0.08,
0.89,0.12,0.32, —0.58,0.71}, pochodzi z rozkladu normalnego, o nieznanym parametrze $red-
niej p oraz wariancji réwnej 1. Przyjmijmy poziom istotnosci a = 0.05. Przetestujmy, przy
pomocy lematu Neymana-Pearsona, ponizszy model statystyczny:

H()Z /J/:O,
Hll ,U,:4



Na poczatku wyznaczmy funkcje wiarygodnosci dla powyzszych hipotez:

8
1 —x?
Lo (60, X) =[] :
0 (6, X) i_lme’{p( 2 )

W kolejnym kroku wyznaczmy iloraz wiarygodnosci:
8
Ll (61a X) 1 2 2
r(Ho, Hy) To (00, X) exp | —3 Z(m ) ;xl
1 8
= exp <—2 <—8;xi + 128 )
8
= exp (42:36z — 64) ,
i=1

gdzie:
8
exp <4Z$i - 64) >k /In
i=1

8
4in—64>lnk1
=1

8

Ink, — 64
prn’ﬁi"}:k_
=1 4

Zatem obszar krytyczny jednostajnie najmocniejszego testu ¢ ma postaé:

8 8
C = {(xl,...,xs) : exp <4Zzi —64) > kl} = {(xl,...,xs) : in > k}
i=1 i=1
Obliczmy wartosé k z warunku:

P(K€C|H0):Ot.

Wiemy, ze dla niezaleznych zmiennych losowych y1, ..., y, ze standardowego rozktadu nor-
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malnego , Y. y; ~ N(0,n). Z tego wynika:
i=1
8
P(X€C|H0)_P<in>k|Ho>
i=1

=P iian>i|H
VB&ET TR

()

= o (1 -0.05)

Wobec tego wartosé k wynosi:

LA
V8
k

V8D 1(0.95) ~ 4.6523.

Widzimy, ze:

8
in =1.01 < k.
1=1

W skutek tego mozemy przyjaé¢ hipoteze zerowa.

3 Rozklad p-wartosci przy zalozeniu hipotezy zerowej

Z poprzedniego rozdzialu wiemy, ze p-wartosé jest przeksztalceniem statystki testowej.
Inaczej, p-wartosé okresla prawdopodobienistwo, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zero-
wej, przyjecia przez statystyke testowa wartosci ,ekstremalnych”; sygerujacych, aby w wyni-
ku testu odrzucié hipoteze zerowa. Z tego wynika, ze czynnikiem, ktory wptywa na rozktad
p-wartosci, jest rozklad statystyki testowej. Sprobujmy okresli¢ rozktad p-wartosci w dwoch
przypadkach: kiedy statystyka testowa przyjmuje rozktad ciagly oraz, kiedy statystyka te-
stowa przyjmuje rozktad dyskretny.

3.1 Rozklad p-wartosci opartej na cigglej statystyce testowej

Rozpatrzmy sytuacje, kiedy statystyka testowa pochodzi z ciaglego rozktadu prawdo-
podobieristwa. Rozwiazanie problemu okreslenia rozkladu p-warto$ci w tej sytuacji podaje
nam ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. Kiedy statystyka testowa pochodzi z rozktadu bezwglednie cigglego, wy-
znaczona na jej podstawie p-wartosé przyjmuje rozktad jednostajny na przedziale [0, 1].

Dowdd. Zatdézmy, ze w wyniku lewostronnego testu prostej hipotezy zerowej, opartego na
probie niezaleznych zmiennych losowych: X = (24, ..., 2,), gdzie n > 1, pochodzacej z cia-
glego rozktadu prawdopodobienstwa G, otrzymalismy statystyke testowa: T' (X)) . Niech przy
zalozeniu hipotezy zerowej:

T(X) ~ F.

Jako ze proba X pochodzi z rozktadu ciaglego, bez straty ogélnosci rozwazan, zalézmy, ze F
jest ciaglym rozkladem prawdopodobieristwa, ktorego dystrybuanta F jest $cisle rosnaca dla
nosnika rozkladu F. Nastepstwem tego jest fakt, ze istnieje funkcja kwantylowa F~! na
zbiérze wartodci, dla ktoérych gestosé roztadu F przyjmuje wartosci niezerowe, czyli no$nika
rozkladu F. Przyjmijmy zmienng losowa z ~ F. Wyznaczmy p-wartosc¢:

p="P(<T(X)|Ho)=F(T(X)).
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Z tego wynika, ze p € (0,1). Przyjmijmy zmienna x € (0, 1), oraz obliczmy prawdopodo-
bienistwo, przy zalozeniu prostej hipotezy zerowej, tego ze p < x:

Plp<z|Ho) =P (F(T(X))<z|H)
P(T X><IF1 z) | Ho)
)

Wiedzac, ze dla kazdej zmiennej losowej y ~ U[0, 1], spetniony jest warunek:
Py <z)=u,

rOWNOSE:
Plp<xz|Hy) ==

dowodzi, ze p-warto$é pochodzi z rozkladu U|0, 1].
|

Wykorzystanie testu prawostronnego lub testu niekierunkowego nie zmienia faktu, ze war-
to$¢ p, wyznaczona na podstawie statystyki o rozkladze ciagtym, ma rozktad ¢|0, 1]. Dowod
oparty na tescie lewostronnym jest najmniej skomplikowany i najlatwiejszy do przeprowa-
dzenia.

3.2 Rozklad p-wartosci opartej na dyskretnej statystyce testowej

Rozpatrzmy przypadek, kiedy statystyka testowa pochodzi z rozkladu dyskretnego. W tej
sytuacji, rozktadu p-wartosci nie mozna okreslié jednoznacznie, jednak w niektoérych sy-
tuacjach, rozwazane przeksztatcenie statystyki testowej przyjmuje rozktad asymptotycznie
jednostajny na przedziale [0, 1]. Oznacza to, ze kiedy rozmiar proby, na podstawie ktorej
okreslona jest warto$é statystyki testowej, dazy do nieskoriczonosci, to rozktad p-wartosci
dazy do rozktadu U[0,1]. Pnizsza uwaga wynika z Prawa Wielkich Liczb oraz Twierdzenia
Gliwienki-Cantellego.

Uwaga 3.1. Kiedy statystyka testowa pochodzi z rozktadu dyskretnego, p-wartosé wyznaczo-
na na jej podstawie moze przyjacé rozktad asymptotycznie jednostajny na przedziale [0, 1].

Aby sprawdzi¢ prawdziwos¢ powyzsze] uwagi, rozwazmy ponizszy przykltad.

Przyktad 3.1. Niech X = (z1,...,2,), gdzie n > 1, bedzie proba niezaleznych zmiennych
losowych z rozkladu Poissona o parametrze A. Rozwazmy, na poziomie istotnosci « € [0, 1],

prawostronny test hipotez:
HO : A= /\0,

Hy: A > A,
gdzie A\g € (0,00). Wyznaczmy statystyke testowa:

n
X) = Z Z5.
i—1

Widzimy, ze przy zalozeniu hipotezy zerowej, statystyka T (X)) przyjmuje rozklad Poissona
o parametrze nhg. Zalézmy, ze zmienna losowa z pochodzi z rozktadu Poissona o parame-
trze nAg. Wyznaczmy p-wartosé:

p=P(z>T(X)|H)=1-F(T (X)),
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gdzie F(e) jest dystrybuanta rozktadu Poissona o parametrze n)g. Niech z € [0, 1]. Obliczmy

prawdopodobienistwo, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, ze p < x:

<z | H)

Plp<z|Hy)=P(1-F(T(X)
}1—3?|H0)

= P(F(T'(X))

Niech

m i—'n)\o
k‘:min{m: wa;}l—x}.

i=0
Z tego wynika, ze:

P(p<w|Ho)=P(T(X)>k| Ho)
=1- F(k)’
gdzie:

(nXg)" e=mHo

1—z<Fk)<1l-z+ X

—L

(1)

3)

Oznaczmy L = n)g, ar = Lk,‘:! . Wykazmy, ze przy n — oo, F(k) — 1 — x. Poniewaz L > 0
oraz k > 0, to Vk : ax > 0. SprawdZzmy monotoniczno$¢ ciagu ay. Ciag jest rosnacy, kiedy:

Af+1

ar < Q41 < > 1.
a
Wyznaczmy: e
LT e™
agy1  Grnt L
ay, Lk;'—L k + 1 .

Z tego wynika, ze:
Ak+1

(93

>1<k<|L],

gdzie |r] oznacza czesé calkowita liczby rzeczywistej r. Natomiast ciag ay jest malejacy,

kiedy:
A > Qg = GZH <lek>|L|.
k
7 tego wynika, ze:
(Lke_L> Lile—L
su = .
iso \ K ]!
Wobec tego:
. (nXo)" e~ _ Lke=E
oo \ pan ! e G
i L[Lj efL
et < L] ) '
Oszacujmy:

L] ,—L (L] —|L]
0< LHe < ([L]+1)"e .
|L])! |L]!
Korzystajac ze wzoru Stirlinga, dla i € N:

N i
il ~ <Z) omi,  gdzie lim ——— =1,
e i—00 (é) \/%
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obliczmy:

lim
L—oco

<(LLJ + 1)L e—LLJ> . ((LLJ + ) el L +1>

[L]!
= 1 ( (L) + e )
= 11mm (

Z Twierdzenia o trzech ciagach, (4) oraz (6) wynika, ze:

k 7774)\0
lim (sup <(n)\0)k'e>> =0. (7)

Poprzez (3), (2) pokazalismy, ze:
Fk) 21— o ()

Z (1), (2), (8) wynika, ze:

Pp<z|H)) = 1-(1-2)=z.
W ten sposéb zareprezentowaliSmy, ze rozklad p-wartosci, dla tego przyktadu, jest asymp-
totycznie jednostajny na przedziale [0, 1].

4 Globalna hipoteza zerowa oraz sposob jej weryfikacji

W celu znalezienia w zbiorze danych proby, ktéra w stosunku do innych préb, rézni sie
rozkladem prawdopodobienistwa, mozemy postuzy¢ sie wielokrotnym testowaniem hipotez.
Sposob ten polega na przeprowadzeniu jednakowego testu hipotez kazdej proby nalezacej do
badanego zbioru danych. W sytuacji, kiedy liczba prob jest duza, sposéb ten jest nieopty-
malny. Wynika to z tego, ze przy pomocy wielokrotnej weryfikacji hipotez mozemy znalez¢
nie tylko jedna prébe odstajaca, ale réwniez czas przeprowadzenia testu, moze by¢ zbyt dtu-
gi. Bardziej optymalnym rozwiazaniem powyzszego problemu jest weryfikacja modelu typu
sgta w stogu siana”, ktory jest oparty o globalng hipoteze zerows.

4.1 Globalna hipoteza zerowa

Globalna hipoteza zerowa jest pojeciem zwiazanym z wielokrotnym testowaniem hipo-
tez statystycznych. Zalézmy, ze dysponujemy zbiorem danych zlozonym z prob: X, ..., X,
gdzie n > 1. Niech kazda proba X;, gdzie ¢ € {1,...,n}, pochodzi z rozktadu F o parame-
trze # € R. Dla kazdej proby X; chcemy przeprowadzi¢ test oparty na modelu:

Hoi : 91‘ = O7
Hl,; : 02 # 0.
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Globalna hipoteza zerowa nazywamy wyrazenie:
n

Hy = () Ho,,
i=1

z tego wynika, ze globalna hipoteza zerowa, w tym przypadku, ma postaé:

H()Z 01::911:0
Globalng hipoteze zerowa przyjmujemy za prawdziwag wylacznie wtedy, gdy kazda z hipo-
tez: Hy,,...,Hy, jest prawdziwa. Alternatywa powyzszej, globalnej hipotezy zerowej ma
postac:

Hi 326{1,,71}01750

Zaklada ona, ze przynajmniej jedna proba pochodzi z rozktadu F o parametrze 6 # 0, ale nie
okresla ile i ktore to sa konkretnie proby.

4.2 Sposob testowania globalnej hipotezy zerowej

Jeden ze sposobéw przeprowadzenia wielokrotnego testowania hipotez statystycznych i we-
ryfikacji prawdziwosci globalnej hipotezy zerowej, podaje nam korekta Bonferroniego.
Procedura ta odrzuca globalng hipoteze zerowa na poziomie istotnosci a, gdy:

min p; < —
ic{1,...,n} n

)

gdzie p; jest p-warto$cia wyznaczona na podstawie statystyki testowej: T'(X;), uzyskanej w wy-
niku testu i-tego modelu statystycznego: (Hy,, H1,). Uzyskanie prawidlowych wynikow przez
przeprowadzenie przez nas testu opartego na powyzszej procedurze, potwierdza nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 4.1. Korekta Bonferroniego kontroluje na poziomie o prawdopodobieristwo
odrzucenia globalnej hipotezy zerowej, kiedy jest ona prawdziwa.

Dowdd. Niech pq,...,p, ~U[0,1], gdzie n > 2, beda p-wartosciami uzyskanymi odpowied-
nio w wyniku testéw par hipotez: (Ho,,Hi,),...,(Ho,,H1,). Globalna hipoteza zerowa
ma postac:

n

Hy = ﬂ H,.
=1

Niech poziom istotnosci testu globalnej hipotezy zerowej wynosi a. Obliczmy prawdopodo-
bieristwo popelnienia btedu I rodzaju, w wyniku testu globalnej hipotezy zerowej, opartego

na korekcie Bonferroniego:
ie{l,...,n} n et n
@
(pq', < = | HO)
n

n
1=

<

v

VAN
i
3e

I
R
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W sytuacji, kiedy wartosci: py,...,p, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, pochodzacy-
mi z rozkladu U[0, 1], powyzsze prawdopodobieristwo obliczamy jako:

(0% X «
P( min p<®H)=1-P(({nz2}m
LD (ﬂ bzl )

i=1
:1_Hp(pi>g|H0)
=1
=1-(1-7)
n
~1l—e“
<o

7 powyzszego wynika, ze korekta Bonferroniego kontroluje poziom istotnosci testu globalnej

hipotezy zerowe;j.
|

Korekta Bonferroniego pozwala prawidtowo zweryfikowaé globalna hipoteze zerowa. Ozna-
cza to réwniez, ze test oparty na tej procedurze jest jednym z bardziej optymalnych sposobéw
testowania modeli typu ,igla w stogu siana”. W celu uzyskania wickszej wiedzy na temat spo-
sobow weryfikacji globalnej hipotezy zerowej, mozemy siegna¢ po artykot pt. ,An omnibus
test for the global null hypothesis’[3].

5 Modele typu ,igla w stogu siana’” oraz optymalne progi
ich wykrycia

Definiujac globalng hipoteze zerowa oraz objasniajac sposéb jej weryfikacji, mozemy
przej$¢ do rozwazai na temat modeli typu ,jigta w stogu siana”. Zat6ézmy, ze proby: Xi,..., Xy,
gdzie n > 2, pochodza z rozktadu F o parametrze 6 € R. Niech hipoteza zerowa: Hy, : 6; = 0,
gdzie i € {1,...,n}, odpowiada probie X;. Model statystyczny:

Hy: ViE{l,...7’I’L}Z6‘i:k,
Hll E“ZNZ/[{].,,H}01¢]€,

gdzie k € R, nazywamy modelem typu ,igla w stogu siana”. Aby skonstruowaé¢ model
tego typu, musimy sformultowaé hipoteze alternatywna do globalnej hipotezy zerowej, tak
aby zakladata, ze tylko jedna sposréd badanych préb rézni sie rozkladem w stosunku do
reszty. Powodem takiej konstrukcji jest fakt, ze hipoteza alternatywna:

Hi: 3ie{l,....,n}:0;, #k,

jest zbyt zlozona, aby korekta Bonferroniego mogta odrzucié hipoteze Hy na rzecz hipo-
tezy Hj. Procedura ta odrzuca hipoteze Hy w oparciu o najmniejsza wartos$¢ p;, wiec nie
mozemy stwierdzi¢ przy jej pomocy, czy posréd innych préb znajduja sie kolejne, ktoérych
parametr rozktadu jest rézny od 0. Przykladem uzycia modelu typu ,igla w stogu siana” jest
proba wykrycia, czy w zbiorze operacji finansowych znajduje sie transakcja, ktéra jest nie-
uczciwa. Jednym z rozwigzan tego problemu jest weryfikacja odpowiednio skonstruowanego
modelu typu ,jigta w stogu siana”. Aby znalezé¢ odpowiedni sposéb weryfikacji rozwazanych
modeli, sprobujmy w nastepnych podrozdziatach przeanalizowaé¢ modele oparte na danych
pochodzacych z rozkladéw normalnego oraz Poissona.
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5.1 Model oparty o dane pochodzace z rozkladu normalnego

Zalozmy, ze zbior danych, ktéory chcemy poddaé analizie, sktada sie z jednoelemento-
wych prob: X, ..., X,, gdzie n > 2. Niech, dla ¢ € {1,...,n}, proba X; pochodzi z rozkla-
du N (g, 1). Niech kazdej probie X; odpowiada model statystyczny:

Hy,: pi=0
Hy, :  pu; >0.

i

7 tego wynika, ze statystyke testowa i-tej hipotezy zerowej obliczamy w nastepujacy sposéb:

Widzimy, ze przy zalozeniu prawdziwosci i-tej hipotezy zerowej, statystyka testowa T’ (&)
pochodzi ze standardowego rozkladu normalnego. Wyznaczmy p-warto$¢ oparta na i-tej
statystyce testowe;j:
b= 1 (T () = [ (T ()]
Gléwnym problemem, o ktory oprzemy dalsze rozwazania, jest sprawdzenie, czy posrod
prob: Xi,...,X,, znajduje si¢ wylacznie jedna, ktorej parametr rozkladu p jest wigkszy
od 0. Opierajac sie na tym problemie, skonstruujmy model typu ,iglta w stogu siana”

Hy: Vie{l,...,n}:pu; =0,

D1

Wiemy, ze Korekta Bonferroniego odrzuca globalna hipoteze zerowsa Hy na poziomie istot-
nosc «, kiedy:

) «a
min _p; < —,
ie{l,....,n} n

co jest rownozaczne, ze H, zostanie odrzucona, gdy:

)

max T (X;) > |e~' (2)
ie{l,..,n} T n
gdzie ®~1(-) jest funkcja kwantylowa standardowego rozkladu normalnego.

5.1.1 Optymalny prog wykrycia

Znalezienie dokladnej wartosci kwantyla: |<I>’1 (%) |, stanowi utrudnienie, w przypadku
kiedy liczba préb n jest zbyt duza, a warto$¢ poziomu istotnosci « jest bliska zeru. W roz-
wiazaniu tego problemu pomaga nam przyblizenie wartosci powyzszego kwantyla. Jednak
w sytuacji, kiedy réznica miedzy rzeczywista wartoscia, a przyblizeniem liczby |<I>_1 (%)|
jest dostatecznie duza, skontruowany przez nas test statystyczny, oparty na przyblizeniu,
moze doprowadzi¢ do uzykania btednych rezultatow. Jedna ze skutecznych metod uzyskania
odpowiedniej aproksymacji wyrazenia: |<I>*1 (%)| podaje nam Nieréwnosé Markowa.
Twierdzenie 5.1. Niech, w przypadku testu jednostronneg, t = |<I>_1 (%) |, lubt = |<I>_l (%) |,
w przypadku testu niekierunkowego. Dla zmiennej losowej Z, pochodzqcej z rozktadu N'(0, 1),
prawdziwa jest nierdwnosé:

@(1_t12><p(2>t)<¢f),

gdzie ¢(-) jest funkcjg gestosci standardowego rozktadu normalnego.
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Dowdd. Niech Z bedzie zmienng losowa, pochodzaca z rokztadu N (0, 1), o funkeji gesto-
§ci: ¢(+), oraz dystrybuancie: ®(-). Bez straty ogolnosci zalozmy, ze t = |<I>’1 (%) ’, gdzie

a € (0,1) oraz n € N,.
6(t) (1 - %), ktora jest jednoznaczna z nie-

(i) Udowodnijmy nieréwnosé: P(Z >1t) > &

rownoscia: P (Z > t) — @ (1 — t%) > 0. Wiemy, ze t € (0,00). PrzeprowadZmy proste

badanie przebiegu zmiennosci funkcji:

t
f(t):P(Z>t)—T
Wyzanczmy granice powyzszej funkcji:

lim f(t) = lim (1- (1)) - lim (6(t)) - lim (t ;1>

t—0+ t—0+ t—0+

= [5-60): (o) =ox.

lim f(8) = Jim (1-9(8)) - lim (#(8))- lim (t 7 1)

t—oo t—o0

=[0-0-0]=0.

Obliczmy pochodne pierwszego rzedu funkcji ¢(t) oraz f(t):

d d 1 e
70 =3 (%)

S0 =0-Fo0 - 5 (o0 (554))

o= ((552) o2 (%)
© _ ) (’f:; 1) (=t 6(1) — 0(0) (_tif 3)

2 -t 3—¢?
=—¢(t) (1+t4+t4)

3
= —tj¢(t)-
Widzimy, ze:
vt € (0,00) : %f(t) <0, (4)

wiec f(t) jest funkcja malejaca, dla t € (0,00). Z (1), (2), (4) wynika, ze prawdziwa
jest nier6wnosé:
¢(t)

P(Z>t)>t<1—t12>.

18



(il) Wykazmy, ze P(Z > t) < @ Niech k > t, wtedy:

P(Z>t) = /¢(u) au 2" /%ﬁ(u) du = %/u-qﬁ(u) du
3) 1 7 d o
25 [ a o) du= o]
_ o)
t

Z rozwazan zawartych w podpunktach (i) oraz (ii) wynika, ze prawdziwa jest nier6wnosé:

%@<_;><Pw>w<w?.

Za pomoca powyzszego twierdzenia, mozemy wyaproksymowaé warto$é: t = ’@’1 (%) |
WykazaliSmy w ten sposob, ze dla n € N, oraz ustalonej wartosei a € (0,1):

~
~

)

17mw:%¢§@?

3|2

kiedy ¢t = co. Rozpatrzmy nastepstwo tego faktu:

AON

t n

1 —t2 «

———e 2 ~ —

t2r n

1 —12 «
v T \\in()

co, dla n — o0, jest rownowazne z:

2
5~ In(n)

tz\/m.
Wiec:
028 o (2)| = v

Konsekwentnie, w przypadku modelu statystycznego (D1), stosujac korekte Bonferronieo,
odrzucamy globalng hipoteze zerowa Hy, dla n — oo, gdy:

ie{ml,?).(,n} | Xi| > v/2In(n).

Zauwazmy, ze wynik tak skonstruowanego testu nie zalezy od poziomu istotnosci a dla du-
zych n. Niezaleznie od ustalonego poziomu istotnosci « testu modelu (D1), prog odrzucenia
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dla wartodci: max;eqy,... n} | Xi |, bedzie asymptotycznie réwny /2 1n(n). Potwierdza to fakt,
ze przy zalozeniu prawdziwosci globalnej hipotezy zerowej:
max ’Xi’
ic{l,...n} —' D
—_— 1.
21n(n)

5.1.2 Asymptotyczna moc korekty Bonferroniego

Sprawdzmy, jaka moc osiaga korekta Bonferroniego, w zaleznosci od wielkosci parametru
sredniej rozktadu normalnego, z ktoérego pochodzg proby. Kolejne rozwazania oprzyjmy o test
modelu (D1) oraz zalozenia zwiazane z tym modelem.

W celu wyznaczenia asymptotycznej mocy korekty Bonferroniego, bez straty ogolnosci,
zalozmy, ze pp > 0. Rozpatrzmy dwa przypadki:

1. Niech i1 = (1—¢)+/21In(n), gdzie e € (0,1). Wiedzac, ze X1 = z+u1, gdzie z ~ N(0, 1),
obliczmy asymptotyczna moc korekty Bonferroniego:

P< min pi<a|Hl) <P(p1<aH1)+P( min Pi<a|H1>
ie{l,...,n} n n 1€{2,...,n} n

<P Xy > [@ 7 (a/m)] [ H)+1- (1- %)"_1
<P (>0 a/n)] | H) +1- (1- %)H
:p(

z>5\/M|H1)+1—(1—%)n71

n—oo —
— = 0+1—-e"“=a.

2. Niech 1 = (14 ¢)4/21In(n). Moc korekty Bonferroniego w tym przypadku wynosi:
P( min Pi<a|H1>>P<p1<a|H1)
i€{l,...,n} n n
=P (Xy > |2 ' (a/n)| | H1)
=P(z> |<I>_1 (a/n)| — p1 | Hy)

:P(z>—sm\H1)

n—o0
1

7 powyzszych rozwazan wynika, ze korekta Bonferroniego odrzuci globalna hipoteze ze-
rowa Hy, gdy parametr p odstajacej obserwacji bedzie rowny (1+¢)+/21In(n). W przypadku,
kiedy u = (1—¢)4/21n(n), korekta Bonferroniego nie wykryje obserwacji. Wtedy test oparty
na tej procedurze osigga asymptotycznie moc réwna «. Oznacza to, ze korekta Bonferroniego
nie jest dobra metoda by przeprowadzaé¢ weryfikacje modeli takich jak model (D1), w przy-
padku, kiedy parametr $redniej rozktadu obserwacji odstajacej jest rowny (1 — €)4/21n(n),
gdzie € € (0,1).

5.1.3 Asymptotyczna moc testu opartego o lemat Neymana-Pearsona

Okreslmy, jaka moc osigga test oparty o lemat Neymana-Pearsona.W tym celu, musi-
my dokona¢ zmian w modelu (D1), tak by hipoteza alternatywna byla hipoteza prosta.
Test oprzyjmy o dane zwigzane z modelem (D1). Skonstruujmy model:

Hy: Vie{l,...,n}:u; =0,
0 ' { } 1223 ~ (DQ)
Hy: di~U{L,....n}:p =0,
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gdzie i = (1 —¢)y/21n(n). Ustalmy poziom istotnosci a € (0,1). Oznaczmy T;, := /2 1n(n).
Wyznaczmy funkje wiarygodnosci w oparciu o powyzsze hipotezy:

Lo (0,(X1,..., X, f[ exp (—;Xi2>

) ()

Ll(ﬁ,<)ﬁ,...m))=i§_3 exp(—;(xi‘ﬁf)H
1 <¢12?>pr (=3 (=) T oo (57).

Wyznaczmy iloraz wiarygodnoéci:

L (. X)) 1,
T(HO’Hl)_Ll(ﬂ,()(l,,__,)(n))_n;EXP<&M 2#’)

I
N

Oznaczmy powyzszy iloraz jako:

gdzie Y; = exp (Xzﬁ — 5/7 ) Prawdziwe jest stwierdzenie, ze jesli zmienna losowa: z, pocho-

dzaca z rozktadu N (y, 02), to e* jest zmienna losowa, pochodzaca z rozktadu logarytmicznie
normalnego: LN (., 0.). Z tego wynika, ze Y; ~ LN (—3742, [2).

W celu wyznaczenia asymptotycznej mocy rozwazanego testu, nie mozemy skorzystac¢ z Cen-

tralnego Twierdzenia Granicznego, poniewaz i zalezy od n. Musimy wykazaé, ze R b, 1,
gdy hipoteza Hy jest prawdziwa. Przyjmijmy zmienna:

1 n
== Vilix.<r)
N4 o

Pawdopodobienstwo, ze R # R’ wynosi:

ie{l,...n} —

<iP(&>T
i=1

P(R#R’)<P( max Xi>Tn>




Obliczmy wartosé¢ oczekiwang oraz variancje zmiennej R':

]EHO [Rl] =

Vary, [R']

1 n
EEHO ZYZ‘H{Xing} =En, [V1lix, <7}
i=1
T'IL
1 1 1
= /eXp (Zﬁ—2ﬁ2> Eexp <—222) dZ
T’Vl,
1 1 N2
= — —=(z - d
/\/ﬂeXp( 5 (2 u)) z
— 00
Tnfﬁ
1 1,
= exp | —=z* | dz
[ =)
e4y/21n(n)
[ wme= ()
= exp | —=2z* | dz
— 0o
:@(e 21n(n )
1 = 1
ZEVarHO ZYﬂl{Xing} ZEVaTHo [Yl]l{XléTn}]
i=1

1
< ~Ex, (Y2 1x, <))

Tn
1
== /exp (2zu—u2) mexp (—222> dz
Tn
1 ~ 1 ~\2
= —et exp| —= (2 —2 dz
- / o p< 5 (2= 20) )
Tn—20

— 00

1 _
=~ o (T, — 27).
n

Przyjmijmy, ze T,, — 2i < 0, czyli ¢ € ( ) Wtedy:

1 1 -
S P (T, — 211) = —e (1 — @ (—Tp +20)) <
n n

T, — 21

1 ©Xp <ﬁ2 - % (Qﬁ - Tn)2)

no@A-T)Vam
1 exp (—2¢%In(n) + In(n))

n (211 — T,) V2r

3\H
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Kiedy T, — 20 > 0, czyli € € (3,1), wtedy:
1

2 1 1 2
—et = = 1—¢)%.21 = —p2-9)" 122,
€ . €XP (1-e) n(n)) L —

7 powyzszego wynika, ze:

Ey, [R] = ® (6\/2111(71)) ,
Vary, [R'] = o(1).

Z nieréwnosci Czebyszewa nastepuje:

R =& (em) +o(1).

Dowodzi to, ze:
rRZ1
Z tego wynika, ze Lg (O, (&, e ,&)) ~ I (ﬁ, (&, . ,&)), przy n — oo. Oznacza to,
ze Hy i Hy sa takie same.
Oznaczmy zmienna G, taka, ze lim P(R > G | Hy) = «. Obliczmy asymptotyczng moc
n—oo

testu opartego o lemat Neymana-Pearsona:
P(R>G|H,)=1-P(R<G|Hy)
=1 _/]]-{RQG} d.PH1

_ dPy,
~ dPg,

=1- /R]l{Rgg} dPHO

=1 —/I{RgG} dPpy, — /(R— D1{r<cy AP,
=1 (1-a)-0=a.

Test modelu typu ,igta w stogu siana”, oparty o lemat Neymana-Pearsona osiaga asymp-
totycznie moc réwna «. Z faktu, ze lemat Neymana-Pearsona pozwala nam skonstruowac
test jednostajnie najmocniejszy na poziomie istotno$¢ «, wynika, ze nie mozemy wyznaczy¢
testu o mocy wiegkszej niz a w przypadku kiedy, i = (1 — €)4/21In(n). Konsekwencja tego
jest fakt, ze jezeli dysponujemy zbiorem danych pochodzacych z rozktadu N(0,1) i chcemy
sprawdzié, czy w zbiorze danych znajduje si¢ obserwacja o rozktadzie N (u, 1), to wykryjemy
ja tylko wtedy, kiedy u = (1 +¢€)4/21In(n).

5.2 Model oparty o dane pochodzace z rozkladu Poissona

Postarajmy sie przeprowadzi¢ weryfikacje modelu typu ,igla w stogu siana”, opartego
o dane pochodzace z rozkladu Poissona. Niech zbiér danych, o ktéry oprzemy pézniejsze
rozwazania, sklada si¢ z niezaleznych zmiennych losowych: X,,..., X,,, gdzie n > 2. Przyj-
mijmy, ze X;, dla i € {1,...,n}, pochodzi z rozktadu Poissona o parametrze \; oraz, ze
statystyka testowa:
T (&) =X,
odpowiada i-tej hipotezie zerowej: Hy, : A; = \, gdzie X € (0, 00), jest ustalong wartoscia.
Wiemy, ze przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy Hy,, T' (&) ~ Poisson ()\) Wyznaczmy
model typu ,igla w stogu siana” dla tego przypadku:

Hy: Yie{l,...,n}:X\=A\

- (E1)
Hy: Fi~U{L,....on}: >\
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Odrzucamy globalna hipoteze zerowa Hj, na usalonym poziomie istotnosci «, przy pomocy
korekty Bonferroniego, gdy:
max T (&) >k,

i€{l,...,n}
gdzie warto$é¢ k definiujemy jako:

2 Nipg—A
k::min{m: E i <a}.
: 7! n

=m

Poniewaz rozktad Poissona jest rozktadem dyskretnym, okreslenie wartosci k w taki sposob
pozwala nam na znalezienie kwantyla rzedu 1 — &, lub wyzszego, rozktadu Poisson ()\)

W skutek tego, kontrolujemy prawdopodobieiistwo popelnienia bledu I rodzaju na ustalonym
poziomie «.

5.2.1 Asymptotyczna warto$é kwantyla

Aby rozpoczaé rozwazania na temat efektywnosci korekty Bonferroniego oraz testu opar-
tego o lemat Neymana-Pearsona, dla wyzej skonstruowanego modelu typu ,igla w stogu
siana”’, musimy wyznaczy¢ optymalny prog wykrycia. Wiemy, ze dystrybuanta rozktadu Po-
issona o parametrze A jest okreslona i ma postaé:

-
FA(T)) = P(t<T') =)
=0

Nig=?

1!

)

dla okreslonej liczby T" € {0, 1,2, ...}, oraz zmiennej losowej t ~ Poisson(\). Z tego wyni-
ka, ze:
= Ne A
1-F\(T)=P(t>T)= > .
i=T'+1

i

Znajomos¢ dystrybuanty rozkladu Poissona pozwala nam, w stosunku do rozkladu stan-

dardowego normalnego, szybciej i tatwiej znalez¢ przyblizenie kwantyla rzedu 1 — & roz-

ktadu Poisson (X), gdzie « € (0,1), n € N.. Niech 77 € {0,1,2,...} i t ~ Poisson (X),

T =T’ + 1. Przy pomocy wzoru Stirlinga wyznaczmy:

© Yip—X
1 —F(T') = P(t>T) = g

T 2.

CATe - by . A2 N

T T+1 (T+1)(T+2)
_ ~ T X X2

~ A TeA © 1+ + +.o].

‘ TT\/27TT< T+1 T+D(T+2)

2 . . .
Oznaczmy AT,X = (1 + %ﬂ + M\w +.. ) Oszacujmy AT,X’ wiedzac, ze:
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Z tego wynika, ze A1 € [1,e*]. Dla n — oo, wyznaczmy przyblizenie wartosci T':

S|Ie 312

~ ~ 1 1
Tln ()\) AT (T + 2) In(T) = 5 In(27) + In(4,.5) = In(@) — In(n),
dla n — o0, jest to réwnowazne z:
~ 1
Tl (A) +T - <T + > In(T) ~ — In(n)
2
~ 1
T (ln ()\) + 1) — (T + 2) In(T) ~ —In(n).
Niech:

T = by In(n).

7 powyzszego wynika, ze:

b1 (X) = by + by 1nby) + by In (In(n)) + i(ﬁz L) oy
b (=10 () + 10 (0(n)) ) = by + by In(b) In(b,) | In(n(n)

Postugujac sie nastepujacym faktem z analizy matematycznej:

mn n—od

d, ~ e, < : 1,
Zdefiniujmy:
b, = !
In (In(n))
W zwiazku z czym:
“l(X) +l) 0 ()
In (In(n)) In (In(n)) In (In(n))
B In(In (In(n)))  In(In(n)) ~1
21n(n) 2In(n)
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Przy czym:

—In (A) + In (In(n))
In (In(n)) ’
1 n—o0

In (In(n))
~In(In(In(n))) n-oo

In (In(n))
_In(In(In(n))) n—oo
21In(n)

In (In(n)) nooo

2 (n) 0

7 powyzszych rozwazan wynika, ze przyblizenie wartosci T' jest postaci:

~ In(n)
In (In(n))"

W poréwnaniu do progu wykrycia z poprzedniego podrozdzialu, réwniez w tym przypadku
przyblizenie kwantyla rzgdu 1— &, dla duzych n, nie zalezy od wartosci ustalonego wczesniej

poziomu istotnosci a oraz parametru .

5.2.2 Asymptotyczna moc korekty Bonferroniego

Znajac aproksymacje kwantyla rzedu 1 — = rozktadu Poissona o parametrze: A\ = X

wyznaczmy asymptotyczna moc korekty Bonferroniego w oparciu o weryfikacje modelu ty-
pu ,igla w stogu siana”. Zanim do tego przejdziemy, sprawdzmy, czy korekta Bonferroniego
kontroluje ryzyko bledu I rodzaju na ustalonym poziomie istotnosci a € (0, 1). Kolejne roz-
wazania oprzyjmy o model (E1). Przyjmujac zmienna losowa ¢t ~ Poisson (X), Wwyznaczny

p-wartosé odpowiadajaca statystyce T’ (&)

pi=1-Pt<T(Xy)=1- Y

7 rozwazan przeprowadzonych w rozdziale trzecim wynika, ze p; przyjmuje asymptotycznie
rozktad U[0, 1]. Oznaczmy:

2 Nig—A
k::max{m: Z i >a},
7! n

1=m-+1

B In(n)
In = In (In(n))’

takie, ze:
k~T,.
Rozpatrzmy i udowodnijmy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 5.2. Korekta Bonferroniego kontroluje prawdopodobieristwo popetnienia bie-
du I rodzaju na poziomie o € (0,1), dla modelu typu ,igta w stogu siana”, opartego o dane
pochodzgce z rozktadu Poissona.
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Dowdd. Nastepujacy dowdd oprzyjmy o model (E1) oraz dane z nim zwiazane. Przyjmij-
my poziom istotnosci o € (0,1). Niech statystyka testowa: T (X;) ~ Poisson <X), gdzie
i € {1,...,n}. Prawdopodobienistwo popelnienia btedu I rodzaju wynosi:

P(ie{qu.r.l,n}pi S Z'HO) =1—P<ﬂ {pi > z}|H°>

i=1

_1}_[1P(Pi>Z|H0>~

S

Przy czym:

Przy n — oco:

gdzie:

poniewaz:

Tk =X o~ .
MTT 272 pAFe PR (20k) T2
noe, (n) + kIn(X) + & — kIn(k) — ~ In(k)
n—oo, _ 1
mexp nn n n B n

e—>\
- =
V2T

nooo, \e/; exp <Tn (h;:) —In(}) — 1+ In(T,,) + IH(T”)»

nooo € In(n) n—oo
N exp <ln(ln(n)) ln(ln(ln(n)))> —— 00.

7 powyzszego wynika, ze, przy n — oo:

exp <ln(n) + T, In(\) + T, — T, In(T,) — ;m(Tn))

. o n
P(ie{r{%}?’n}pig n|H0) zl—EP(T(&) < k| Hy)
<1-(1-%)"~1-e
n
< o



Uwaga 5.1. Porcwnujgc powyzsze modele, ryzyko popetnienia btedu I rodzaju, dla modelu
opartego o dane pochodzgce z rozktadu cigglego, rowne jest 1 —e™, natomiast, w przypadku
modelu opartego o dane pochodzgce z rozktadu dyskretnego, nie mozemy okresli¢ doktad-
nej wartosci prawdopodobienstwa popetnienia bledu I rodzaju (wiemy, Ze jest ono mniej-
sze lub réune 1 —e™%).

Wykazalismy, ze dla modelu (E1), korekta Bonferroniego takze kontroluje blad I rodzaju.
Postarajmy si¢ wyznaczy¢ asymptotyczng moc rozwazanej procedury. Ustalmy poziom istot-
nosci a € (0,1). Zalozmy, bez straty ogolnosci rozwazan, ze A1 > \. Tak jak w poprzednim
podrozdziale, rozwazmy dwa przypadki:

1. Niech A\; = (1 —¢) lnl(?l(l?gl)), gdzie € € (0,1). Wyzanczmy asymptotyczna moc korekty

Bonferroniego, w oparciu o powyzszy model:

P( min pi<a|Hl><P(p1<a|H1)+P< min pi<aH1>
j n n i€{2,...,n} n

:P(&>k|Hl)+1—HP(pi>%IH1)
=2

<P(X1>TR|H1)+1—(1—9)%1.
- n

Przy czym:

P(X,>k|H)=P(X,>T,|H)

X1 —M T, — M\ )
=P|= > H
( VA1 VAL |

Xi—X\ €
=P|=— > v, | Hi|.
< VA1 vi—e¢ | 1)

W oparciu o fakt, ze rozktad N'(A, A) jest doskonatym przyblizeniem rozktadu Poisson()),
gdy A — oo, wynika, ze:

Xi—X b
= _—— 5 N(0,1).
VAL ©.1)

W zwiazku z:

3 n— oo
VT,
/71 ¢ n OO)

dochodzimy do:

JTo | H1> n—co

<X1—/\1> £
VAL Vi—¢

Wobec powyzszego, asymptotyczna moc korekty Bonferroniego wynosi w tym przy-
padku:

P( min p¢<a|H1> <0+1—-e"*<a.
i€{l,...,n} n

2. Niech A\; = (1 +¢) 1n1(r111(17(2))7 gdzie € € (0,1). Wyzanczmy asymptotyczna moc korekty
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Bonferroniego:

«
P i < — | H P H
(ze{r{lm, }p ‘ 1) ( n | 1)
=P (X1 >k | Hl)

=P X1>T |H1)

=P (25 f 'Hl)

P( 1— )\1
\/1+

Na mocy faktow:

Xi—M p

== — 5 N(0,1),
on ©.1)

—& n—oo

T, —— —oo,

vite

asymptotyczna moc procedury wynosi:

(% )\1 - n— o0
P i < —|H )| =2 P T.|H )| —— 1.
<¢e{rﬂ??,n}p’ | 1) ( A~ %\/ 2 | 1)

7 powyzszych podpunktéw wynika, ze korekta Bonfferoniego wykryje obserwacje po-
chodzaca z rozktadu Poisson()) posrod obserwacji z rozktadu Poisson (\'), jesli A bedzie

rowna (1 + €)W W przypadku, kiedy A = (1 — ¢) 1n1(r11r(17(2))’ test oparty o rozwaza-
ng procedure osiaga asymptotycznie moc mniejsza niz a. W rezultacie, ryzyko popetnienia
bledu II rodzaju jest zbyt duze, zeby test uznaé za skuteczny. Dla modeléw typu ,igla w
stogu siana”, opartych na danych pochodzacych z rozktadu Poissona, korekta Bonferroniego
nie jest dobrg procedura weryfikacji. Przyczyna tego stwierdzenia jest fakt, ze nie zawsze

procedura ta osigga wysoka moc.

6 Wnioski

Podsumujmy wszytskie rozwazania jakie przeprowadziliSmy we wczesniejszych rozdzia-
tach. Podstawy teorii testowania hipotez statystycznych pomogly nam zrozumieé¢ idee two-
rzenia testéw, oraz nauczytly nas ich konstrukeji. Dzieki przeprowadzonym testom udowodni-
lismy, Ze p-wartos$é pochodzi z rozktadu U0, 1], kiedy statystyka testowa pochodzi z rozkta-
du ciaglego. Wykazalismy réwniez, ze jesli statystyka testowa pochodzi z rozktadu Poissona,
to jej przeksztalcenie osiaga asymptotycznie rozktad jednostajny na przedziale [0, 1]. Rozwa-
zania na temat wartosci p pozwolilty nam wykazaé, ze korekta Bonferroniego kontroluje btad
polegajacy na odrzuceniu globalnej hipotezy zerowej w sytuacji, kiedy jest ona prawdziwa.

W konsekwencji, skonstruowaliémy modele typu ,igla w stogu siana” dla danych pocho-
dzacych z rozkladéw normalnego oraz Poissona. Dla rozkladu normalnego wyznaczylismy
asymptotyczna wartos¢ kwantyla rzedu 1 — & (gdzie: o« € (0,1), n — 00), czyli asymptotycz-
ny prog wykrycia, rowna +/2 In(n). Wykazalismy, ze korekta Bonferroniego osiaga asympto-
tycznie moc réwna 1, w sytuacji, gdy parametr $redniej, obserwacji rézniacej sie rozktadem,
jest rowny: p = (1+¢)y/21In(n), gdzie € € (0,1). W przypadku kiedy ten sam parametr
jest rowny (1 —e)4/21In(n), pokazaliémy, ze korekta Bonferroniego osiaga moc bliska «.
Za pomoca lematu Neymana-Pearsona pokazaliémy, ze nie mozemy wyznaczy¢ testu o mocy
wiekszej niz «, gdy hipoteza alternatywna zaklada, ze posréd n — 1 obserwacji o rozkta-
dzie N(0,1) znajduje sie obserwacja o rozktadzie N'((1 —¢)4/21In(n), 1), gdzie ¢ € (0,1).
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Dla modelu opartego o n obserwacji z rozktadu Poissona, wyznaczyliSmy prog wykrycia
roéwny 1nl(r11157(171))' Przeprowadzilismy test modelu i wykazalismy, ze, tak jak w poprzednim
przypadku, korekta Bonferroniego przyjmuje asymptotycznie moc réwng 1, kiedy para-

metr A rozkladu odstajacej obserwacji jest rowny (1 + ¢) lnl(rfé?z)). Podobnie wykazalismy,

ze moc korekty Bonferoniego jest mniejsza od poziomu istotnosci o, gdy obserwacja roéznia-

ca sie rozkladem, pochodzi z rozkladu Poisson ((1 —g) 1111(]?152)))'
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