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1 Wstep

W tej pracy pokazemy, ze rodzina przestrzeni topologiczynych opisanych w [1] nazywanych regular-
nymi drzewami graféw zawiera sie¢ w rodzinie przestrzeni nazywanych (konstruktywnymi) kompaktami
Markowa. Konkretnie, korzystajac z danych definiujacych regularne drzewo graféw, skonstruujemy
zestaw danych, definiujacy konstruktywny kompakt Markowa, tak jak jest to opisane w pracy [2].
Udowodnimy, ze granica odwrotna powstalego w tej konstrukcji ciagu odwrotnego jest homeomor-
ficzna z granica tak zwanego systemu drzewiastego zwiazanego z regularnym drzewem graféw. Wynik
ten w pewnym stopniu uzasadnia sens badania regularnych drzew graféw jako kandydatow na brzegi
Gromowa grup hiperbolicznych, ktére okazuja sie by¢ kompaktami Markowa, co pokazano w pracy [3].
W oczywisty sposéb daje tez alternatywna konstrukcje regularnego drzewa graféw.

2 Podstawowe pojecia

Dla wygody czytelnika przytoczymy w skrétowy i nie w pelni ogdlny sposéb definicje poje¢ i konstrukeji,
z ktérych bedziemy korzystaé. Moze jednak okazaé sie niezbedne réwnolegle czytanie prac [1] 1 [2], w
ktorych te pojecia sa wprowadzane.

2.1 Konstruktywny kompakt Markowa

W tym podrozdziale opieramy si¢ na pracy [2]. Konstruktywny kompakt Markowa opisany jest za
pomocy nastepujacego zestawu pojec:

o Zestaw montazowy (assembly system)
¢ Reguly podmiany (rules of replacement)
« Etykietowanie (labelling)

Notacja 2.1. Kompleks symplicjalny mozemy rozwaza¢ kombinatorycznie jako rodzine podzbioréw
pewnego zbioru lub jako przestrzen topologiczna. Dla sympleksu o piszac 0 € K rozumiemy go jako
element rodziny K, a piszac ¢ C K jako podprzestrzen topologiczna.

Definicja 2.2 (Zestaw montazowy).
Niech X bedzie kompleksem symplicjalnym. Zakladamy, ze

e Z kazdym sympleksem o € X stowarzyszony jest skoriczony kompleks symplicjalny Y, (przyj-
mujemy Yy = 0).

o 7 kazda para symplekséw p, 7 € X taka, ze p C T stowarzyszone jest odwzorowanie i, : Y, — Y,
spelniajace nastepujace warunki:

i) i,r jest symplicjalnym wlozeniem (przyjmujemy i,, = idy,),
ii) dla kazdych p C 7 C v zachodzi iy, = iry 0 pr,
iii) dla kazdych p1, po C 7 zachodzi iy, +(Y),) Nipyr (Yp,) = (pinpe)r (Yornps)-

Wtedy uklad A = ({Y}oex, {ipr}pcr) nazwyamy (symplicjalnym) zestawem montazowym nad X.
7 zestawem montazowym A w naturalny sposéb stowarzyszamy przestrzen ilorazowg

Y = |_|YU/N



gdzie relacja réwnowaznosci ~ jest indukowana przez odwzorowania i,., czyli jest symetrycznym do-
mknieciem relacji ~' zadanej przez:

p~'q <= Ip,T€X q=1i,(p)
Te przestrzen nazywamy A — ilorazem.
Uwaga 2.3.
1. A—iloraz Y posiada naturalng strukture kompleksu symplicjalnego.

2. Kazda z przestrzeni Y, wklada si¢ w A—iloraz poprzez odwzorowanie symplicjalne, ktore jest
ztozeniem 7 o ¢, gdzie 7 : | | .y Yo — Y jest odwzorowaniem ilorazowym, a ¢ : Yo < | | oy Yo
wlozeniem.

Definicja 2.4 (Odwzorowanie semi-barycentryczne).
Niech X i Y beda kompleksami symplicjalnymi. Odwzorowanie f: X — Y jest semi-barycentryczne,
gdy spelnia nastepujace warunki:

i) dla kazdego sympleksu o C X istnieje sympleks 7 C Y taki, ze f(o) C 71 f |, jest odwzorowa-
niem afinicznym,

i) wierzchotki X sa odwzorowywane w wierzchotki Y’ pierwszego podrozbicia barycentrycznego
Y

)

iii) dla kazdego sympleksu o C X istnieje wierzcholek v € Y taki, ze f(o) C st(v,Y”’), gdzie
St(vvyl) = UUEUCY’ g.

Definicja 2.5 (Dobra rodzina symplekséw).
Dobra rodzina symplekséw to para D = (X,{z3 : 8 € B}), gdzie

e Y jest zbiorem sympleksow;
e B jest zbiorem wszystkich wlasciwych Scian we wszystkich sympleksach o € ¥;

e Dla kazdego o € X i kazdej wladciwej Sciany 8 C o istnieje o3 € X i symplicjalne wlozenie
zg 1 0 — o takie, ze zg(og) = f.

Zakladamy, ze dla kazdego 5 € B odwzorowanie zg jest jedyne oraz, ze rodzina {zs}sc g jest zamknieta
na zlozenia.

Definicja 2.6 (Reguly podmiany).
Niech D = (X,{z3 : 8 € B}) bedzie dobra rodzing symplekséw. Regula podmiany dla ¢ € ¥ to para
(Paa 7TU)7 gdzie

e P, jest skonczonym kompleksem symplicjalnym;
o 7, : Py, — o jest odwzorowaniem semi- barycentrycznym.

Dobra rodzina regut podmiany dla D to para R = ({(Py,7s) : 0 € £}, {P., : B € B}), gdzie
e {(Py,7,): 0 € X} jest rodzing regul podmiany;

o {P., : B € B} jest rozdzing odwzorowan "laczacych”, ktére spetniaja nastepujace warunki



i) dla kazdego o € X i wladciwej $ciany § C o wyposazonych w odwzorowanie zg : 03 — 0

odwzorowanie P,, : P,, — P, jest symplicjalnym wlozeniem,

z3

ii) dla kazdego o € ¥ i wladciwej Sciany 8 C o zachodza réwnosci
T 0 P, = 25 07y, Oraz 1 (B) = P.,(Ps,),

iii) Dla wlasciwych $cian 8 C 0 i oo C 0 zachodzi réwnosé

P

zﬁoPZa:P

Zzg(a)”

Definicja 2.7 (Etykietowanie).

Niech D = (X,{z5 : 8 € B}) bedzie dobra rodzina symplekséw. D-etykietowanie kompleksu sympli-

cjalnego X to para A = (A, {u, : 0 € X}), gdzie

e A: X — ¥ jest odwzorowaniem pomiedzy zbiorami sympleksow takim, ze dla kazdego o € X

zachodzi réwno$é dim o = dim A(o);

o Dla kazdego 0 € X odwzorowanie u, : 0 — A(0) jest izomorfizmem symplekséw. Ponadto
zaktadamy, ze dla p C 7 zachodzi réwnod¢ A(p) = A(7)., () (symbol A(7),,, (,) rozumiemy jak og

z definicji dobrej rodziny sympleséw) i ponizszy diagram komutuje.

Niech Dy = (31,{25 : 6 € B1}) i Dy = (22,{25 : B € By}) beda dobrymi rodzinami symplekséw
i niech R = ({(P,,7,) : 0 € 1},{P., : f € B}) bedzie dobra rodzing regut podmiany dla D;.

Dy-etykietowanie rodziny R to Dy-etykietowanie Ar = (Ag, {uf : 7 € X}) kompleksu X = | | oy, P,

o

takie, ze dla dowolnego o € 3J; i wladciwej Sciany 3 C o oraz dla dowolnych symplekséw p € P, i
T € P, takich, ze P.,(p) = 7 zachodzi réwnos¢ uX = uX o P, czyli w szczegdlnosci Az (p) = Ar(7).

Bedziemy korzystaé¢ z przypadku, gdzie Dy = Ds.

Przeprowadzimy teraz konstrukcje ciagu odwrotnego

Xo X1 X; Xi+1 — ...

f1 f2 fi v fi fitz

gdzie X; sg kompleksami symplicjalnymi, a f; odwzorowaniami semi-barycentrycznymi dla j = 0,1, ...

korzystajac z nastepujacego zestawu danych:
o kompleksu symplicjalnego Xo;
o dobrej rodziny symplekséw D = (X, {z3 : § € B});
« dobrej rodziny regut podmiany R = ({(Fy,7s) : 0 € X}, {P., : f € B}) dla D;
o D-etykietowania A = (A, {uy : 0 € Xo}) kompleksu Xo;
« D-etykietowania Ag = (Ag,{uX : 7 € | |,y Pr}) rodziny R.

Kompleksy X; i odwzorowania f; definiowaé bedziemy rekurencyjnie.
Krok 1. Niech X; bedzie A;-ilorazem zestawu montazowego A1 = ({Y,' Yoex,, {ip, }pcr), gdzie

)



. Yal = P)\(J) dla o € Xo;

o il =P, ., dlapCrteX

PT (p)

Niech f; : X; — X bedzie odwzorowaniem indukowanym przez odwzorowania f, : Y} — X zdefi-
niowane przez zlozenie f, = u;!o (o). W szczegblnosci ponizszy diagram komutuje

LI Proy —— X1

L fol f{

l_l o & XO
gdzie sumy rozlaczne wykonujemy po wszystkich sympleksach o C Xy, 7 to odwzorowanie ilorazowe
pochodzace od Aj-ilorazu, a mx, to naturalne odwzorowanie ilorazowe.

Uwaga 2.8. Etykietowanie Ag indukuje etykietowanie Ay = (A1, {ul : ¢ € X;1}) na kompleksie Xj.
Rzeczywiscie, niech 7 : [ ] . x, Pr(o) = X1 bedzie odwzorowaniem ilorazowym. Niech o C X;. Z
definicji Ag jesli dla 1,02 € | |,cx,
mozemy zdefiniowaé \;(0) = Mg (01) oraz ul tak, by ul om =u

Py\(oy mamy 7(01) = 7(02) = 0, to mamy Ag(01) = Ar(02), Wiec
R

o1

Krok j+ 1 dla j > 1. Mamy zdefiniowane kompleksy Xi,..., X; i odwzorowania f,..., f; oraz po-
dobnie jak w uwadze 2.8 mamy etykietowania Aq,...,A; komplekséw X, ..., X; odpowiednio, ktore
sa indukowane przez etykietowanie Ar. Niech X;i; bedzie A;;-ilorazem zestawu montazowego

Aj-‘rl = ({Yaj—,—l}UEva{iz;il}pCT)) gdzie
. Yg+1 = P)\j(o) dla o € Xj;

Gl _
o it =P, dlapcCrTeX;.

T

Niech fjy1 : Xj41 — X, bedzie odwzorowaniem indukowanym przez odwzorowania fg : Yt - X j
zdefiniowane przez zlozenie f, = (ul) " lom A; (o) Ostatecznie ustalamy etykietowanie A;41 indukowane
przez Ar jak w Uwadze 2.8.

Tak zdefiniowany ciag odwrotny Z(Xo, D, R, A, Ar) = ({X; : 7 =0,1,..},{f; : 4 = 0,1,...}) nazy-
wamy konstruktywnym uktadem Markowa, a jego granice odwrotna konstruktywnym kompaktem Mar-
kowa.

Sprawdzenie, ze powyzsze obiekty sa dobrze okreslone wymaga jedynie skrupulatnego przesledzenia
definicji 1 zostalo to zrobione w pracy [2].

2.2 Regularne drzewo graféw

Podstawowymi obiektami, na ktérych bedziemy sie opieraé sa grafy. Wprowadzimy najpierw zwiazana
z nimi terminologie i notacje, ktorych bedziemy uzywaé. Wiele z opisanych ponizej pojeé to pojecia
standardowe i elementarne, ale opisujemy je w celu sformalizowania uzywanego jezyka.

Notacja 2.9. Graf mozemy rozwaza¢ w sensie kombinatorycznym, jako rodzine co najwyzej dwuele-
mentowych podzbioréw pewnego zbioru X. Wtedy kazdy singleton z tej rodziny nazywamy wierz-
cholkiem grafu I'. Waznym warunkiem jest, aby singleton kazdego elementu rozwazanego zbioru X
nalezal do tej rodziny i czasami utozsamiaé bedziemy taki singleton z jego jedynym elementem. Zbior
wszystkich wierzchotkéw oznaczaé bedziemy przez Vi i mozemy go utozsamié¢ we wspomniany sposob
ze zbiorem X. Dwuelementowe podzbiory nazywamy krawedziami i zbior wszystkich krawedzi grafu
I' oznaczamy przez Er. Korzystajac ze wspomnianego utozsamienia singletonéw z ich elementami,



krawed? laczaca wierzcholki v,w € Vr oznaczaé¢ bedziemy {v,w} i bedziemy méwié, ze wierzcholki
v, w sasiaduja ze soba. Dopuszczaé bedziemy petle, czyli krawedzie postaci {v,v} oraz krawedzie wie-
lokrotne, czyli kopie tej samej krawedzi {v, w}. Grafy, ktére takich krawedzi nie posiadaja, spelniaja
definicje kompleksu symplicjalnego i nazywamy je symplicjalnymi.

Grafy, ktére bedziemy rozwazaé¢ beda same w sobie niezorientowane, ale dla kazdego grafu okredlimy
dodatkowo pewna orientacje jego krawedzi. Dla krawedzi e = {v, w} € Er grafu I' ustalamy orientacje
otrzymujac zorientowang krawedz ¢ = (v,w) (w tej pracy przyjeto nieformalna konwencje, w ktérej
obiekty mogace posiada¢ orientacje oznaczamy literami alfabetu lacinskiego, gdy rozwazamy je bez
orientacji i litera alfabetu greckiego, gdy rozwazamy je z orientacja). Wtedy oznaczamy zorientowang
przeciwnie do € krawedz € = (w, v); odpowiadajaca € i € krawedz niezorientowana: || = |€| = e oraz
wierzcholki poczgtkowy: i(e) = i(e) = v i koricowy: t(e) = t(e) = w, wtedy i(€) = t(e) i t(&) = i(e)
(ze wzgledu na to i wprowadzone pézniej podobne oznaczenia od tego momentu unikaé bedziemy ”¢”
oraz ”t” jako indekséw liczbowych). Zbidr wszystkich zorientowanych krawedzi dla grafu T' (po dwie
krawedzie €, € dla kazdej krawedzi e € Er) oznaczymy przez Er.

Z kazdym grafem I'" w naturalny sposéb wiazemy przestrzen topologiczna |T'|, ktéra nazywamy reali-
zacjg (geometryczng) grafu I'. Realizacje mozemy otrzymaé miedzy innymi przez iloraz

r= L0/

ecEr

rodziny odcinkéw jednostkowych, gdzie relacja rownowaznosci ~ polega na odpowiednim sklejeniu kon-
cami tych odcinkéw, ktére odpowiadajg krawedziom zawierajacym ten sam wierzchotek. Na przyklad
jesli i(e1) = t(ez), to mamy relacje [0,1]., > {0} ~ {1} € [0,1].,. Taki iloraz posiada standardowa
strukture przestrzeni metrycznej, w ktérej jest zwarty dla skonczonego I W dalszej czesci pracy
bedziemy utozsamiaé¢ graf z jego realizacja i bedziemy pisa¢ I' interpretujac jego nature zgodnie z
kontekstem.

Dla kazdego wierzchotka v € Vr grafu I" okre$lamy zbiér jego sgsiadéw N, = {w € Vr : {v,w} € Er}.
Okreslamy tez stopieri deg(v) w I jako liczbe krawedzi zawierajacych wierzcholek v, czyli deg(v) =
|[{e € Er : v € e}|. Dla symplicjalnego grafu I' definiujemy link wierzchotka v w grafie ', czyli zbiér
Lk(v,I') = {p1, ..., Pdeg(v) }, ktéry w zaleznoéci od potrzeb interpretujemy miedzi innymi jako zbior
krawedzi wychodzacych z v, e-sfere w ' o $rodku v, czy zbiér sasiadéw v (w przypadku grafu sym-
plicjalnego liczba krawedzi wychodzacych z danego wierzchotka jest réwna liczbie polaczonych z nim
wierzchotkéw). Bedziemy pisa¢ Lk(v) zamiast Lk(v,T"), gdy nie bedzie to prowadzié¢ do niejednoznacz-
nosci.

Przez $cieike w grafie I' rozumiemy ciag wierzchotkéw vy, ..., v, oraz krawedzi eq,...,e, takich, ze
ej = {v;,vj_1}, a przez cykl taka Sciezke, w ktorej vg = vy, a wszystkie pozostale wierzcholki sa
rézne od vy i siebie nawzajem. Grafy, w ktérych nie ma cykli i ktore sa spojne nazywamy drzewami
i zazwyczaj oznaczamy litera T. Rozwazaé¢ bedziemy drzewa dwudzielne, czyli takie T', w ktorych
mamy podziat zbiéru wierzchotkéw Vpr na dwa podzbiory: VF, ktérego elementy bedziemy nazywac
wierzchotkami czarnymsi i VTb7 ktorego elementy bedziemy nazywaé¢ wierzchotkami bialymsi. Zauwazmy,
ze w takim drzewie kazda krawedZ e € Ep ma jeden wierzcholtek czarny, a drugi bialy. Oznaczymy je
odpowiednio c(e) i b(e). Poddrzewo drzewa T definiujemy naturalnie jako takie drzewo T", ze Vi C Vi
i Ep: C Ep. Piszemy wtedy T’ C T. Podzial wierzchotkéw w drzewach dwudzielnych indukuje sie
na poddrzewa i dla poddrzewa T C T oznaczamy VF = Vp N VE i Vqll, =V N V}i. Wyréznijmy
specjalng rodzine F7, skladajaca si¢ ze wszystkich skoniczonych poddrzew F' dwudzielnego drzewa T
takich, ze dla kazdego bialego wierzchotka b € V2 zbiér N, sasiadéw b w T' (skladajacy sie z czarnych
wierzchotkéw) zawiera sie w Vp. Takie poddrzewa (nie tylko skoriczone) nazywamy c-poddrzewams
(w pracy [1] sa to b-subtrees od angielskiego "black”, podobnie czarne wierzchotki sa oznaczone V2, a
biale V). Dla dowolnego zbioru wierzchotkéw V' C Vp oznaczaé bedziemy przez F(V') najmniejsze



c-poddrzewo drzewa T zawierajace wierzcholki V' i bedziemy méwié¢, ze F(V') jest rozpigte przez V. Be-
dziemy jeszcze przywolywaé pojecie koricow drzewa T, czyli zbioru 0T skladajacego sie z klas abstrakcji
relacji réwnowaznosci zadanej na zbiorze promieni, czyli nieskoniczonych, posiadajacych wierzchotek
poczatkowy Sciezek. Relacja ta jest zadana poprzez bycie tymi samymi $ciezkami poza skonczonym
fragmentem poczatkowym, to znaczy promienie o wierzchotkach vy, vy, ... 1 wg, w1, ... sa w relacji, gdy
istnieja m i n takie, ze dla kazdego k > 0 zachodzi vy, +x = Wp4k-

Ponizsze definicje pochodza z pracy [1].

Definicja 2.10 (Uklad drzewiasty przestrzeni).
Uklad drzewiasty przestrzeni to krotka © = (T, {K.},{Zs}, {©e}), gdzie:

1. T to przeliczalne dwudzielne drzewo, w ktérym stopieri deg(b) kazdego bialego wierzchotka b € V2
jest skonczony.

2. 7 kazdym czarnym wierzchotkiem ¢ € V5 skojarzona jest niepusta, zwarta przestrzen metryczna
K, ktora nazywamy przestrzenig sktadowqg dla ©.

3. Z kazdym bialym wierzchotkiem b € V2 skojarzona jest niepusta, zwarta przestrzei metryczna
b , ktéra nazywamy przestrzenig peryferyjng ©.

4. 7 kazda krawedzia e € Er skojarzone jest topologiczne wlozenie
e+ Lpe) = Koy,
ktore nazywamy odwzorowaniem lgczgcym ©O.

5. Dla kazdego czarnego wierzchotka c € Vi para

(Kw {@{076}(21)) RS Nc})

jest przestrzeniq z peryferiami, to znaczy rodzina {@icpy(Xp) : b € N.} jest rodzing parami
roztacznych domknietych podzbioréw K., posiadajaca wlasno$é zerowosci, co oznacza, ze dla
kazdego € > 0 wszystkie poza skonczona liczba podzbiory z tej rodziny maja Srednice mniejsza
od e. Elementy tej rodziny nazywamy peryferiami K.

Definicja 2.11. [Standardowy system odwrotny zwiazany z ukladem drzewiastym]
Rozwazmy uklad drzewiasty © = (T,{K.}, {2}, {¢e}). Dla c-poddrzewa F' € FF definiujemy cze-
Sciowg sume uktadu © jako przestrzen ilorazowa

gdzie ~ jest relacja rownowaznosci indukowana przez relacje

so{b,C1}(x) ~ So{b,CQ} (QC)

dla wszystkich b € V2, wszystkich z € %, i wszystkich ¢1, ca € N Oznaczmy przez

gr: | | Ke— Kp

ceVg

odpowiadajace odwzorowanie ilorazowe. Oznaczmy przez Np zbiér tych (bialych) wierzcholtkéw b €
VJIZ \ Vi drzewa T, lezacych poza poddrzewem F, ktérych jeden z sasiadéw jest wierzcholtkiem F, czyli

Np={beV2\Vr:(3ceVp){bc} € Er}.



Dla kazdego wierzchotka b € Ng oznaczmy przez c;, jedyny wierzcholek poddrzewa F' sasiadujacy z b.
Rozwazmy rodzine

Qr = {p,c,}(Xp) : 0 € Np}

obrazéw przestrzeni X, w Kp. Para (Kr,QF) jest przestrzenia z peryferiami. Oznaczmy przez

. K
Kp= F/QF

przestrzen ilorazowa powstala poprzez “sklejenie” zbiorow z rodziny Qg do punktow, to znaczy zadana
przez relacje réwnowaznosci, ktérej klasy abstrakcji to zbiory z rodziny Qp i singletony punktéw z
Kp\UQp. K} nazywamy zredukawong sumq cze$ciowq ukltadu ©. Oznaczmy przez ¢y : Kp — K,
odpowiadajace odwzorowanie ilorazowe. Na rodzinie F7¢ zadajemy czegsciowy porzadek poprzez relacje
zawierania. Dla c-poddrzew Fy, Fy € Ff takich, ze Fy C F5, definiujemy odwzorowanie

* *
fF1F2 : KFQ - KFI

w nastepujacy sposéb. Dla kazdego bialego wierzcholtka b € V}Q N Np, oznaczmy przez V, te czarne
wierzchotki ¢ € Vi, \ Vr,, dla ktérych najkrétsza Sciezka laczaca je z poddrzewem F, przechodzi przez
wierzchotek b. Przez S, oznaczmy najmniejsze c-poddrzewo drzewa F, zawierajace wierzcholki z V.
Czgsciowa suma Kg, w naturalny sposéb wklada si¢ w Kp,. Rozwazmy podzbiory ¢, (Ks,) C K, .
Zauwazmy, ze "sklejajac do punktu” taki zbiér dla kazego b € N, (w tym samym sensie co w przypadku
KF /QF) otrzymamy iloraz K7, , ktéry w kanoniczny sposéb jest homeomorficzny z K7, i bedziemy
utozsamia¢ K z tym ilorazem. Niech odwzorowanie frr, : Ki, — Kj bedzie odpowiadajacym
odwzorowaniem ilorazowym. Jest ono ciagle i surjektywne. Yatwo tez zobaczy¢, ze dla dowolnych
Fy CF, C Fzz Fy mamy frF, © fr,ry, = fr Fy- Otrzymujemy zatem system odwrotny

S@) = ({K;; F e fjc"}7{fF1F2 ) C Fg, Fl,FQ S f%})

nad czesciowo uporzadkowanym zbiorem F%.. Bedziemy nazywaé go standardowym system odwrotnym
zwigzanym z ©.

Notacja 2.12. Rozwazmy skoriczone c-poddrzewo F' drzewa T z ukladu drzewiastego © jak wyzej.

e Dla b € Np oznacza¢ bedziemy przez c, jedyny czarny wierzcholek poddrzewa F', ktory jest
sasiadem b. Bedziemy zajmowaé sie drzewami, w ktorych stopient deg(b) = 2 dla kazdego bialego
wierzchotka b € V2. Wtedy drugiego sasiada b oznaczaé bedziemy przez cb.

e Mamy jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy zbiorami Qp, a Nr. Mianowicie kazdemu biatemu
wierzchotkowi b € Nr mozemy przyporzadkowaé peryferium o € Qp takie, ze

qr (b} (X)) = 0.

Tak przyporzadkowane sobie wierzcholki i peryferia bedziemy oznaczaé b, lub b(0) i o lub o(b)
odpowiednio, w zaleznosci od tego, ktory obiekt chcemy przyporzadkowaé ktéremu.

o Oznaczmy przez Q5 = ¢n(JQr) obraz przez odwzorowanie ilorazowe ¢} wszystkich peryfe-
ribw. Ponownie mamy jednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy punktami z € Q},, a peryferiami
o € Qp zadang przez ¢i(0) = {z}. Oznaczmy jak wyzej przez z, lub z(0) i o, lub z(0) tak
przyporzadkowane sobie obiekty.

o Korzystajac z dwéch powyzszych odpowiedniosci mozemy tez wprowadzié oznaczenie x;, lub x(b)
i by lub b(z) na odpowiadajace sobie punkt x € %, i wierzcholek b € Np (x(b) = x(o(b)), itd.).



Definicja 2.13 (Granica ukladu drzewiastego).
Z ukladem drzewiastym © = (T,{K.}, {Zs}, {¢c}) W kanoniczny sposéb wiazemy przestrzen, ktéra
nazywamy granicg ukladu drzewiastego i oznaczamy ja lim ©. Jako zbiér sklada sie ona z ilorazu

|5/

ceVy

zdefiniowanego podobnie jak czeéciowe sumy Kp przez relacje

Oib,e1} (T) ~ Pfbeny (T)

dla wszystkich b € V2, wszystkich x € Xy, i wszystkich c¢1, ca € N}, oraz ze zbioru 9T koticéw drzewa T
W pracy [1] zadana jest topologia na lim © = (|_|C€VTC K./ ~)UO9T. Mozna jednak pokazaé i jest to
odnotowane we wspomnianej pracy, ze granica ta jest w kanoniczny sposéb homeomorficzna z granica
odwrotna standardowego systemu odwrotnego Sg. Poniewaz bedziemy korzystaé z opisu regularnego
drzewa grafu poprzez ten system odwrotny, to w tej pracy zdefiniujemy lim © := 1&189.

Definicja 2.14 (Graf nakluty).

Dla danego niepustego grafu I' bez izolowanych wierzchotkéw (wierzchotkéw, z ktérych nie wychodzi
zadna krawedZ) definiujemy przestrzen z peryferiami (I'°, Qr), ktéra nazywamy grafem nakiutym (per-
forowanym). Dla kazdego punktu x € T' rozwazmy normalne otoczenie punktu = w I', czyli spéjne,
domkniete otoczenie B(x) punktu z w I' takie, ze jego przekrdj ze zbiorem wierzchotkéw jest pusty
lub réwny {z} (gdy « jest wierzchotkiem grafu I'). Oznaczmy przez int B(x) wnetrze i przez bd B(z)
brzeg zbioru B(x) w I'. Standardowa gesta rodzina normalnych otoczeri w T’ to dowolna rodzina pa-
rami roztacznych normalnych otoczen w I' zawierajaca normalne otoczenia wszystkich wierzchotkéw
T i ktérej suma jest gesta w I'. Niech N1 bedzie standardowa gesta rodzina normalnych otoczert w T
Definiujemy

r° =T\ | J{int B: B € N7}

oraz
Qr ={bd B: B € At}

Wprowadzmy tez wygodne oznaczenie dla dowolnej krawedzi e € Er niech e® =eNI°.

Uwaga 2.15. Zauwazmy, ze kazda standardowa gesta rodzina normalnych otoczen w I' jak w po-
wyzszej definicji jest automatycznie przeliczalna oraz ma wlasnosé zerowosci, ktéra opisaliSmy przy
wyjasnieniu pojecia przestrzeni z peryferiami, to znaczy dla kazdego € > 0 wszystkie poza skonczona
liczba zbiory z tej rodziny maja Srednice mniejsza od €. Co wiecej taka rodzina jest jedyna z doktad-
noécig do homeomorfizmu I', ktéry przeprowadza kazdy wierzcholek i kazda krawedz na siebie. Jest to
do$¢ wazny fakt, ktory pozwala stwierdzaé, ze pewne konstrukcje prowadza do tozsamych przestrzeni
topologicznych, co z kolei czesto bedziemy wskazywaé bez dowodu. W $wietle tego faktu naktuty graf
I'° jest dobrze okreslong zwarta przestrzenia metryczna, w ktérej rodzina Qr ma wlasnosé zerowosci.
Zauwazmy tez, ze peryferiom o € Qr mozna w jednoznaczny sposob przypisa¢ wierzchotek lub kra-
wedz grafu I'. Oznaczmy zatem przez QF C Qr zbiér tych peryferiéw o = bd B, dla ktérych normalne
otoczenie B zawiera wierzcholek grafu I'. Elementy Q¥ bedziemy nazywaé V -peryferiami. Podobnie
definiujemy zbiér E-peryfericw QE C Qr jako zbiér tych bd B, dla ktérych normalne otoczenie B
jest w calosci zawarte w pewnej krawedzi grafu I'. FE-peryferia zawsze sa zbiorami dwupunktowymi.
Bedziemy dla nich definiowa¢ orientacje. Niech o = bd B € Qp bedzie E-peryferium zawartym w
krawedzi e € Vp i niech € bedzie dowolna orientacja krawedzi e. Wnetrze int B normalnego otoczenia
B dzieli krawedz e na dwie komponenty spéjnoéci i w kazdej z tych komponent lezy po jednym punkcie
z peryferium bd B. Oznaczmy przez p; € bd B ten punkt, ktéry lezy w tej samej komponencie e\ (int
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B) co i(e) i przez p; ten punkt, ktéry lezy w drugiej komponencie, a wiec w tej co t(e). Oznaczmy przez
w = (p;, pt) zorientowane peryferium bd B = {p;, p;}. W takim przypadku bedziemy méwié, ze w jest
zorientowane zgodnie z € 1 bedziemy pisaé w < e. Oznaczmy tez przez w = (pt, p;) to samo peryferium
zorientowane przeciwnie. Zauwazmy, ze wtedy w < €. Zbior wszystkich zorientowanych E-peryferiéw
bedziemy oznaczaé ﬁl‘? . Dla dowolnego zorientowanego E-peryferium w przez |w| oznaczamy jego
niezorientowany odpowiednik.

Definicja 2.16. [Grafowy uklad laczacy]
Grafowy uklad lgczqcy to tréjka R = (T, a, A), gdzie:

a) I = [_|§V:1 I'; jest sumg rozlaczna skonczonej, niepustej kolekeji nietrywialnych, skofczonych i
spéjnych graféw I';, ktére bedziemy nazywaé komponentami I'.

b) a= (a,{ay}vevy) to para skladajaca sie z inwolucji a : Vr — Vp zbioru wierzchotkéw I' zacho-
wujacej stopnie wierzchotkéw i z bijekeji oy, : Lk(v) — Lk(a(v)) takich, ze dla kazdego v € Vp
mamy Qg(y) © @y = idpi(y); t¢ cz¢s¢ ukladu R nazywamy V-inwolucjg dla T'.

¢) A jest zbiorem par (£1,¢€2) zorientowanych krawedzi I takim, ze jesli (£1,€2) € A, to (e2,¢1) € A
i(é1,&2) € A oraz dla kazdego € € &r w A istnieje przynajmniej jedna para zawierajaca €; zbior
A nazywamy zbiorem E-polgczer dla T'.

Bedziemy wymagaé réwniez nastepujacej wiasnosci tranzytywnosci: dla dowolnych réznych komponent
I';, Ty, grafu T istnieje ciag indekséw j(0), ..., j(m) ze zbioru {1,..., N} taki, ze j(0) = j, j(m) = k i
dla kazdego 1 <1 < m zachodzi przynajmniej jeden z warunkéw:

i) dla pewnego v € Vi, ,_,, mamy a(v) € Vr,;

ii) dla pewnej zorientowanej krawedzi € € &r,_,, istnieje zorientowana krawedz e e &r,,, taka, ze

(e,¢') € A.

Definicja 2.17. [Regularne drzewo graféw]
Moéwimy, ze uklad drzewiasty © = (T, {K.},{Zp}, {pe}) jest zgodny z grafowym ukladem laczacym
R=(T= |_|;V:1 I';,a, A), gdy zachodza nastepujace warunki:

1. T jest jedynym przeliczalnym dwudzielnym drzewem takim, ze stopienn deg(b) = 2 dla kazdego
biatego wierzchotka b € V2, a stopien deg(c) kazdego czarnego wierzchotka ¢ € Vi jest przeli-
czalny nieskonczony.

2. Dla kazdego czarnego wierzcholka ¢ € V£, istnieje indeks j(c) € {1, ..., N} taki, ze K. = T2

3. Dla kazdego bialego wierzchotka b € V2 i jego obu sasiadéw cy,ca € Ny

a) jedli obraz @y .3 () jest V-peryferium w K., = I'2.,) odpowiadajagcym wierzcholkowi
v € V., to obraz ©Ofbes} (Bp) jest V-peryferium w K., = F;(Cz) odpowiadajacym wierz-
chotkowi a(v) € Vr, .
turalnym utozsamieniu elementéw linkéw z elementami V-peryferiow dla wierzchotkow v i
a(v).

b) jesli @p.c,3(Xp) jest E-peryferium w K., = F;(Cl), t0 ©ip,e,1(Zp) jest E-peryferium w
K., = F;?( ) Ponadto niech e; € Ep

Cc2 ier

bedzie dowolnie wybrang orientacja krawedzi e;. Niech w; < &1 bedzie orientacja ¢ s c, 3 (Zs)

Ponadto zlozenie oy .,y © @Eblcl} jest rowne bijekcji «,, po na-

, bedzie krawedzig zawierajaca ©ib,er}(Ep) iniech e,
zgodng z 1. Wtedy na ¢ .,3(Xp) mamy orientacje wo indukowana przez odwzorowanie

©Ofbes} © <p{_blcl} 1 orientacje e krawedzi e; € Er, | zawierajace] ©Oibes} (Zp) zgodng z wo.
Wtedy (51,52) € A.
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4. a) Dla kazdego wierzchotka ¢ € Vi i dla kazdego wierzchotka v € Vr, ., istnieje b € N, taki, ze
©1b,e} (Xp) = 0y, gdzie o, € Q}/j(c) jest V-peryferium pochodzacym od normalnego otoczenia
wierzchotka v w I'j().

b) Dla kazdego wierzcholka ¢ € V5, dla kazdej krawedzi e € Er, ., 1 dla dowolnej orientacji
krawedzi e oznaczmy przez €2, rodzine E-peryferiow F;?( zawartych w krawedzi e® = eNI™®

i zorientowanych zgodnie z e oraz oznaczmy A. = {&’ € &r : (g,¢') € A}. Rozwazmy

)

przyporzadkowanie . : . — A. indukowane jak w (3.b)) przez zlozenia ¢y /) © 90{_b1c}’
dla odpowiednich b € N, i ¢ # ¢ € Ny (z oznaczeniami z (3.b)): 9., (w1) = €2). Wtedy dla
kazdego &’ € A, zbiér [ Jw~1({e'}) jest gesty (w szczegdlnosci niepusty) w e°.

Cytujac [1] takie © zgodne z R istnieje i jest jedyne z dokladnoscia do izomorfizmu ukladéw drze-
wiastych, z czego wynika, ze lim © jest jednoznaczne z dokladno$cia do homeomorfizmu. Mozemy
zatem sformulowaé nastepujaca definicje. Regularne drzewo graféw dla grafowego uktadu taczacego R
to przestrzen X(R) = lim O, gdzie © jest dowolnym ukladem drzewiastym zgodnym z R.

Uwaga 2.18. Z warunku tranzytywnosci Definicji 2.16 oraz z warunku (4) w powyzszej Definicji 2.17
wynika, ze dla kazdego j € {1, ..., N} istnieje ¢ € Vi taki, ze j(c) = j.

Uwaga 2.19. Jesli w ukladzie drzewiastym © przestrzenie skladowe K. sa grafami naklutymi (w
szczegolnosed, jesli © jest zgodny z pewnym grafowym ukladem laczacym), to dla kazdego skoriczo-
nego c-poddrzewa F' C T, w rodzinie peryferiow Qg sumy czeéciowej Kp mozna wyrdznié peryferia
wierzchotkowe i krawedziowe. Korzystajac z oznaczen w 2.12 dla kazdego o € Qr i odpowiadajacego
mu bialego wierzcholka b(0), jesli @{b(o)7cb<o)}(2b) jest peryferium wierzchotkowym w K., to o tez
przyjmujemy za peryferium wierzchotkowe. Jedli nie, to go{b(o)7cb(o)}(2b) jest peryferium krawedzio-
wym i podobnie przyjmujemy wtedy o za peryferium krawedziowe. Mamy zatem

Qp ={0€Qp: (3b € Np) qr(Pp,e,}(36) =01 90,3 (5p) € QL }

QF ={0€Qp: (b€ Np) qr(@gp,e,}(Z6) =01 0,3 (5s) € QL }

3 Konstruktywny kompakt Markowa odpowiadajacy regular-
nemu drzewu graféw

Ten i nastepny rozdzial stanowig zasadnicza, oryginalna cze$é¢ pracy. W tym rozdziale dla danego regu-
larnego drzewa graféw, a dokladniej dla zadajacego go grafowego ukladu taczacego, podamy konstruk-
cje konstruktywnego kompaktu Markowa, by w nastepnym rozdziale pokazaé, ze jest on homeomor-
ficzny z wyjsciowym regularnym drzewem graféw. Zaczniemy od formalnej definicji poszczegdlnych
danych, zadajacych konstruktywny uklad Markowa, a potem w podrozdziale 3.5 wyjasnimy bardziej
nieformalnie przebieg konstrukcji, korzystajac z wprowadzonych wczeéniej oznaczen.

Uwaga 3.1. Ze wzgledu na kolizje oznaczen w pracach [1] i [2] w konstruktywnym ukladzie Markowa
dobra rodzine regul podmiany pedziemy oznaczaé przez P zamiast R, a uklad montazowy przez B
zamiast A i bedziemy pisa¢ B-iloraz.

Rozwazmy dowolny grafowy uklad taczacy R = (T, a,.A), gdzie I = |_|;V:1 r;.
Na kazdej krawedzi e = {v,w} € Er ustalamy pewna orientacje ¢ = (v,w). Bedziemy sie odnosié
do tej orientacji jako do standardowej, co znaczy, ze i(e) = i(e). Dla kazdego € € & ustalmy pewna
numeracje skojarzonych z nim poprzez zbiér E-polaczen krawedzi, mianowicie A = {1, ...,&,_ }, gdzie
A ={e' € &r: (e,€') € A}. Ustalmy tez funkcje I' 3 0 — j(o) € {1, ..., k}, pomiedzy sympleksami w
I', a indeksami komponent grafu I' taka, ze o C I'j(,).
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Uwaga 3.2. Mozemy zalozy¢, ze kazdy z graféw I'; jest symplicjalny. W przeciwnym wypadku kon-
struujemy réwnowazny grafowy uklad taczacy R', ktérego regularne drzewo graféw jest homeomor-
ficzne z wyjsciowym. Konstruckja ta ma odpowiadaé¢ pozbyciu sie kazdej z petli oraz wielokrotnych
krawedzi, poprzez podzielenie odpowiedniej krawedzi na dwie nowe za pomoca nowego wierzchotka.
Po jednej takiej operacji jedna petla daje podwdjna krawedz lub liczba krawedzi wielokrotnych przy
tej samej parze wierzchotkéw zmniejsza si¢ o 1. Trzeba zatem te procedure powtarza¢ do momentu
pozbycia sie wszystkich krawedzi wielokrotnych, co mozemy zrobi¢ w skonczenie wielu ponizej opi-
sanych krokach. Niech e bedzie krawedzia, ktora chcemy podzielic. Wtedy grafowy uktad laczacy
modyfikujemy nastepujaco:

o Niech ¢ bedzie standardows orientacja krawedzi e i niech &' bedzie dowolng zorientowana kra-
wedzia grafu T' taka, ze (e,e’) € A. Niech p bedzie barycentrum krawedzi e i niech p’ be-
dzie barycentrum tej krawedzi €/ € Er, dla ktérej |e’/| = ¢/. W kombinatorycznym sensie do
grafu I dokladamy dwa nowe wierzcholtki p i p’ oraz zastepujemy krawedzie € = (i(e),t(¢)) i
& = (i(e"), ")) przes krawedzie &5 = (i(),p), & = (1,1)), &) = ((&),p), &) = (1)),
gdzie |e] = e i |¢'|] = €. W sensie topologicznym sytuacja pozostaje bez zmian, to znaczy
e=lei|Uleg| i€ = |ef|Uley].

o Inwolucje a rozszerzamy o a(p) = p'.

o Niech Lk(p) = {pi,pi}, gdzie p; € e; i p; € ¢ 1 niech Lk(p') = {p},p,} bedzie zdefiniowane
analogicznie. Definiujemy o, (p;) = p} 1 ap(pi) = i

o Kazda pare (e1,e3) € A, dla ktérej €1 = ¢ zastepujemy dwoma parami: (e;,3), (g¢,¢2). Kazda
pare, dla ktorej e; = £ zastepujemy parami (e1,¢;), (£1,£¢). Podobnie dla &’.

Zauwazmy, ze normalne otoczenia wierzchotkéw p, p’ w I' mozna utozsamié¢ z pewnymi normalnymi
otoczeniami zawartymi w krawedziach e i ¢/. Mozna tak dobraé¢ pewne homeomorfizmy krawedzi e i
krawedzi €', by utozsami¢ te otoczenia i dobra¢ uwzgledniajacy te homeomorfizmy uklad drzewiasty
zgodny z opsianym grafowym ukladem laczacym R’, by w pewnym sensie generowal te same ”sklejania”
w tych otoczeniach, co dowolny uklad drzewiasty zgodny z R. W konsekwencji jego granica bedzie
homeomorficzna z regularnym drzewem graféw dla R. Nie bedziemy tego jednak Scisle pokazywac.
Metoda do tego niezbedna zostanie uzyta w dowodzie zasadniczego twierdzenia.

Przystapimy teraz do definiowania konstruktywnego uktadu Markowa dla uktadu R przy zalozeniu
tezy powyzszej uwagi.
3.1 Dobra rodzina symplekséw
Rozwazmy rodzine ¥ skladajaca sie z nastepujacych symplekséw:

e "martwy” O-sympleks: x;

o 0-sympleks v dla kazdego v € V1 (mozemy mysleé o nim jak o kopii wierzcholka v);

o l-sympleks e dla kazdej krawedzi e € Er;

o l-sympleks e’ dla kazdej krawedzi e € Er;

o l-sympleks e! dla kazdej krawedzi e € Er;

o l-sympleks e* dla kazdej krawedzi e € Er oraz k € {1,...,n.}, gdzie ¢ = (i(e), t(e)) jest standar-
dowa orientacja krawedzi e, a n. liczba skojarzonych z € krawedzi zorientowanych, czyli elementéw
zbioru A..
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Zauwazmy, ze zbior B wszystkich wlasciwych Scian sympleksow z 3 sklada sie wylacznie z wierzchotkow
1-symplekséw. Rozwazmy dowolna krawedz e = {i(e),t(e)} € Er i odpowiadajace jej 1-sympleksy
el et et ef k=1,..,n.. W kazdym z tych symplekséw oznaczymy jeden wierzchotek przez f3;, a
drugi przez 3;. Wskazemy sympleksy o i zdefiniujemy odwzorowania zg dla 8 € B.

o Definiujemy o3 = * i 2 : * — [ dla dowolnego 5 C ek oraz dla f=p; Cetiff=p; Cel.
o Definiujemy og = v i 25 : v —= 3, gdzie:

—w=i(e), gdy B=Fi Ce®lub B=f; C €,

—v=t(e), gdy B=p; Ce’lub =B Ce.

Tak zdefiniowana para D = (X, {23 : 8 € B}) spelnia definicje dobrej rodziny symplekséw.

3.2 Dobra rodzina regul podmiany

Zanim przystapimy do definiowania dobrej rodziny regul podmiany, wprowadzmy definicje pomocni-
czych kompleksow, ktére postuza nam do konstrukcji.

Definicja 3.3.

Dla wierzchotka v € Vi konstruujemy graf I'#. Rozwazmy komponente L) grafu T' zawierajaca
wierzchotek v, krawedzie ey, ..., eq € Er zawierajace wierzcholek v i odpowiednio potaczone z nim tymi
krawedziami wierzchotki vy, ...,vg € Vi, gdzie d to stopiefi wierzchotka v w grafie . Definiujemy I'7*
przez jego wierzchotki i krawedzie:

Vie = (Vr,, \{vh U {ol, ... vy}

EFU# = (EFJ'('U) \{61, ""ed}) U {6/13 "'aeél}a

gdzie e; = {v;,v}}, dla j = 1,...,d. Ustalmy tez orientacje krawedzi e, poprzez i(e);) = v} i t(e];) = vy,
gdy v =i(e;) lub i(e}) = v; i t(e}) = v}, gdy v = t(e;). W tak zdefiniowanym grafie I'# wyréznimy
pewne podzbiory wierzchotkéw i krawedzi:

o Podzbiér wierzchotkéw Vr, \ {v} C V% nazwijmy wierzchotkami wewnetrznymi i oznaczmy
przez Vint(T#).

 Podzbiér wierzchotkéw {vi,...,v;} C Vix nazwijmy wierzcholtkami brzegowymsi i oznaczmy przez
VPAUTE).
o Podzbiér krawedzi Er, ,, \ {e1,...,ea} C Ep# nazwijmy krawedziami wewnetrznymi i oznaczmy
przez EMY(T7).
 Podzbiér krawedzi {e], ...,e);} C Ep# dzielimy na dwa podzbiory:
— ET#) ={¢}:j €{1,...,d},t(e;) = v}, ktéry nazwiemy krawedziami wychodzgcymi i
— EY(T#) = {e} 15 e {l,....d},i(e;) = v}, ktéry nazwiemy krawedziami wchodzqcymi.

Kazdej krawedzi e;- jak wyzej mozemy jednoznacznie przypisaé¢ krawedz e; zawierajacg wierzcholek v;,
ktéra jest krawedzia w grafie I'. Bedzie to dla nas wazne, poniewaz podczas etykietowania odpowiednim
sympleksom przypisywaé bedziemy sympleksy z rodziny ¥ poprzez ich odpowiednio$é z sympleksami
grafu I'. Dlatego juz teraz wprowadzimy naastepujace oznaczenie dla 7 = ¢’ € EY(T'#)U E*(T'#) niech
T = ej.
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Dla krawedzi e € Er konstruujemy graf I'#. Rozwazmy komponente [j(e) grafu I' zawierajaca krawedz
e oraz wierzcholki i(e), t(e) tej krawedzi. Definiujemy

VF? = Vr*j(e) U {wi,wt}

Ery = (Br,., \{e}) U{ei, e},
gdzie e; = {i(e),w;} i e} = {t(e), w}. Ustalamy tez orientacje krawedzi €} i e, poprzez i(e}) = i(e),
t(e}) = w; oraz i(e}) = wy, t(e}) = t(e). W tak zdefiniowanym grafie I'# wyréznimy pewne podzbiory
wierzchotkéw i krawedzi:

 Podzbiér wierzchotkéw Vr, \ {v} C Vp# nazwijmy wierzchotkami wewnetrznymi i oznaczmy
przez Vint(T'#).

o Podzbiér krawedzi Er, ., \ {e} C E# nazwijmy krawedziami wewngtrznymi i oznaczmy przez
Eint (Ff&)

o Wierzcholki w;, w; nazwijmy brzegowymi.
Uwaga 3.4.

1. W topologicznym sensie graf I'7 powstaje z grafu I'j(») poprzez wycigcie zbioru int B(v), gdzie
B(v) to pewne normalnie otoczenie wierzchotka v w I'. Graf ' jest tez homeomorficzny z tak
zwanym blowupem grafu I';(,y w wierzchotku v, ktéry jest opisany w pracy [1]. Podobnie graf
I'# powstaje poprzez usuniecie zbioru int B dla jakiego$ normalnego otoczenia B zawartego w

krawedzi e.

2. Zauwazmy, ze mamy jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy wierzchotkami v}, ...,v/, grafu T'7,
a elementami linku Lk(v) wierzchotka v w grafie I'. Kazdemu punktowi p € Lk(v) odpowiada
krawedz e, := e; € Er dla pewnego 1 < j < d. Tej krawedzi odpowiada krawedz e; = e; € Er?f?

a jej mozemy przypisac¢ wierzcholek v, := v}. Dostajemy zatem odwzorowanie Lk(v) 3 p ~ v, €

{v], ..., v}

Niech D = (3,{#23 : B € B}) bedzie zdefiniowana w poprzednim podrozdziale dobra rodzina
symplekséw. Dla kazdego o € ¥ okreslimy regule podmiany (P,,7,) oraz dla wlasciwych écian 8 C o
okreslimy odwzorowania P,, : Py, — Py.

¢ Dla 0-sympleksu x niech P, = x i 7w, = id,.

e Dla 0-sympleksu v niech P, = Ff(v), gdzie Fa#(v) jest zdefiniowanym wyzej grafem dla wierz-
chotka odpowiadajacego wierzchotkowi v przez inwolucje a. Niech 7, : P, — v bedzie jedynym
mozliwym odwzorowaniem.

« Dla I-sympleksu e” odpowiadajacego krawedzi e = {i(e),t(e)} € Er rozwazmy powyzej zdefinio-
wane kompleksy P;) = I‘a#(i(e)) i Pyey = Ff(t(e)). Mamy bijekcje a;) : Lk(i(e)) — Lk(a(i(e))
oraz oy : Lk(t(e)) — Lk(a(t(e)). Niech p; € Lk(i(e)) bedzie tym punktem, ktéry odowiada
krawedzi e, podobnie p; € Lk(t(e)). Oznaczmy przez v,, wierzcholek grafu Fjﬁ(i(e)), ktéry odpo-

wiada punktowi ;) (pi) € Lk(a(i(e))) zgodnie z uwaga 3.4 (tam ten wierzcholek to v;_( >(p1:))'

Podobnie oznaczmy przez v,, wierzcholek grafu Ff( He))? ktéry odpowiada punktowi oy (p:) €
Lk(a(t(e))). Pie) i Py to grafy. P.o definiujemy réwniez jako graf. Niech
Vb, =V,

e i(e)

(] th(ﬁ) ] {UJ},
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gdzie w to 0-sympleks i niech

Ep, = Ep,

i(e) U EPt(e) U{es e},

gdzie e¢; = {vp,,w} i e, = {v,,,w}. Ustalamy tez orientacje na krawedziach e; i e, poprzez:
i(e;) = vp,, t(e;) = w, i(er) = w, t(e;) = vp,. Zauwazmy, ze kompleksy Py i Py.) wkladaja
sie¢ w kompleks P.o w oczywisty sposéb. Oznaczmy ich obrazy przez to wlozenie przez ﬁi(ve) i
15;(;. Dla 8;, 8¢ C €% okre$lonych w poprzednim podrozdziale mamy e% = i(e) i e%t = t(e),
czyli Pe%i = Py i Pe%t = Pye). Przyjmijmy P,, : Pye) <> Peo 1 Py @ Pye)y <> Peo jako
wyzej wspomniane wiozenia. Niech meo : Peo — el bedzie jedynym mozliwym odwzorowaniem
semi- barycentrycznym dla ktérego meo (P y) = Bs, Treo(Pt(e ) = B¢ oraz meo(w) jest barycentrum
1-sympleksu € (ten warunek definiuje odwzorowame meo na wierzchotkach i po rozszerzeniu go
afinicznie na krawedzie dostaniemy odwzorowanie semi-barycentryczne).

 Dla 1-sympleksu e’ odpowiadajacego krawedzi e = {i(e),t(e)} € Er rozwazmy podobnie jak
wezesniej kompleks Pjoy = I‘f(i(c)), punkt p; € Lk(i(e)) odpowiadajacy krawedzi e i wierzcho-
tek vp, € VF:e( ) odpowiadajacy punktowi c;()(p;). Definiujemy P,: przez jego wierzchotki i
krawedzie. Niech

Ve, =Vp,,, U{w,u},
gdzie w i u to 0-sympleksy i niech

Ep, = Ep,,, Ulei, e},

gdzie e; = {vp,, w} i e, = {w, u}. Ustalamy tez orientacje na e; i e, przez i(e;) = vp,, te;) = w,
i(er) = w, t(e;) = u Dla 0-symplekséw f3;, f; C ' mamy ey = i(e) i e, = *, czyli P, et = Fite)
i P = P,. Definiujemy P, Piey = Pei jako naturalne wlozenie i P, : P, < Peb tak,

6

ze P

g
dla ktérego i (Pi(e)) = Bi, gdzie Py) to obraz Py przez P, oraz mei(u) = B; i mei(w) jest
barycentrum 1-sympleksu e’.

Analogicznie postepujemy dla 1-sympleksu e’ zamieniajac w powyzszej konstrukeji

(x) = u. Niech 7. : P.i — €' bedzie jedynym odwzorowaniem semi—barycentrycznym,

’7 ” na ”t?? i

vice versa.

o Dla I-sympleksu e, gdzie k € {1,2,...,n.} ie = (i(e), t(e)), rozwazmy krawedz €', gdzie ¢’ = |e| i
e € Ac. Niech Fﬁ bedzie zdefiniowanym w Definicji 3.3 pomocniczym kompleksem. Definiujemy
P.r jako graf w zaleznosci od orientacji €. Niech

VPﬁk = VF#, [ {ui,ut}

Ep, = r# U {eir et}

gdzie e; = {u;,w;} i e = {wy,ur}, edy i(er) = i(e)) lub e; = {us,w} i er = {wy,u}, gdy
i(er) = t(¢'). Ustalamy standardows orientacje krawedzi e; i e; w kazdym z tych przypadkéw
tak, ze i(e;) = u; oraz t(e;) = uy. Dla O-symplekséw f;, 8, C € mamy ef = el = x. Wtedy
Pegi = Peg = P,. Niech P, (x) = u; 1 P, (%) = u. Zauwazmy, ze 1"’5 W oczywisty sposéb
wktada sie w P,r. Obraz F w P, przez to wlozenie oznaczmy tak samo. Niech Tor @ P i— €F
bedzie jedynym odwzorowanlem seml-barycentryczym ktére spelnia 7 k( = {bc(e*)}, gdzie
be(e¥) to barycentrum 1-sympleksu e¥, mox (u;) = B; i mer (ug) = Bs.

Fakt 3.5. Tuk zdefiniowany uklad P = ({(Ps,7,) : 0 € X}, {P., : B € B}) jest dobrg rodzing regul

podmiany dla dobrej rodziny symplekséw D = (3,{zp : B € B}).
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Dowdd. Yatwo zobaczyé, ze zaréwno kompleksy P, jak i odwzorowania m, zostaly tak zdefiniowane,
zeby odwzorowania 7, byly semi-barycentryczne. Odwzorowania P,, réwniez celowo zostaly zdefi-
niowane jako symplicjalne wlozenia. Pozostaje sprawdzi¢ warunki i4) oraz iii) z definicji 2.6 dobrej
rodziny regul podmiany, czyli:

ii) dla kazdego o € ¥ i wladciwej Sciany § C o zachodza réwnosci
Teo P., =207, oraz m, ' (B) = P.,(P,,),
iii) Dla wladciwych Scian 8 C 0 i a C o zachodzi réwnosé
P, ,oP, = PZZB@).
Warunek #4¢) jest spelniony, poniewaz wszystkie kompleksy o3 sa wymiaru 0. Rozpatrzmy warunek
e Dla 1-sympleksu € i 3; C €° mamy 6%1_ =i(e), czyli meo © P, : Py — el i

Te0 O Pz;;i (Pz'(e)) = Te0 (Pi(e)) = Bi.

Z drugiej strony zg, o mi(e) : Pie) — e i

zg, 0 Ti(e) (Pie)) = 28, (il€)) = Bi.

Ponadto W;)1 (Bi) = ’i\(;) = P, (Pi(e)). Zatem warunek i) jest w tym wypadku spelniony.
Analogicznie sprawdzamy dla 3; C €Y.

« Dla l-sympleksu e i 8;, f; C ¢! mamy eféi =i(e) i e%t = %. Zatem mamy
— dla B;: w0 P, : Pie) — eti
Tei O PZ[ji (-Pz(e)) = Tei (Pz(p)) = Bz

Z drugiej strony zg, o Ti(e) @ Pie) — eV i
28, © Ti(e)(Pi(e)) = 2, (i(e)) = Bi.
Ponadto w;}(ﬁi) = /i\(;) =P, (Piey)-
—dla By mei o Py, 1 P — eti
Tei © Pry (Py) = mei(u) = Br.
Z drugiej strony zg, o my : P, — €° i
28, 0 (i) = 23, (%) = B
Ponadto 7' (8) = u = P, (P).
Zatem warunek ii) jest spetniony dla e’. Analogicznie pokazujemy dla e!.
« Dla l-sympleksu e* i dla ; C € mamy egi = x. Zatem mamy 7. 0 P, : P — ek i
7ok 0 Puy (P2) = 7o (ui) = B

oraz zg, o Ty : P, — ek i

zp; 0 Mo (Pi) = 28,(*%) = B;.
Ponadto 71';1 (Bi) =u; = Py, (Py).
Analogicznie pokazujemy dla 3; C eF.

SprawdzilisSmy wszystkie przypadki. O
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3.3 Etykietowanie

Rozwazamy zdefiniowane wczesniej: dobra rodzine symplekséw D = (3, {z3 : S € B}) oraz dobra ro-
dzing regut podmiany P = ({(P,,7,) : 0 € ¥},{P., : B € B}) dla D. Zdefiniujemy D-etykietowanie
Ap = Wp,{ul : 7 €|],cx, Pr}) rodziny P. Odwzorowania u”
mozliwy sposéb dla O-wymiarowych 7. Dla 1-symplekséw 7 mamy okre$lone wierzchotki i(7) i ¢(7).
Kazde u” zdefiniujemy jako jedyny mozliwy izomorfizm symplicjalny speliajacy u” (i(7)) = 3; (wtedy
P

T

: 7 = Ap(7) zdefiniujemy w jedyny

u’ (t(r)) = B¢). Opiszemy zatem dokladniej jedynie samo etykietowanie Ap.

o Dla 0-sympleksu x mamy P, = *. Definiujemy A(x) = *.
e Dla 0-sympleksu v € ¥, odpowiadajacego wierzchotkowi v € Vpr mamy P, = Fa#(v). Korzystajac
z oznaczen z Definicji 3.3, definiujemy dla dowonego 7 € Vp, :

x gdy 7€ VP )

oraz dla dowolnego 7 € Ep,:

-0 gdy 7 € Eint(ra#(v))
Ap(T) =<7 gdyTe€ Ei(Fj?v))

7 ogdy T e BY(TY )

gdzie T to przypisany do 7 tak jak w Definicji 3.3 1-sympleks z grafu T

o Dla 1-sympleksu e® € ¥ odpowiadajacego krawedzi e € Fr rozwazamy kompleks P.o. W Peo
mamy nastepujace rodzaje wierzchotkow i krawedzi:

. oz . . . in # . in #
— pochodzace od wlozonych komplekséw Pj(.) i Py(.) wierzchotki V/ t(Fa(i(e))) iV t(Fa(t(e))),
dla ktérych definiujemy Ap(7) = 7,
— pochodzace od wlozonych kompleksow Piey 1 Pye) wierzchotki Vbd(Fa#(i(e))) i Vbd(Fa#(t(e)))
oraz wierzcholek w, dla ktérych definiujemy Ap(7) = %,

— pochodzace od wlozonych komplekséw Py i Py krawedzie Ei“t(Ff(i(e))) i Eint(l"f(t(e))),

dla ktérych definiujemy Ap(7) = 70,

— pochodzace od wlozonych komplekséw Py i Py.) krawedzie EiT# )i Ei(Ff(t(e))),

a(i(e))
dla ktérych definiujemy Ap(7) = 7° oraz krawedzie Et(I‘Z7£ )i EYT% ), dla ktérych

(i(e)) a(t(e))
definiujemy Ap (1) = 7¢,

— krawedzie e;, e, dla ktérych definiujemy Ap(e;) = Ap(e;) = et.
o Dla 1-sympleksu e’ € ¥ odpowiadajacego krawedzi e € Er rozwazamy kompleks P,:, w ktérym
mamy nastepujace rodzaje wierzchotkéw i krawedzi:
— pochodzace od wlozonego kompleksu P;(.) wierzchotki Vint (I‘f(i(e))), dla ktorych definiujemy
Ap(T) =T,
— pochodzace od wlozonego kompleksu Py wierzchotki Vbd(Ff(i(e))) oraz wierzchotki w i u,
dla ktérych definiujemy Ap(7) = *,

— pochodzace od wlozonego kompleksu P,y krawedzie Eint(Ff(i(e))), dla ktérych definiujemy
Ap(1) =79,
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— pochodzace od wlozonego kompleksu P;.) krawedzie Ei(Fji(e))), dla ktérych definiujemy

Ap (1) = 7 oraz krawedzie Et(I’l‘@’&(i(e)))7 dla ktérych definiujemy Ap (1) = 7°,

— krawedzie e;, e, dla ktérych definiujemy Ap(e;) = Ap(er) = et

M7
? b

Analogicznie definiujemy etykietowanie Ap dla symplekséw z P,: zamieniajac powyzej na

”t” 1 odwrotnie.

« Dla I-symplekséw e* € ¥ odpowiadajacych krawedzi e € Er ze standardows orientacja €, gdzie
ke{l,...,n:.}ile| =eoraz dla ¢ = |ei| rozwazamy kompleks P.x, w ktérym mamy nastepujace
rodzaje wierzchotkéw i krawedzi:

— pochodzace od wtozonego kompleksu I‘ﬁ wierzchotki wewnetrzne Vi“t(I’ff), dla ktérych
definiujemy Ap(7) = T,

— pochodzace od wlozonego kompleksu Fﬁ wierzchotki brzegowe v;, v; oraz wierzcholtki u,;, ug,
dla ktérych definiujemy Ap(7) = *,

pochodzace od wlozonego kompleksu Fff krawedzie wewnetrzne E™ (Fff), dla ktorych defi-

niujemy Ap(7) = 7°,

— pochodzace od wlozonego kompleksu Fﬁ krawedzie e}, e; oznaczone zgodnie z definicja kom-
pleksu P,x, dla ktérych definiujemy Ap(el) = (¢/)! i Ap(e)) = (¢)?,

— krawedzie e;, e;, dla ktérych definiujemy Ap(e;) = Ap(er) = ¥’ gdzie k' = k+1, gdy k < n.

lub k' =1, gdy k = n..

Fakt 3.6. Tuk zdefiniowany uklad (Ap,{ul : 7 € || .x P,}) jest D-etykietowaniem dobrej rodziny
requl podmiany P.

Dowdd tego faktu to bezposrednia weryfikacja definicji, podobnie jak dowdd Faktu 3.5. W tym przy-
padku jest ona zmudniejsza i dlatego ja pominiemy.

3.4 Poczatek i koniec konstrukcji

Pozostal nam jeszcze jeden element konstrukcji, a mianowicie sam jej poczatek, czyli wyznaczenie
kompleksu Xy oraz jego D-etykietowania Ao, gdzie D = (X,{z3 : 8 € B}) jest zdefiniowana wcze-
$niej dobra rodzina symplekséw. Za Xy mozemy przyja¢ dowolna komponente grafu I'. Dla ustalenia
uwagi niech to bedzie I'1. Kazdy z wierzchotkéw v € Vr, etykietujemy jego kopia v € X, czyli
Mo(v) = v. Kazda krawedz e € Er, etykietujemy odpowiadajacym jej l1-sympleksem e € X, czyli
Xo(€e) = €Y. Dla kazdych v € Vr, i e € Er, definiujemy v = id,, a odwzorowania u? definiujemy jako
jedyne izomorfizmy symplicjalne spelniajace u2(i(e)) = 3;. Latwo sprawdzié, ze tak zdefiniowana para
Ao = (Mo, {ul : 0 € Xp}) jest D-etykietowaniem kompleksu Xo.

ZdefiniowaliSmy w tym rozdziale nastepujace obiekty: kompleks symplicjalny X, dobrg rodzine sym-
plekséw D, dobra rodzine regut podmiany P, D-etykietowanie Ay kompleksu X oraz D-etykietowanie
Ap rodziny P. Mozemy zatem zdefiniowaé tak jak w Rozdziale 2 ciag odwrotny Z(Xo, D, P, Ao, Ap),
czyli konstruktywny uklad Markowa, ktéry oznaczymy przez Z(R). Jego granice, czyli zwiazany z nim
konstruktywny kompakt Markowa oznaczmy M(R), gdzie R to przyjety przez nas na samym poczatku
grafowy uklad laczacy.

3.5 Komentarz o konstrukcji

Idea konstrukcji jest dos¢ prosta— chcemy nasladowaé konstrukcje regularnego drzewa graféw, ktora
polega na wykonywaniu nieskoriczenie wielu sum spéjnych graféw. Sume spdjna graféw nieformalnie

19



bedziemy okresla¢ przyklejaniem jednego grafu do drugiego. Konstrukcja poprzez konstruktywny uktad
Markowa polega na tworzeniu coraz wiekszego grafu wlasnie poprzez przyklejanie w kazdym kroku
do odpowiednich wierzchotkéw i krawedzi po jednym grafie na raz. Caly techniczny arsenal stuzy
tylko temu, by zapewni¢ warunki bycia jednoczesnie kompaktem Markowa i regularnym drzewem
graféw. Nasza konstrukcja przebiega nastepujaco. W (j + 1)-ym kroku w skostruowanym do tej
pory kompleksie X; mamy sympleksy, ktére odpowiadaja lezacemu w tle kompleksowi X;_; oraz
sympleksy pochodzace z wlasnie doklejonych graféw. Nowe grafy przyklejamy do tych wierzcholkéw,
ktére sa w $wiezo przyklejonych czeéciach i do tych krawedzi, ktére pochadza od kompleksu X;_;.
Pozostale wierzchotki sa jedynie efektem poprzednich sklejan lub stuza podzieleniu symplekséw na
mniejsze czesci tak, by odwzorowania f; mogly by¢ semi-barycentryczne, dlatego sa etykietowane
martwym wierzchotkiem i do konca konstrukeji nic si¢ w nich nie dzieje. Wigcej dzieje si¢ natomiast
w przypadku krawedzi. Kazda krawedZ doklejanego grafu jest bez zmian dolaczana do kompleksu,
badZ bierze bezposredni udziat w doklejaniu, to znaczy zostaje zmodyfikowana i tworzy krawedz badz
krawedzie, ktére tacza nowy graf ze skonstruowanym do tej pory kompleksem. W zaleznosci od tego
powstale z niej krawedzie sa indeksowane przez krawedz o gérnym indeksie 0, ¢, lub ¢. Etykiety
te Swiadcza o tym, ze nie bedziemy do nich jeszcze przykleja¢ nowych graféw, lecz przypisane im
kompleksy z reguty podmiany, ktore stuza nam do poprawnego i zorganizowanego przyklejania grafow
do wierzchotkow tych krawedzi. Mamy tez stare krawedzie, to znaczy takie, ktére powstaly z krawedzi
kompleksu X;_;. Ich etykiety noszg §lad krawedzi, do ktérej jako pierwszej zaczeliémy dokleja¢ nowe
grafy, zaraz po jej pojawieniu sie¢ w konstrukcji. Do takiej krawedzi e przypisany jest ponumerowany
ciag €1, ...,en. odpowiadajacych jej krawedzi zorientowanych zadanych przez zbiér A. Zgodznie z ta
numeracja przyklejamy kolejno w kazdym kroku nowe grafy do tych starych krawedzi. Podsumowujac,
jesli wierzcholek pojawia sie jako wierzcholek wewnetrzny przyklejanego grafu, to ma etykiete, ktora
jest jego kopia i w nastepnym kroku przyklejamy w jego miejsce odpowiadajacy mu poprzez inwolucje
a graf; jesli jest wierzchotkiem na krawedzi sklejania badz jest w starej czesci kompleksu do ktoérego
co$ przyklejamy to ma etykiete x i pozostanie takim wierzchotkiem do konica konstrukeji; jesli krawedz
jest krawedzia wewnetrzng doklejanego grafu to ma etykiete typu e i w nastepnym kroku w jej
miejsce wstawiamy kompleks pozwalajacy na przyklejenie graféw do wierzcholtkéw tej krawedzi; jesli
jest na krawedzi sklejania w doklejanym grafie, to ma etykiete typu e lub e! i w nastepnym kroku tez
wstawiamy w jej miejsce kompleks pozwalajacy przyklei¢ nowy graf do tego jego wierzchotka, ktory
jest wewnetrznym wierzchotkiem przyklejonego w tym kroku grafu; jesli krawedz jest w "starej” czesci
kompleksu to ma etykiete typu e* i w jej barycentrum w odpowiedni sposéb wklejamy nowy graf
zgodnie z indeksem k. Zobaczmy jeszcze na konkretnym prostym przykladzie, jak przebiega pierwszy
krok konstrukcji.

Przykltad 3.7. Niech X, czyli jedna z komponent grafu I' bedzie taka jak na rysunku ponizej:
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€1

w2 w3 Wy
€2 €3

€4

Rozwazmy krawedz es i jej wierzcholki we, w3. Odpowiadaja im kompleksy Py (e,) = Pey, Pry(ws) =
Py, i Pxg(ws) = Puws, ktore przedstawimy symbolicznie:

Kompleks Py,

Kompleks Peg

W kazdym kompleksie szare koto oznacza t¢ czes¢ kompleksu Py(,), ktéra nie bierze bezposredniego
udzialu w przyklejaniu. Znajduja sie tam wierzcholtki i krawedzie, ktére okresliliémy jako wewnetrze
w definicji 3.3 pomocniczych komplekséw. W kompleksach P,, i Py wyrdznilidmy te sympleksy, ktére
byly wyréznione w ich definicji w podrozdziale 3.2 i oznaczyliémy je dokladnie tak samo jak tam.
Widaé teraz golym okiem jak kompleksy odpowiadajace wierzchotkom ws, ws krawedzi es wkladaja
si¢ w kompleks P, (vp, jest wtedy réwny ktéremus z v i wtedy ej,, = e}). Przy analogicznym
przedstawieniu komplekséw P (,) dla pozostalych o C Xo kompleks X; powstajacy jako odpowiedni
B-iloraz jak w deifincji konstruktywnego uktadu Markowa wyglada tak.
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Gwiazdkami oznaczyliSmy martwe wierzcholki, a na niebiesko te krawedzie, ktére sa w czesci kompleksu
X1, do ktérej odnosilismy si¢ jako do starej lub pochodzacej od kompleksu X;_q, czyli w tym wypadku
Xo. Niebieskie krawedzie powinny mieé etykiete typu e', te ktérych jeden wierzcholek jest oznaczony
kropka, a drugi gwiazdka etykiete typu e’ lub e’, a te, ktére sa wewnatrz doklejonych graféw— czyli
kryja si¢ za szarymi kotami- etykiete typu e°.

4 Dowdd zasadniczego twierdzenia

W tym rozdziale pokazemy, ze dla dowolnego grafowego ukladu laczacego R, skonstruowany w rozdziale
poprzednim konstruktywny kompakt Markowa M(R) zwiazany z R jest homeomorficzny z regularnym
drzewem graféw X (R). W tym celu rozwazymy zgodny z R uklad drzewiasty © i zwiazany z nim
standardowy system odwrotny Sg. System ten jest zdefiniowany nad cze$ciowo uporzadkowanym
zbiorem Ff skonczonych c-poddrzew drzewa T'. Znajdziemy w tym zbiorze tancuch Fy C Fy C ... i
zadany przez niego ciag odwrotny

So = ({Kp, Y Afrp :0<j <k €N},

ktéry po pierwsze daje taka sama granice odwrotna, to znaczy yLnS’@ = @18@, a po drugie jest
izomorficzny z ciagiem odwrotnym Z(R), czyli z konstruktywnym ukladem Markowa dla R zdefinio-
wanym w poprzednim rozdziale.

Ustalmy dowolny grafowy uklad taczacy R = (T',a, A), w ktérym ' = |_|jV:1 I'; oraz dowolny zgodny
z nim uktad drzewiasty O(R) = (T, { K.}, {&s}, {¢e}). Niech Z(R) = Z(Xo, D, P, Ao, Ap) bedzie zde-
finiowanym dla R tak, jak w poprzednim rozdziale konstruktywnym ukladem Markowa, zadajacym
konstruktywny kompakt Markowa M(R). W szczegdlnosci mamy ustalong dla kazdej krawedzi e € Er
jej standardowsa orientacje € oraz pewna numeracje zbioru A, = {&’ € &r : (e,€') € A} = {e1,...,en_}.
Bedziemy uzywac tych oznaczen w calym tym rozdziale. Rozpocznijmy od udowodnienia zasadniczego
lematu, stanowiacego wiekszoé¢ dowodu gléwnego twierdzenia.

Lemat 4.1.
W czesciowo uporzgdkowanym zbiorze F5. istnieje kofinalny laricuch Fo C Fy C ... (czyli taki, ze dla
kazego F' € FF istnieje n € N taki, ze F' C F,,), ktéry zadaje cigg odwrotny

S6 = ({Kf }nAfrp 1 0<j <k €N}
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izomorficzny z ciggiem odwrotnym Z(R), gdzie KF to zredukowana suma czesciowa ukladu ©, a
odwzorowania fr;r, pochodzq ze standardowego ciggu odwrotnego zwigzanego z ©.

Ciag odwrotny Z(R) przedstawimy za pomaca diagramu:

Xo X1

Xj Xj+1 —

f1 2 7T fite2

fi+1

Wtedy odwzorowania f;; : X; — X; sa zadane jako zlozenia

fij = fix10 fiz2ao..ofj_10f;

Przypomnijmy, ze kazdy z komplekséw X,, ma D-etykietowanie A,, okreslone dla n = 0 wprost i dla
n > 0 jako odpowiednio indukowane przez etykietowanie Ap.

4.1 Rodzina pomocniczych homeomorfizméw

Naszym celem bedzie znalezienie ciggu sum czesciowych Kz, ukladu ©, ktére skrotowo oznaczac be-
dziemy K, := K}, oraz homeomorfizméw hy, : K — X,,. Homeomorfizmy h,, wyznacza¢ bedziemy
rekurencyjnie, dbajac o to, by przyporzadkowywaly sobie punkty, w ktérych zachodza odpowiadajace
sobie sumy spéjne graféw. W tym celu wyréznimy najpierw odpowiednie rodziny punktéw zawartych
w przestrzaniach X,,.

WeZzmy dowolny n > 0 i rozwazmy kompleks X, oraz jego dowolny l-sympleks o C X, taki, ze
A (o) = € dla pewnej krawedzi e € I'. Przekonamy sie, ze kolejne sumy spdjne, wykonane wzdtuz
sympleksu o zachodza w punktach, ktore odpowiadaja wierzchotkom kolejnych podrozbié¢ barycentrycz-
nych 1-sympleksu o poza samym barycentrum o. Dla dowlonego 1-sympleksu 7 oznaczmy przez Bar(7)
zbior punktéw odpowiadajacych wierzchotkom wszystkich podrozbi¢ barycentrycznych 7 poza wierz-
chotkami samego sympleksu 7 oraz przez be(r) barycentrum sympleksu 7. Zbadajmy przeciwobrazy
przez odwzorowania { fnm }msn punktéw z € Bar(o). Rozwazmy odwzorowanie f,11 : Xpp1 — X
Jest ono indukowane przez odwzorowania {f; : 7 C X, }, gdzie 7 to sympleks w X, a fr: Py (1) = T
’P) 1

jest zadane przez zlozenie f; = (u;)™" o7y, () (patrz Podrozdziat 2.1). W szczegdlnodci przeciwobraz

I J:1(0) jest wyznaczony przez odwzorowanie f, : Poo — o (po utozsamieniu P.o z jego obrazem przez
odwzorowanie ilorazowe 7 : | | o Px,(r) = Xn+1). Skoro u? jest izomorfizmem sympleksow, to
tak naprawde wystarczy rozwazyé odwzorowanie .o : Poo — €0, Jest to jedyne odwzorowanie semi-
barycentryczne (w szczegdlnosdei zadane na wierzchotkach rozszerza sie liniowo), spelniajace warunki:
Teo (Picey) = Bi, Teo (Py(e)) = Pt oraz meo(w) jest barycentrum 1-sympleksu € (oznaczenia pochodza z
podrozdziatu 3.2). Wlozone w P.o kompleksy Pj.), Pie) odwzorowuja si¢ w wierzchotki sympleksu
¥, zatem przeciwobraz Bar(o) zawiera si¢ w podkompleksie zbudowanym z krawedzi e; i e;. Krawe-
dzie te sa przez m,o odwzorowywane izomorficznie na odpowiednie 1-sympleksy w barycentrycznym
podrozbiciu . Mamy zatem

fiti(Bar(o)) = f, ' (Bar(o)) = m.5' (Bar(e”)) = Bar(e;) U Bar(e;) U {w}.

n

Teraz rozwazmy odwzorowanie f,(,42) @ Xni2 — Xp. Z definicji ciagu odwrotnego mamy

fn(ns2) = fat1 0 fnto.
Stad przeciwobraz
FrtnyzyBar(@)) = fo (£ (Bar(0))) = f, [ (Bar(e;) UBar(er) U {w})
Kompleks P.,o w kanoniczny sposob wklada sie w X, 1, zatem e;, e; i w mozemy traktowaé jak

sympleksy X, 1. Odwzorowanie f,, o sprowadzamy tak jak f,11 powyzej do regut podmiany i zamiast
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ei, e; i w badamy ich etykiety e! i x oraz odwzorowania 7.1 : P.n — el i 7, : P, = « — *. Sytuacja dla
wierzchotka w stata sie jasna: f(;il)(nﬁ)(w) = x i tatwo zobaczy¢, ze teraz dla kazdego k > 1 mamy
f(:11+1)(n+k) (w) = x, a zatem mamy f;(}wk) (bc(o)) = * (nadal dla kazdego k& > 1). Innymi slowy
w barycentrum o nie zachodzi zadna suma spéjna. Wréémy teraz do odwzorowania e : P — el
Kompleks P.: sklada sie z wlozonego grafu I‘ff, gdzie €’ jest oznaczong tak jak w definicji dobrej rodziny
regul podmiany krawedzig, odpowiadajaca e za posrednictwem ich orientacji i zbioru E-polaczen A
(to znaczy dla standardowej orientacji e krawedzi e oraz dla &1 € A, mamy e’ = |e1|) oraz z dwich
dodatkowych 1-sympleksow e;, e;, ktére dla odroznienia oznaczymy p; i p; odpowiednio. Wierzchotki
u; 1 u; jak mozna sie juz domy$li¢ nie beda mieé znaczenia (odwzorowuja sie¢ w oméwione juz punkty w
sympleksie o). Odwzorowanie 7,1 : P,i — el jest semi-barycentryczne i spetnia Wel(rﬁ) = {bc(e!)},
Tet(u;) = Bi 1 me1(ur) = Bi. Zatem podobnie jak weze$niej mamy

Fonkity(nan) (Bar(e:)) = w1 (Bar(e')) = Bar(p;) UBar(p,) UTZ,

oraz
Fohiay(nany (Bar(er)) = 7, (Bar(e')) = Bar(p;) UBar(p,) UTZ,

przy czym zbiory te sa rozlaczne— ich elementy to rézne kopie elementéw P,i. Rozréznimy tylko

jeszcze:

o pii=p; C f@il)(mg) (€i),
* prii=pr C f(;1+1)(n+2) (e:),
o Pt = Pi C Fhayman (€0,
o prti=pt C f(:L];A'_l)(n_l’_Q)(et)?
¢ Fﬁz = Fff c f(:11+1)(n+2)(61')»
o T =T C I (e (60)-

Wtedy mamy
Jrniay(Bar(a)) = Bar(p; ;) UBar(py ;) U Bar(p; ) UBar(pi,,) UT7, , UT? , Ux

#

e’i
giego podrozbicia barycentrycznego (rézne od wierzcholtkéw o i jego barycentrum). Ponizej schema-
tyczny rysunek, ktory obrazuje jak dziataja odwzorowania f,,11 1 fr 42 po odpowiednich utozsamieniach
opisanych wyzej. Na niebiesko zaznaczono wybrane punkty odpowiadajace wierzchotkom podrozbié

W szczegoblnosci zauwazmy, ze x odwzorowuje sie¢ w barycentrum o, a I'7, . i ijt w wierzchotki dru-

barycentrycznych sympleksow, w ktorych te punkty sie znajduja.

24



Wstawiajac teraz za 1 w indeksie e! dowolna liczbe ze zbioru {1,...,n.} przeprowadzamy analogiczne
rozumowanie, by pokazaé, ze operacje sumy spojnej jakie dokonaja sie na krawedzi o sg, przeprowadzone
w wierzchotkach kolejnych podrozbié barycentrycznych oraz w kazdym punkcie « € Bar(o) \ {bc(o)}
w koricu zostanie przeprowadzona taka operacja. Méwiac doktadniej, dla kazdego punktu = € o:

— jego przeciwobraz przez odwzorowanie f,,, jest jednopunktowy dla kazdego m > n, gdy z nie
jest wierzchotkiem o i punktem z Bar(o) \ {bc}(o) lub

— istnieje m takie, ze przeciwobraz tego punktu przez fn,, jest wlozonym w X,, grafem Fa#(x),
gdy z jest wierzchotkiem o (wtedy m = n + 1) lub wlozonym w X,,, grafem T'# dla pewnej
e € Er. Odpowiada to przeprowadzeniu sumy spdjnej w punkcie x z komponentg I' zawierajaca
vierzcholek a(z) czy krawedZ e. W kazdym przypadku m jest najmniejsza liczba, dla ktérej
przeciwobraz x przez f,m, nie jest jednopunktowy.

Mozemy zatem kazdemu punktowi x € Bar(o) \ {bc(c)} jednoznacznie przyporzadkowaé etykiete A(x)
ze zbioru A. $wiadczaca o tym jaka komponenta grafu I' i w jaki sposéb zostala w danym punkcie
przytaczona do calego kompleksu, a dokladniej jesli x jest barycentrum sympleksu w k-tym podrozbiciu
barycentrycznym o, to A(z) = ey, gdzie k' = ((k — 1) mod n.) + 1. Oznaczmy

Bar./ (o) = {z € Bar(0) : A(z) =€’}

gdzie ¢’ € A.. Zauwazmy jeszcze, ze z wlasnosci tranzytywnosci w Definicji 2.16 kazda krawedZ e € Er
pojawi si¢ w kompleksie X,, dla pewnego n jako etykieta ¢’. Mozemy pominaé¢ 1-sympleks o i od razu
pokazaé to co wyzej dla e tak, jakby byla ona 1-sympleksem w X,, poprzez utozsamienie e z € i e? z o.
Uzyjemy wtedy analogicznego oznaczenia Bar.(e). Zauwazmy, ze dla kazdego ¢’ € A, zbiér Bar. (e)
jest przeliczalny i gesty w e.

Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla sympleksu o C X,,, ktérego etykieta A, (o) jest
réwna €', e, czy e* dla pewnego 0 # k € Nie € Er. W przypadku e’ i ¢! dostaniemy takg sama
informacje, ze poza wierzchotkami o sumy spéjne zachodza w punktach ze zbioru Bar(o)\bc(o), réznica
jest tylko taka, ze suma spojna zajdzie tylko w jednym z wierzchotkéw o. Natomiast w przypadku e*
sumy spdjne zachodzg we wszystkich punktach z Bar(o), ale nie zachodza w wierzcholkach o.

Definicja 4.2. Kazdemu punktowi z € X, przypiszemy etykiete
ln(l‘) € {*} uWVrué

ktora bedzie $wiadczy¢ o tym, czy i jaka suma spdjna zachodzi w tym punkcie.
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o Jedli z jest wierzchotkiem X, to definiujemy I,(z) = A,(x), gdy An(x) = x i wtedy w z nie
zachodzi suma spéjna. Gdy A,(z) = v dla pewnego v € Vp, to w x zachodzi suma spéjna z
I'j(a(v)) 1 definujemy 1,,(z) = a(v).

o Jedli x nie jest wierzchotkiem X, oraz nie nalezy do zbioru Bar(c) dla zadnego 1-sympleksu
o C X,, to definiujemy I, (x) = x. Podobnie definiujemy I,(z) = * dla = be(o), gdy A (o)
jest réwne €%, €’ lub e’ dla pewnego e € Er. W takich punktach x nie zachodza sumy spéjne.

o Jesli x € Bar(o) \ {bc(o)} i (o) jest réwne €, € lub e! dla pewnego e € Er, to definiujemy
ln(z) = A(x), gdzie A(z) definiujemy tak jak powyzej, réwniez w przypadku gdy A,(o) jest
réwne e’ lub ef. Wtedy w z zachodzi suma spéjna z Tigaw@)

e Jesli z € Bar(o) i \y(0) = € dla pewnego e € Er i 1 < k < n., gdzie € jest standardowa
orientacja e, to definiujemy I, (x) podobnie jak A(xz) wyzej. Jedli = jest barycentrum j-ego
podrozbicia barycentrycznego o, to definiujemy I,,(x) = €/, gdzie j* = ((k+ j — 1) mod n.)+1
oraz l,(r) = €, gdy z jest barycentrum o. Wtedy w x zachodzi suma spéjna z I'j(j1,, (x)))-

Wykorzystamy te informacje wprowadzajac teraz kluczowe narzedzie. Dla kazdego czarnego wierz-
cholka ¢ € V£ z warunku (2) Definicji 2.17 mamy K. & %) dla pewnego jle) € 1,...,N. Wtedy
z warunku (4.a) Definicji 2.17 dla kazdego v € Vr,, istnieje bialy wierzcholek b € N, taki, ze
1,y (Xp) = 0y, gdzie o, € Ql‘fm) jest V-peryferium pochodzacym od normalnego otoczenia wierz-
chotka v w I'j(.). Oznaczmy ten bialy wierzcholek przez bf i oznaczmy

NCV ={b v e ij(c)}.

Dla kazdego b € N.\ NY obraz ©1b,cy(Xp) jest E-peryferium. Oznaczmy to peryferium przez op. Niech
e € Er,,, bedzi¢ ta krawedzig, dla ktérej o, C €°, gdzie €® = e I‘;’(C). Niech € bedzie standardowa
orientacja krawedzi e i niech wp, < € bedzie zgodna z ¢ orientacja peryferium o, (|wy| = 0p). W warunku
(4.b) Definicji 2.17 mamy odwzorowanie . : Q. — A, pomiedzy zbiorem {2, zorientowanych zgodnie
z € peryferiéw zawartych w e°, a zbiorem A.. Dla kazdego ¢’ € A, oznaczmy

NE(E)y={be N.:wp <&, (wp) =€}

Z tego samego warunku zbiér {w, : b € NE(¢')} = ¢ 1(¢") jest gesty w e°. Oznacza to, Ze po przejéciu
do zredukowanej sumy czeSciowej K} obraz ¢ ({wp : b € NE(¢)}) jest gesty w e* = ¢i(e°), gdzie
¢ w indeksie traktujemy jako jednowierzchotkowe c-poddrzewo drzewa T i ¢. jest odwzorowaniem
ilorazowym. Oznaczmy ten zbior przez

Q&) :==q:({wp : b e NE(€)}).

Kluczowym narzedziem, o ktérym wspomnieliSmy bedzie homeomorfizm x¢ : e* — e, ktory prze-
ksztalca bijektywnie Q*(¢') na Bar./(e) dla kazego ¢’ € A., a dokladniej rodzina takich homeomorfi-
zmoéw
E
H" ={xc:c€Vi,e€Er,,}

Z Uwagi 2.18 kazda z komponent I'; C I' pojawi si¢ jako ktorys I'j.), a zatem taki homeomorfizm w
koricu zdefiniujemy dla kazdej krawedzi e € Er (zazwyczaj bedzie to nieskoriczenie wiele homeomorfi-
zméw odpowiadajacych réznym c¢). Do zdefiniowania tych homeomorfizméw uzyjemy ogélnego faktu,
o ktorym w pewnej formie wspominaliSmy juz w Uwadze 2.15.

Fakt 4.3. Niech Ay, ..., A, bedzie rodzing parami roztgcznych, przeliczalnych i gestych podzbioréw
odcinka domknietego I 4. Tak samo Bu, ..., By, w domknietym odcinku Ig. Wtedy istnieje homeomorfizm
h:1a — Ip taki, ze h(A;) = B; i h™1(B;) = A; dla kaidego j € {1,...,n}.
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Dowdd tego faktu to standardowe zastosowanie metody ”back and forth”. Pominiemy go, gdyz nie
wnosi on nic do dowodu lematu.

Definicja 4.4. Niech ¢ € Vi iniech e € Er, . Niech € bedzie standardowa orientacja krawedzi e i
niech A, = {e1,...,en.}. Korzystajac z wczedniej wprowadzonych oznaczen i oznaczen w powyzszym
Fakcie 4.3. Niech Iy = e* i Ip = e. Niech A; = Q*(¢;) i B; = Barg,(e), dla j € {1,...,n.}. Wtedy
isnieje homeomorfizm h : I4 — Ip przeprowadzajacy bijektywnie A; na B; dla kazego j € {1,...,n.}.
Definiujemy x¢ : e* — e jako ten h.

Z homeomorfizméw z rodziny H¥ skorzystamy poérednio, definiujac dla kazdego czarnego wierz-
chotka ¢ € Vi homeomorfizm x. : KX — T tak, by dla kazdej krawedzi e € Er, ., zachodzilo
Xe lex= Xxc. W szczegblnosci zauwazmy, ze obraz pochodzacego od wierzchotka v € Vr, ., peryferium
0, € QV przez odwzorowanie ¢* : K. — K odwzoruje si¢ przez x. w wierzchotek v. W dowodzie
gléwnego twierdzenia korzystaé¢ bedziemy z tak otrzymanej rodziny homeomorfizmow

H={x::ceVi}
Definicja 4.5. Wprowadzimy podobne do etykietowania [,, etykietowanie
U Kp = {xuVrué
dla wszystkich skonczonych c-poddrzew F C T.

e Dla kazdego z € Kj, ktéry nie lezy w obrazie zadnego peryferium przez odwzorowanie ¢,
definiujemy I3 (z) = *.

o Dlax € ¢i(UNY), czyli takiego, ktéry lezy w obrazie peryferium wierzchotkowego (patrz Uwaga
2.19)ib=b(z) € Np mamy ¢} (Xs) € QY. Wtedy z warunku (3.a)) Definicji 2.17 ¢y, by (3)
tez jest V-peryferium. Zatem homeomorfizm x.» € H przeprowadza jedyny y € ¢7, (01p,c03 (Z0))
na pewien wierzchotek v € ij(cb). Definiujemy I5(z) = v.

e Dlaz € ¢5(JQE), czyli takiego, ktéry lezy w obrazie peryferium krawedziowego, b = b(x) € Np
io= e (Xy) mamy o € be Niech e € Er,,, , bedzie krawedzia, dla ktérej o C e°. Niech
€ bedzie standardowa orientacja e i niech w < € bedzie zgodna z e orientacja o. Definiujemy

I = e (w).

Uwaga 4.6. Kazda z komponent I'; grafu I' mozemy potraktowaé w konstruktywnym kompakcie
Markowa jako kompleks Xy. Mozemy zatem etykietowanie [y okresdli¢ na punktach I'. Wtedy dla
kazdego ¢ € V£ homeomorfizm x. zachowuje etykietowanie, to znaczy lo(x.(z)) = I} (x).

4.2 Dowo6d Lematu 4.1

Wyznaczymy teraz rekurencyjne ciag Fop C Fy C ... C T oraz homeomorfizmy h,, : K — X,, takie, ze
dla kazdego n € N ponizszy diagram komutuje
anFn+1

* *
KFn KFn+1

th/ J/h7l+1

X, S Xnt1
n+1
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oraz Iy (hy(z)) = [}, (), gdzie [}, := 1}, .

Krok 0: Bez straty ogélnoSci niech Xg =TI'y. Z Uwagi 2.18 istnieje czarny wierzcholek ¢ € Vi taki, ze
j(c) = 1. Niech Fy bedzie drzewem zlozonym z pojedynczego wierzchotka c. Wtedy K3 = Kp, =Th.
Niech hg = x. : K§ — Xo bedzie powyzej zdefiniowanym homeomorfizmem z rodziny H. Warunek
lo(ho(z)) = I§(x) jest speliony z Uwagi 4.6

Krok n: Zalézmy teraz, ze mamy wstepujacy ciag poddrzew Fy C Fy C ... C F,, C T, ciag przestrzeni
K§,Kf, ..., K}, oraz ciag homeomorfizméw hy, : K — X}, gdzie 0 < k < n takich, ze ponizszy diagram
komutuje

froFy K friFy JFy_1Fn
1

Ky K,
hol hlj/ hnl
Xo f1 X f2 77 fa Xn

i dla kazdego 0 < k < n li(hg(z)) = I} (2).

Zdefiniujemy najpierw drzewo Fj, 1. Przyjrzyjmy si¢ odwzorowaniu f,41 @ X411 — X,. Interesuje
nas to, w jakich punktach X, zachodza sumy spdjne z dolaczanymi grafami za posrednictwem tego od-
wzorowania. Po dokladnym przesledzeniu konstrukcji oraz rozumowania z poprzedniego podrozdziatu
przekonamy sie, ze sa to 0-sympleksy X,, o etykiecie \,, r6znej od x lub barycentra 1-symplekséw o
etykiecie typu e¥, gdzie 0 # k € N. Oznaczmy zbiér wszystkich takich punktéw przez X,. Obraz
kazdego z tych punktéw przez h, ! jest obrazem jakiego§ peryferium przez odwzorowanie ilorazowe
a5, bo I (h M (x)) = In(x) # % dla x € X,,. Stad kazdemu punktéwi x € X, mozemy w jednoznaczny
spos6b przypisaé¢ biaty wierzchotek b(h,!(x)) odpowiadajacy peryferium, ktére odwzorowuje sie w
punkt A !(z) (zgodnie z 2.12). Niech

Fpi1=F(Vp, U U b(h,*(z)))
zeX,

bedzie c-poddrzewem T rozpietym przez wierzchotki Vi, UU,ex. b(hy, ' (2)). Dzigki takiemu doborowi
drzewa Fj, 41 zapewniamy sobie, ze sumy spjne jakie dokonaja sig¢ za posrednictwem odwzorowania
fr.F,,, zostang przeprowadzone w punktach odpowiadajacych punktom z X,, przez homeomorfizm h,,.
Ponadto dzieki zachowywaniu przez h,, etykiet l,, i [} sumy sp6jne w odpowiadajacych spobie punktach
zostang przeprowadzone z tymi samymi komponentami I'. Przyjrzyjmy si¢ odwzorowaniu fr, r,,,. Dla
kazdego b € Vlfanr1 \ V,, okreslone w Definicji 2.11 ¢-poddrzewo Sy, sklada sie z pojedyniczego czarnego
wierzcholka c® (tego sasiada b, ktéry nie lezy w F,). K. wklada sic w Kp, |,
jego obrazem przez to wlozenie. Wtedy odwzorowanie fr, r, , polega na sklejeniu do punktu obrazu
4, (K) dla kazdego b € VI?W,H \ Vi, i pozostawieniu bez zmian pozostalych punktéw. Rozwazmy
obraz q}inH (K. ). Wszystkie peryferia przestrzeni K. sa tez peryferiami w K, 1 poza jednym, ktéry

i utozsamimy go z

odpowiada wierzchotkowi b. Zatem obraz g, , (K) jest tak naprawde ilorazem Ko /(Qe \ {0})
zdefiniowanym podobnie jak K w 2.11, gdzie o = b(0). To znaczy sklejamy do puntéw wszystkie
peryferia poza peryferium o. Oznaczmy te przestrzen przez

_ K
KE =50 (o

i oznaczmy odpowiadajace odwzorowanie ilorazowe ¢ : K. — K:f. Obraz peryferium o przez g7
oznaczmy przez 8[(2% i oznaczmy int(KZ%) =K ﬁ \ OKZ%. Zauwazmy, ze mamy naturalny homeomor-
fizm int(K ﬁ) = K, \ ¢ (0). Za pomoca ktérego mozemy utozsamic ze soba te przestrzenie. Podobnie
mozemy postapi¢ z grafem I'#, gdzie o to pewien wierzchotek lub krawedz grafu . W I'# mamy
wierzcholki brzegowe VP4(I'#). Topologicznie T'# \ VP4 (I'#) =T, \ {bc(0)} i tez bedziemy te prze-
strzenie utozsamia¢. Rozwazmy teraz punkty, w ktérych zachodza sumy spdjne. Niech = € X,,, niech
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b(z) := b(h, (z)) € Vlfln+1 \ Vg, bedzie odpowiadajacym punktowi h,!(x) bialym wierzchotkiem T i

niech ¢(z) = *®) € Vi \ VE, bedzie jego czarnym sasiadem lezacym poza F,,. Mamy dwie opcje

e l,(z) = v dla pewnego v € V. Wtedy przeciwobrazem przez f,4+1 punktu z jest wlozony w P,,
a wiec i w X, 11 graf I'#. Z kolei przeciwobrazem punktu h,,!(x) przez JF Foy, Jest Kffz). Z
zalozenia o h, mamy I (h, ') = v, stad K(y) = I'%(,)- Mamy homeomorfizm X (z) : K7,y = L)
z rodziny H. Definiujemy homeomorfizm x7 : Kf(ﬁx) — I'# jako jedyny homeomorfizm pomiedzy

tymi przestrzeniami spetniajacy
i) = K= \g
Xz int(K7 ) Xe(z) VK7 \a} ., (0(b(x)))

po wspomnianym utozsamieniu int(Kf(Em)) 2 K )\ @3, (0(b)) i L#F\VP(T#) 2 ) \ {v}. Tak

zadane przeksztalcenie jednoznacznie rozszerza si¢ na KC(I).

o l,(x) = ¢’ dla pewnej krawedzi e € Er, jej standardowej orientacji € i ¢’ € A.. Przeciwobrazem
: # Y N : -1

x przez fn41 jest w tym wypadku I'7,, gdzie ¢’ = |¢'|, a przeciwobrazem h;,'(x) przez fr,F,.,

jest K7, gdzie K,z = I'¢ ). Definiujemy analogicznie homeomorfizm x7 : K, A

c(x)? c(x)

Zauwazmy, ze
¥ -1
Xnt1:=Xnp1 \ U fari({z})
z€EX,
odwzorowuje sie przez f,41 homeomorficznie na X, \ X, i oznaczmy ten indukowany przez fi 1

homeomorfizm:

ﬁl-i-l : )?n-&-l — Xn \ }In

Podobnie
% * —1 -
K=Ky \ U anFnH({hnl(x)})
reX,
odwzorowuje si¢ przez fp, r,,, homeomorficznie na K \ h,*(X). Oznaczmy ten indukowany przez
fF,F,., homeomorfizm
ra L T * —1
an,Fn+1 . Kn+1 — K, \ hy, ('%)

Mozemy teraz zdefiniowa¢ homeomorfizm A, : K| — X, 1 poprzez nastepujace warunki:

n

o hpy1lz. = };111 o hyo anFn+1
K,

o Npyr [ = x# (Kf(&x) = f;annH(hﬁl(f))

c(z
Komutowanie diagramu

fPnF,ia
* n *
KFn KFn+1

th{ J{hn+1

Xn fn+1 Xn+1

oraz zachowywanie etykiet wynika wprost z konstrukcji. Sprawdzenie tego to zmudna weryfikacja,
ktéra pominiemy. Pozostaje kofinalno$é tancucha Fy C Fy C ... C T, ktéra tez latwo uzasadnié.
Wystarczy sprawdzié¢, ze dla kazdego czarnego wierzchotka w dowolnym F), oraz dla kazdego biatego
sasiada tego wierzcholka istnieje F,, do ktorego ten bialy wierzcholek nalezy, a to réwniez wynika z
konstrukcji. Tym samym konczymy dowdd Lematu 4.1.00
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Twierdzenie 4.7.
Regularne drzewo graféw X (R) dla grafowego ukladu lgczgcego R jest homeomorficzne z konstruktyw-
nym kompaktem Markowa M(R).

Twierdzenie wynika wprost z Lematu 4.1 oraz z nastepujacego ogolnego faktu o systemach odwrot-
nych (patrz [4], Wniosek 1 w Rozdziale 2.5, str. 139).

Fakt 4.8. Niech
J=({Xitier, {fij : Xj = Xi}i<y)

bedzie systemem odwrotnym kompaktow metrycznych X; nad zbiorem skierowanym I,w ktorym fi; to
odwzorowania ciggle. Rozwazimy cigg odwrotny

¥ = ({Xi, tnews {finin = Xip, = Xi, bnzm)

nad tancuchem kofinalnym iy < i1 < ..., to znaczy takim, Ze dla kaZego i € I istnieje m € N, takie, Ze
1 < dy. Wiedy

A L)

jm = i
Dowdéd Twierdzenia 4.7. Niech Sg bedzie standardowym systemem odwrotnym dla © jak na poczatku
rozdziatu i niech S§ bedzie podciagiem z Lematu 4.1. Na mocy powyzszego faktu i Lematu 4.1

lim So = 1im S, = lim Z(R). Zatem X (R) = lim Se = imZ(R) = M(R). O
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