Prof. dr hab. Piotr Koszmider, 16 sierpnia 2014r.
Instytut Matematyczny,
Polskiej Akademii Nauk.

RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ MAGISTRA
WOJCIECHA STADNICKIEGO PT. “AKSJOMATYZACJA
MODELU MATHIASA W TERMINACH GIER”

1. TEMATYKA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ

Gléwnym tematem pracy doktorskiej Pana Wojciecha Stadnickiego jest
préba stworzenia aksjomatyki funkcjonujacej w modelu Mathiasa na podob-
nych zasadach do tej otrzymanej przez K. Ciesielskiego i J. Pawlikowskiego
dla modelu Sacksa.

W obu przypadkach mowa o modelach teorii mnogoéci ZFC otrzymanych z
modelu hipotezy kontinuum przy pomocy iteracji z przeliczalnymi nos$nikami,
odpowiednio forcingu Mathiasa lub forcingu Sacksa. W obu przypadkach
celem jest rozwiniecie nowego jezyka do badania tych modeli i zastapienie
dhugich, wielokrotie powtarzajacych sig¢ argumentow wymagajacych zna-
jomosci forcingu poprzez nowe kanoniczne rozumowania nie wymagajace
przechodzenia od modelu do modelu czy znajomosci logiki. To uporzadkowanie
moze tez prowadzi¢ do nowych wynikéw w tych modelach. Nalezy dodac,
ze powyzsze aksjomatyki jak zadne inne spelniajace zalozenia twierdzenia
Godla o niezupetnosci nie obejmuja calej prawdy w modelu Mathiasa, do-
datkowo, model Mathiasa nie jest jednoznacznie okreslony bowiem zalezy
od modelu wyjsciowego iteracji. Zatem przez aksjomatyzacje nalezy rozu-
mieé kolekcje aksjomatéw przy pomocy, ktérych da si¢ udowodnié wigkszos¢
obecnie znanych i interesujacych faktéw zachodzacych w tej klasie modeli.

Forcing Mathiasa pojawil si¢ w artykule A. Mathias, Happy families.
Ann. Math. Logic 12 (1977), no. 1, 59-111. Od tego momentu wielu
matematykéw stosowalo model otrzymany przez iteracje tego forcingu o
dhugosci wy 7z przeliczalnymi nosnikami w celu udowodnienia niesprzecznosci
przeréznych hipotez matematycznych.

Podobne badania przeprowadzone byly dla innego modelu zwanego mod-
elem Saksa. W ksiazce “K. Cieselski, J. Pawlikowski, The covering prop-
erty aziom, CPA. A combinatorial core of the iterated perfect set model.
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Cambridge Tracts in Mathematics, 164. Cambridge University Press, Cam-
bridge, 2004 autorzy zaproponowali nowatorskie podejécie do modelu Saksa.
Zaproponowali aby zamiast dowodzi¢ prawdziwosci réznych matematycznych
stwierdzen w tym modelu w oparciu o konstrukcje modelu, wprowadzi¢
grupe aksjomatow, ktorych natura odpowiadalaby konstrukeji modelu a za-
tem pozwalata na nieodwotywanie sie do dos$é technicznych podstaw, ktére
nie maja duzo wspdlnego z trescia zdan, ktérych prawdziwosé w modelu sie
udowadnia.

W rozprawie proponuje si¢ podobne podejécie do modelu Mathiasa. Dok-
torant prezentuje wiele wersji aksjomatéw, wyprowadza z nich réznorodne
konkluzje, co do ktérych wiadomo ze zachodzg w modelu Mathiasa, a takze
otrzymuje nowe wyniki niesprzecznosci. Nalezy zauwazy¢, iz J. Zapletal
rozwazal wersje aksjomatéw typu Ciesielskiego i Pawlikowskiego w stosunku
do innych forcingéw czy idealéw, ale jego podejscie nie da sig zastosowac do
forcingu Mathiasa co wynika z rezultatéw otrzymanych przez M. Saboka.

2. OMOWIENIE WYNIKOW ROZPRAWY DOKTORSKIEJ

Nie powtarzajac bardziej technicznych sformuiowan, ponizej omawiam
poszczegdlne czescl rozprawy.

W rodziale pierwszym mamy ogélne oméwienie rozprawy oraz wstep his-
toryczny, jednak nie ma w nim mowy o pochodzeniu forcingu Mathiasa
lub modelu Mathiasa, rodziat drugi wprowadza uzywane pojecia dotyczace
forcingéw, ich iteracji, algebr Boole’a, foringu Mathiasa. Recenzent obawia
sig, ze brak wymogu aby model wyjsciowy spelial hipoteze¢ kontinuum i
twierdzenie iz mozemy zalozy¢ to bez straty ogélnosci moze powodowac kom-
plikacje w bardziej szczegélowo przeprowadzanych dowodach ze wzgledu na
koniecznoé¢ rozwazania przypadku kolapsowania liczb kardynalnych. Wydaje
sie, ze bezpieczniej bytoby zalozy¢ hipoteze kontinuum w modelu wyjsciowym
pomimo tego, ze zawsze gdy iterujemy nietrywialne forcingi z przeliczalnymi
nosnikami, kolapsujemy kontinuum do w; po w; krokach.

W trzecim rozdziale konstruuje sie¢ forcing réwnowazny iteracji forcingéw
Mathiasa po to by méc stosowaé nowy jezyk. To zreformulowanie opiera sig
na ideach Ciesielskiego i Pawlikowskiego oraz Spinasa i Shelaha. Rozdzial
ten w kwestiach technicznych istotnie opiera si¢ na artykule S. Shelah, O.
Spinas, The distributivity numbers of P(w)/fin and its square. Trans.
Amer. Math. Soc. 852 (2000), no. 5, 2023-2047. Gléwny krok to
zastapienie warunkéw iteracji borleowskimi funkcjami bez odnoszenia sig
do nazw w iteracji. Tylko proste przypadki rozwazone sa ze szczegétami.
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W czwartym rozdziale wprowadzona jest gra CPA oraz aksjomat CPA,
ktory mowi ze jednen z graczy (Ewa) nie ma strategii wygrywajacej oraz
nieprawdziwa jest hipoteza kontinuum. Gra ma w; krokéw i polega na
kolejnym wybieraniu przez Adama tréjki: liczba porzadkowa przeliczalna
@, podzbior borelowski ([w]“) (z topologia produktowa a [w]* z topologia
otrzymang przez utozsamienie z 2*) z poza pewnego ideatu i funkcja borelowska
z tego zbioru w 2% i odpowiedzi Ewy w postaci podzbioru borelowskiego
zbioru wybranego przez Adama. Adam wygrywa gdy po zakonczeniu gry
suma obrazéw wybranych przez Ewe zbioréw przy funkcjach Adama z tych
samych krokéw gry jest réwna 2¢. Nastepnie pokazuje si¢ ze aksjomat CPA
zachodzi w modelu Mathiasa korzystajac z réwnowaznego sformulowania
iteracji z poprzednego rozdzialu. Potem autor wyprowadza pierwsze kon-
sekwencje aksjomatu CPA.

W rodziale piatym wprowadzona jest modyfikacja aksjomatu CPA oz-
naczana CPAs, z ktérej wyprowadzone jest kilka sztandarowych faktéw za-
chodzacych w modelu Mathiasa jak na przyklad hipoteza Borela.

W széstym i siédmym rozdziale rozwaza si¢ znéw inne wersje aksjo-
matu CPA i wyprowadza z nich kolejne konsekwencje. W rozdziale ésmym
wprowadza si¢ wspdlne wzmocnienie poprzednich aksomatéw. Jednak autor
nie ulega pokusie rozstrzygniecia w pelni wzajemnych powiazan logicznych
wszystkich rozwazanych aksjomatéw.

Rozdziat dziewiaty dotyczy V-ultrafiltréw i prezentuje nowy tatwy dowéd
w oparciu o aksjomatyke pewnych wynikéw z pracy Spinasa i Shelaha.

W rozdziale dziesiatym wprowadza si¢ wersje aksjomatu CPA z ktérej
wynika aksjomat & Ostaszewskiego.

3. KONKLUZJA

Praca zawiera wiele literéwek, nie zawiera za to indeksu poje¢ ani spisu
oznaczen. Wydaje sig, ze nigdzie nie jest wyjasnione rozwinigcie skrétu
CPA. W kwestii terminologii, conajmniej w wersji skrétowej dubluje sie
terminologie dotyczaca modelu Sacksa. Wiele dowodéw jest czesciowych
lub szkicowych, ale wydaje si¢ to by¢ calkowicie uzasadnione charakterem
rozprawy, ktéra skupia si¢ na wprowadzeniu nowego jezyka, zatem wiele
tresci jest juz obecnych w literaturze (gléwnie w pracach Spinasa i Shelaha
oraz Ciesiclskiego i Pawlikowskiego). Nawigzuje ona takze do podobnego
projektu Ciesielskiego i Pawlikowskiego w przypadku forcingu Sacksa. Jed-
nakze realizacja podobnego projektu w kontekscie forcingu Mathiasa jest
dos¢ wymagajaca. Do wykonania tego projektu doktorant musial posiasé
doglebnie tajniki forcingu iterowanego i wielu zagadnieni z kombinatorycznej
1 opisowej teorii mnogosci, nastepnie musial opanowaé¢ na mistrzowskim



poziomie kilka trudnych pozycji z aktualnej literatury. Na koniec doktorant
pokazal kreatywne wykorzystanie przyswojonych idei w nowym, waznym i
interesujacym kontekscie.

Terminy dotyczace sporzadzenia recenzji uniemozliwiaja wicksze zaglebienie
si¢ w strong bardziej techniczng recenzowej rozprawy. W szczegdlnosci, bez
dokladnego przestudiowania pracy Shelaha i Spinasa trudno mi oceni¢ na
ile nowatorski jest aspekt techniczny takiej a nie innej pracy z forcingiem
réwnowaznym iteracji forcingu Mathiasa. A bez zaglebienia si¢ w kilka prac i
w ksigzke Ciesielskiego i Pawlikowskiego trudno ocenié stopien kreatywnosci
potrzebny w zastosowaniach nowych aksjomatéw. Nie mniej, bez watpienia
ta nowatorsko$¢ jest na pewno nie mniejsza niz we wielu uznanych projek-
tach. Mam nadzieje ze podczas obrony ta kwestia wyjasni sie bardziej.

Rozprawa jest bardzo ciekawa, nowatorski projekt jest przeprowadzony
profesjonalnie, wyniki wpisuja siec bardzo dobrze w istniejaca literature i
aktualne tematyki badan w kilku ogrodkach naukowych. Uwazam, ze wyniki
te beda istotnie oddziatywad.

Stwierdzam, ze rozprawa spetnia wszystkie wymogi Ustawy o stopniach
naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki.
Wnoszg¢ o dopuszczenie Pana magistra Wojciecha Stadnickiego do dalszych
etapow przewodu doktorskiego. .




