Recenzja pracy doktorskiej magistra Michata Marcinkowskiego

Hipoteza Gromowa o dodatniej krzywiznie i wymiernie nieistotne
makroskopowo duze rozmaitosci. Parkietaze rozmaitosci i jednostajnie
skonczone homologie.

Ztozona w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wroctawskiego rozprawa doktorska
pana Michata Marcinkowskiego napisana jest w jezyku angielskim, liczy 43 strony wraz z
bibliografia. Promotorem doktoranta jest dr hab. Swiatostaw Gal z IM UWr, a promotorem
pomocniczym dr Piotr Nowak z IM PAN.

Podzielona jest ona ona na dwa rozdzialy odpowiadajace dwom czesciom tytutu pracy
a badane problemy i techniki albo naleza do geometrycznej teorii grup, albo do tej
czesci topologii, ktora wyrosta i byta stosowana do opisu wtasnosci globalnych rozmaitosci
rozniczkowych zwigzanych z badaniem istnienia okreslonych struktur geometrii rézniczkowe;.
Po rozdziale pierwszym umieszczony jest krotki dodatek do tego rozdziahu.

Inspiracja dla tej pracy sa hipotezy M. Gromowa i A. Dranisznikowa, o tyle zwigzanych
ze soba, ze ta druga powstata przy badaniu tej pierwszej. W rozprawie doktorskiej daje sie
rozstrzygajaca odpowiedz na te druga, historycznie mtodsza hipoteze, konstruujac klase
rozmaitosci zaprzeczajacej jej tezie. W odniesieniu do pierwszej hipotezy pokazuje sie, nie
istnienie metryki Riemanna od dodatniej krzywiznie skalarnej dla rodziny rozmaitosci
skonstruowanej na potrzebe wykazania falszywosci tej drugiej, poprzez wykazanie, ze
jest ona podrodzing spin rozmaitosci, dla ktorych wiadomo byto wczesniej, ze hipoteza
Gromowa jest prawdziwa.

Jesli chodzi o stosowane techniki matematyczne w omawianej pracy to jest ona wzor-
cowym produktem szkoty wroctawskiej: od teorii malych nakryé¢ Davisa-Januszkiewicza i
komplekséw Davisa dla grup Coxetera wykorzystanej w konstrukeji rozmaitosci przeczacych
hipotezie Dranisznikowa, do kryterium Hulanickiego-Reitera sumowalnosci grupy wykorzy-
stywanym przy dowodzie istnienia aperiodycznych parkietazy grup dla skonczenie genero-
wanych.

PrzejdZzmy teraz do szczegbdlowego omowienia tresci pracy. Jak juz wspomnieliSmy
autor rozprawy postawit sobie problem zbadania hipotezy A. Draniszknikowa, ktéra brzmia-
ta: 7 Jesli rozmaitos¢ M, wymiaru n jest wymiernie nieistotna, to nie jest makroskopowo
duza”. To pierwsze oznacza, ze H,(f)([M]) = 0 w H,(Bm(M);Q), gdzie f : M —
Bmi(M) to odwzorowanie klasyfikujace nakrycie uniwersalne 7 : M — M, a [M] klasa
fundamentalna rozmaitosci [M]. Z kolei M jest makroskopowo duza oznacza, ze nie istnieje
odwzorowanie ¢ : M — K o jednostajnie ograniczonych przeciw-obrazach punktéw gdzie
K jest kompleksem n — 1 wymiarowym. Inaczej mowiac hipoteza twierdzita, ze jesli
rozmaito$¢ M jest wymiernie nieistotna, to jej wymiar makroskopowy spetnia dim,,..(M) <
n—1. W rozdziale pierwszym konstruuje rodzing rozmaitosci M* takich, ze kazda dim MP¥,
jest jest wymiernie nieistotna, ale makroskopowo duza tj. dim,,..(M¥) = n.

Konstrukcja tych rozmaitosci jest nietrywialna i z grubsza mozna ja opisa¢ nastepujaco
(Podrozdziat 1.3.1):

- najpierw w n-dysku D{ wycina si¢ wnetrza k£ — l-matych dyskow D!, 1 < 7 <
E — 1, k > 2, 1 nastepnie utozsamia sie brzeg D z brzegiem kazdego D! poprzez



zachowujacy orientacje homeomorfizm. Powstaje kompleks L} bedacy rozmaitoscia ze
struktura pochodzaca z D poza S := 1(0Dy) gdzie jest k-rozgatezionym nakryciem.

- Wybér triangulacji na L = L} oraz funkcji charakterystycznej A : L% — Zb+1
definiuje kompleks dualny L* | a nastepnie pozwala okresli¢ tak zwang przestrzen nakry-
wajaca M, wraz z dziataniem wolnym grupy G = Z5 "™ i przestrzenig orbit réwna stozkowi
C(L*). (tutaj jest to mate nakrycie, gdyz wymiar G nad Z, jest réwny n + 1).

- W badanej sytuacji m (M jest podgrupa skoriczonego indeksu w prawo katnej
grupie Coxetera W stowarzyszonej z kompleksem L . Wiadomo, ze M|, jest asferyczne
a nakrycie uniwersalne M|, jest rowne kompleksowi Davisa odpowiadajacemu grupie Wi
jest rozmaitoscig gdy L = S jest sfera.

- nastepnie wykorzystujac podkompleks Mg definiuje si¢ taficuch Mot = M3 — M1 w,
ktory wyznacza n-cykl, a stad klase [M2'] w Hy(L; Z).

- Kolejno bierze si¢ rozmaitos¢ N = M3#(—M}). Z konstrukcji wynika, ze istnieje
fN N — ML, takie, ze H*fN([N]) = [Mgvl]

- Kolejnym krokiem jest homotopijne poprawienie N ify do trojki f : MF — M
poprzez zastosowanie chirurgii, tak ze H(f)[MF = [M'] przy zauwazeniu, ze M}, jako
asferyczna jest przestrzenig klasyfikujaca m (MF) = Wy.

- Ostatnim krokiem potrzebnym do wykazania, ze M* daje oczekiwany kontrprzyktad
jest sprawdzenie, ze:

a) klasa [M2'] jest elementem torsyjnym rzedu k w H.(Mp;Z), co gwarantuje, ze MF
jest istotna (tj. nad Z ale nie wymiernie istotna.

b) ”coarse evalution” ec([M°')) # 0 w HY (My;7Z), co wraz z twierdzeniem Draniszni-
kowa pokazuje, ze M* jest makroskopowo duze.

Jak widac¢, z tego pobieznego opisu konstrukcja tego przyktadu jest dalece nietrywialna
i wymaga po pierwsze pomystu ogolnego, a po drugie jego konsekwentnej realizacji wymaga-
jacej znajomosci kilku skomplikowanych technik i sprawnego postugiwania si¢ nimi. To
swiadczy zaréwno o dobrym wyksztatceniu doktoranta jaki i jego talencie matematycznym.

W rozdziale pierwszym autor podaje tez inna konstrukcje rozmaitosci oznaczanych
M(L,S) wymiernie nieistotnych i makroskopowo duzych. Jest to konstrukcja bardziej
ogblna, bardziej "kategoryjna”. Nie posiadaja one jednak pewnych wlasnosci przystuguja-
cych omawianym wezesniej rozmaitogciom M. Te ostatnie rozmaitosci dopuszczaja spin
strukture, co pokazuje autor poprzez wykazanie, ze wszystkie niezerowe klasy Whitneya
Ms, a w konsekwencji M¥, sa réwne zeru.

Jak wspominalismy, w omawianej pracy doktorskiej dyskutuje sie nastepujaca hipoteze
Gromowa: " Jedli zamknieta zwarta rozmaito$¢ M wymiaru n posiada metryke Riemanna z
dodatnia krzywizna skalarna, to dim,,..(M) < n—2, w stabej wersji dim,,,.(M) < n—17.

Istnienie spin struktury wraz z faktem spetiania innych zatozen twierdzenia Bolotowa-
Dranisznikowa podajacego warunki dostateczne na spin rozmaitos¢ aby spetiata hipoteze
Gromowa, pozwala zastosowaé to ostatnie i w konsekwencji otrzymac przez zaprzeczenie
wniosek: ” Rozmaitosci M¥ nie dopuszczaja metryki riemannowskiej z dodatnig krzywizna
skalarng ”. Wspomniane zaltozenia to warunki na grupe fundamentalna spin-rozmaitosci
(tutaj sa to nietrywialne fakty o grupach Coxetera, ale znane w literaturze).

Przejdzmy do omoéwienia tresci Rozdziatu Drugiego. Magister Marcinkowski wykazuje
w nim istnienie aperiodycznych parkietazy dla nakrycia M — M, M zwarte, ze skoficzenie
generowang grupg transformacji nakrycia G. Jest to modyfikacja klasycznego podejscia
Blocka-Weinbergera, ktorzy podali taka konstrukcje w przypadku, gdy G nie jest $rednio-
walna. Autor po pierwsze doktadnie i systematycznie prezentuje ich metode wykorzystujaca



jednostajnie skonczone homologie, wprowadzajac jednoczesnie wlasne uproszczenia. W
rezultacie otrzymuje on nawet dla grup niesredniwalnych mocniejsze stwierdzenie: ”Dla
dowolnej podgrupy izometrii G’ kazdego takiego parkietazu, grupa ilorazowa G /G’ nie
moze by¢ sredniowalna”.

Istotnym wktadem autora rozprawy jest pokazanie, ze uzywajac zmodyfikowanej przez
siebie metody Blocka-Wienbergera mozna wykazaé istnienie aperiodycznego parkietazu
dla pewnej klasy skonczenie generowanych sredniowalnych grup. Klasa ta jest opisana
warunkiem: istnieje p € N takie, ze dla kazdej podgrupy skoniczonego indeksu [G : H]| p nie
dzieli [G : H]. Nastepnie autor podaje przyktady klas podgrup spelniajacych ten warunek.
Jedna z takich klas sa grupy Grigorczuka posredniego wzrostu (pomiedzy wielomianowym
a wyktadnicznym) gdyz sa one $redniowalnymi, rezydualnie sredniowalnymi, skonczenie
generowanymi torsyjnymi 2-grupami. Wystarczy wiec wzia¢ p = 3, albo inng liczbe
pierwsza nieparzysta.

Wyniki Rozdziatu drugiego dobrze uzupetniaja gtéwny rezultat pracD zawarty w
Rozdziale Pierwszym gdyz pokazuja, iz autor opanowal tworczo inng cze$¢ geometryczne;j
teorii grup - technicznie bardziej zblizong do metod teorii sumowalnosci, a wiec analizy.

Podsumowujac ocene merytorycznej zawartosci omawianej pracy nalezy podkresli¢, ze
zawiera rozstrzygajaca odpowiedz na pytanie (hipoteze) jednego z liderow tej tematyki.
Ztozonos¢ konstrukeji przyktadu, a wlasciwie kontrprzykitadu na teze hipotezy, dobrze
wyjasnia dlaczego sam Dranisznikow i jego wspotpracownicy nie byli w stanie tego rozstrzy-
gnac¢. Pozostate wyniki sg tez ciekawe i rozszerzaja stan wiedzy na badane problemy.
Tak wiec przedstawiona rozprawa doktorska jest przyktadem klasycznej pracy doktorskiej
z matematyki zawierajacej rozwigzanie problemu - cho¢ omawia praca zawiera jeszcze
wyniki uzupetliajace ten gtowny i wyniki na temat parkietazy aperiodycznych przedsta-
wione w rozdziale drugim.

W ocenie formalnej strony omawianej pracy nalezy podkresli¢ jej zwigztos¢ redakcyjna
co czyni ja przyjemng do czytania, o ile potencjalny czytelnik zna podstawy i jezyk
topologii algebraicznej i geometrycznej gdyz w kilku miejscach korzysta sie bez wyttuma-
czenia z "dobrze znanych faktow”, ktore wtasciwie nie majg odnosnikow gdyz sa dobrze
znane w "folklorze”. By¢ moze dotozenie dodatku z dodatkowymi informacjami utatwito
by jej percepcje nie tylko specjalistom z dziedziny prezentowanej przez doktoranta. Z
btedow, ktore zauwazytem mozna wytknaé stwierdzenie zawarte we wstepie, i powtérzone
pozniej:” Here we are able to establish the Gromov conjecture only for a subclass of
manifolds we construct.” Otéz autor nie potwierdza tej hipotezy dla skonstruowanej przez
siebie klasy n-rozmaitosci, ale sprawdza, ze klasa ta zawarta jest w klasie spin rozmaitosci,
dla ktorej Bolotov i Dranisznikow wykazali, ze hipoteza Gromowa jest prawdziwa. W
zwiazku z tym, o ile istniata by metryka Riemanna o dodatniej krzywiznie skalarnej,
to rozmaitosci miatyby wymiar makroskopowy < n — 2, a to przeczy temu co wykazal
wczedniej autor, czyli naprawde pokazuje on, ze dla skonstruowane przez niego rozmaitosci
nie dopuszczaja metryki o dodatniej krzywiznie skalarnej, wykazujac, iz spelnia ona
zalozenia tw. Bolotowa i Dranisznikowa.

Inny btad, tym razem bedacym konsekwencja niedbatosci redakcyjnej jest, jest zawarty
w sformutowaniu ” Example 17 . Ot6z dla nakrycia torusa z usunietym punktem nakryciem
jest T" = R2 \ Z*. Aby pokaza¢, ze rozmaito$¢ ma wymiar makroskopowy 1 nalezy podaé
odwzorowanie jednostajnie ograniczone w kompleks wymiaru 1. W pracy okreslone jest



odwzorowanie f : T' — I (branie najblizszego punktu, ale nieskoriczony ”ruszt” (1-
kompleks) I" powinien byé¢ postaci ({1/2 4+ Z} x R) U (R x {1/2 + Z}), a nie jak jest w
pracy Z x RUR x Z.

W sumie strone formalng rozprawy nalezy ocenié¢ pozytywnie.

Biorac pod uwage zaréwno wszystkie powyzsze argumenty, jak i te, ktorych tutaj
nie wymieniono uwazam, ze omawiana praca w petni spetnia wymogi Ustawy z dnia 14
marca 2003 roku o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w
zakresie sztuki ($ 13, pkt 1.) i jej nowelizacji z dnia 18 marca 2011 roku (takze $ 13,
pkt 1.) "Rozprawa doktorska, przygotowywana pod opieka promotora, powinna stanowi¢
oryginalne rozwigzanie problemu naukowego lub artystycznego oraz wykazywaé¢ ogodlna
wiedze teoretyczng kandydata w danej dyscyplinie naukowej lub artystycznej, a takze
umiejetnos¢ samodzielnego prowadzenia pracy naukowej lub artystycznej”.

W zwiazku z tym wystepuje o dopuszczenie magistra Michata Marcinkowskiego do
dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Poniewaz w przedstawionej rozprawie zostalo rozstrzygniete wazne pytanie
(hipoteza Dranisznikowa), wiec zglaszam Radzie Wydzialu Matematyki i Infor-

matyki UWr wniosek o wyrdznienie tej pracy.
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Poznan 16.08.15 Wactaw Marzantowicz



