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Recenzja
rozprawy doktorskiej mgra Adama Malinowskiego
GRUPY ELLISA W TEORII MODELI I ZBIORY
SILNIE GENERYCZNE

W koncu pierwszej dekady lat 2000 Ludomir Newelski wprowadzit grupy Ellisa
do teorii (neo) stabilnoci. Rozwazajac sytuacje, gdy grupa G jest definiowalna w
strukturze M, Newelski skoncentrowal sie na dynamice topologicznej G-potokéw
Sa(M) 1 Sezs, (M) przestrzeni typéw nad M elementéw z G (w przypadku ”ext”
formuly wystepuja réwniez z parametrami spoza M ). W wyniku tych badafi zostal
wyeksponowany zwiazek pomiedzy pélgrupa Ellisa E(Sezt,c(M)) (i odpowiednia
grupg Ellisa £(M)) a podstawowymi pojeciami wspélczesnej teorii (neo) stabilnosci,
np. definiowalng $redniowalnoscia, czy skladowymi GO, G®. Analizujac logike i
matematyke tej teorii mozna zauwazy¢, ze podejscie Newelskiego jest do$é uniwer-
salne i moze by¢ stosowane w sytuacji szerszej. Znalezienie odpowiedniego kontek-
stu daloby pewna systematyzacje, uproszczenie dowodéw i metody skierowane na
pytania wykraczajace poza granice dotychczasowych rozwazai. Mysle, ze zamyst
doktoratu Adama Malinowskiego w duzym stopniu bazowal na tym.

Sytuacja rozwazana w rozprawie doktorskiej jest zupekie ogolna: abstrakcyjna
grupa G, (boolowska) G-algebra A < P(G) i G-potok S(A) ultrafiltréw nad A. (W
niektérych czeciach pracy dochodza dodatkowe warunki, np. topologie na G, ale
bardzo diugo autor nie potrzebuje ich. 1) W Rozdziale 3 (pierwszy gléwny rozdzial
z wynikami Malinowskiego) algebry A < P(G) wystepuja implicite, ustepujac roli
pierwszoplanowej G-potokowi 2¢. Rozdziat ten jest poswigcony zbiorom silnie gen-
eryznym i jednostajnie silnie generycznym. Pojecie generycznosci pochodzi z teorii

1Bardzo dlugo jedyng potrzebna topologia na G jest topologia proskoriczona, tzn. okredlona

przez abstrakeyjna strukture grupy G.



modeli, ale jest zupetie naturalnym w kontekscie ogélnym. Podzbiér B ¢ G
nazywa si¢ silnie generycznym, jesli G-algebra generowana przez B sklada sig ze
zbioréw generycznych.

Centralnym pojeciem tej czeéci doktoratu jest okresowosé. Wprowadzona definicja
powoduje, Ze podzbiér A C G jest okresowy dokladnie wtedy, gdy G-algebra gen-
erowana przez A jest skoficzona. Wtedy latwo widaé, ze A jest silnie generyczny.
Malinowski wprowadza uogélnienie - okresowosé lokalna i pokazuje réwnowaznosé
tego pojeia z silng generycznodcia i z prawie okresowoscia x4 jako elementu potoku
25,

Moim zdaniem najciekawsza czeScia Rozdziatu 3 jest technika zbioréw bazowanyh
na drzewach (three-founded sets) zaprezentowana w podrozdziale 3.2. Takie zbiory
sa silnie generyczne, a przy pewnym dodatkowym warunku okresowoéé tych zbioréw
ma dos¢ naturalng charakteryzacje (Lemat 3.20). Technika ta jest bardzo przy-
datna w konkretnych przyktadach. Stosujac ja Malinowski pokazuje, ze okresowosé
nie wynika z silnej generycznodci. Generalnie, w Rozdziale 3 jest zbadane sporo
przykladéw. Np. w podrozdziale 3.3 rozwazane sa produkty pélproste, grupy wolne
i PSL(2,R). Na bazie tych przykladéw pokazane jest, ze okresowoéé nie wynika
nawet z jednostajnej silnej generyznosci. Dodatkowo, przyklady zaprezentowane w
tej czedci doktoratu beda uzywane pégnie;.

W Rozdziale 4 grupa G jest rozpatrywana jako grupa topologiczna (na poczatku
z topologia proskoiiczona). Podzbiér A ma silng wtasnosé Baire’a, jesli ma postaé
UAM, gdzie U jest otwarty, a M jest nigdzie gesty. Przez SBP jest oznaczana
G-algebra takich zbioréw. Pierwszy gléwny wynik tego rozdziatu (Twierdzenie
4.6) pokazuje, jak obliczyé grupe Ellisa G-potoku S(A) dla G-algebry A < SBP
(w topologii proskoniczonej). Warto$é tego twierdzenia podkreslaja obserwacje, ze
algebra SBP i jej pewne naturalne podalgebry sa d-domkniete, a dodatkowo zbiory
prawic bazowane na drzewach sa w SBP. Pozwala to na korzystanie z techniki
Rozdziahi 3.

Podrozdzial 4.1 zawiera pierwsze zastosowania teorio-modelowe. Najpierw Ma-
linowski pokazuje, jak z ogélnych rozwazan jego pracy mozna wyprowadzié znany
wynik, ze grupa Ellisa £(M) w przypadku stabilnym jest izomorficzna z G/GP°.
Pééniej rozpatruje sytuacje clementarnego rozszerzenia M < M* dla struktur z
definiowalnymi grupami G i G*. Znowu czysto abstrakcyjne rozumowania poz-
wolaja ustali¢ iso/homomorphism E(M*) — £(M) pomigdzy odpowiednimi gru-
pami Ellisa. W tych rozwazaniach struktury M i M* sa sa dobierane do grupy G,
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ale jest to rozszerzenie scenariusza badanego przez Newelskiego w jednej z prac z
roku 2012.

W Rozdzialach 4.2 i 4.3 zaklada sig, ze grupa G jest (pre) zwarta wzgtedem
pewnej topologii. Rozpatrujac ja zamiast topologii proskoriczonej, Malinowski
prébuje przeprowadzié analize réwnolegla do sposobu postepowania w podrozdziale
4.1. Otrzymane wyniki sa przydatne w sytuacjach teorio-modelowych. Wynika to
z faktu, ze gdy grupa G jest definiowalna w pewnej strukturze M, grupa G réwniez
posiada dodatkowa strukture definiowalna, najczesciej w postaci pewnej topologii.
Teorie o-minimalne tworza idealna ilustracje tej uwagi, poniewaz grupy definiowalne
w tych teoriach posiadaja naturalna strukture rozmaitosci. Malinowski stosujac
metode podrozdzialéw 4.1 - 4.3 udowadnia, ze jesli M jest o-minimalna i gesta,
M < N 1 interpretacja G w N jest zwarta, to grupy £(M) i £(N) sa izomor-
ficzne (podobny wynik przy bardzo bliskich zalozeniach byl wzesniej pokazany
przez Newelskiego). Dowdd Malinowskiego wzbogaca nasza wiedze o przypadku
o-minimalnym, np. przez pokazanie, ze zbiory ext-definiowalne w M posidaja silna
wilasnos¢ Baire'a.

Pozostala czesé Rozdzialu 4 robi wrazenie uzupeliajacej. W podrozdziale 4.4
Malinowski bada przypadek grupy topologicznej G, ktéra nie jest prezwarta. Jego
analiza (przy standardowych zalozeniach jak wyzej) doprowadza do istnienia tzw.
typéw w nieskoriczonodci. Np. wszystkie prawie okresowe elementy G-potoku S(A)
sa takie.

W podrozdziale 4.5 jest badana odpowiednio$é pomiedzy generycznymi podal-
gebrami algebry SBP i generycznymi podalgebrami algebry regularnych zbioréw
otwartych. Pokazane jest, jak ta odpowiedno$é moze byé stosowana w przypadku
o-minimalnym. Wyniki te uzupelniaja wczesniejsze badania Jagielly, ale réwniez
dobrze ilustruja mozliwe komplikacje w realizacji pewnych naturalnych sposobéw
postepowania.

Rozprawa ma dwa dodatki.

Appendiz A: Obliczenie grupy Ellisa dla pewnego produktu pélprostego.

Appendiz B: Opis nieokresowych jednostajnie silnie generycznych podzbioréw grupy
przez skoriczone aproksymacje.

Mam wrazenie, ze sa to pelnoprawne czesci doktoratu, a taka organizacja jest

zwiazana z duza iloscia watkéw niekoniecznie zakoriczonych tadnymi sformutowaniami.



Podsumowujac osiagnigcia doktoratu, uwazam, ze abstrakcyjne podejécie Ma-
linowskiego do teorio-modelowej dynamiki topologicznej doprowadzito do powsta-
nia pewnej teorii, ktéra wyjasnia w sposéb atrakcyjny duzy obszar wezesniejszych
badan teorio-modelowych i troche przewiduje wyniki dalszych badari. Stwierdzam,
ze podstawowe cele bardzo ciekawego projektu doktoranta i jego promotora zostaly
zrealizowane. Troche brakuje mi nowych pryncypialnych wynikéw czysto teorio-
modelowych ?, ale wiem, ze projekt nie zakladal tego.

Aparat matematyczny wykorzystany w rozprawie jest bogaty i w wielu miejs-
cach do$é zaawansowany. Dowody sa ladnie przedstawione. Widaé, ze autor ma
wystarczajaca kulturg matematyczna. Praca jest pelna réznorodnych, niebanalnych
przykltaddw.

Duza iloé¢ watkéw i réznorodno$é maja tez pewne negatywne konsekwencie.
Wydaje mi si¢, ze przygotowanie publikacji zawierajacych wyniki doktoratu nie
bedzie tatwe. Np. nie widze dobrego sposobu podzialu pracy na niezalezne czesci
mogace stanowi¢ artykuly do czasopism. Kazdy podzial uplytsza wyniki pracy.

Rozprawa Malinowskiego ma pewne wady w prezentacji materialu. Rozdzial
2 podaje potrzebna informacj¢ dotyczaca dynamiki topologicznej. Rozdzial jest
napisany w stylu poradnika/artykutu z wikipedii. Brakowalo mi przy podaniu
definicji wskazania dokladnego miejsca, skad one zostaly przepisane (np. generic,
strongly generic). Dlaczego niektére fakty sa podane z dowodami? Czy to oznacza
np., ze jest to folklor nie publikowany wczeéniej? * Czy Rozdzial 2.4 ma byé
traktowany jako czgsé, ktéra ma byé oceniana przez recenzentéw jako osiagniccie
autora?

Mimo tego, ze praca pretenduje do przypisania jej do teorii modeli, nie zawiera
ona odpowiedniego wstgpu. Mam wrazenie, ze standardowe publikacje w czasopis-
mach zawieraja wigcej definicji, czy systemu oznaczeri/ustaleri. Np. nie zauwazytem
definiji externally definable subset. Na str. 40 w Przykiadzie 4.13 autor nie chce
definiowat relacji zanurzenia elementarnego <* w ext-wzbogaconym jezyku i odsyla
do pracy [New12b]. Nie jest to trudna definicja, wymaga kilku dodatkowych wier-
SZY.

Nie mam wrazenia, ze praca jest napisana w sposéb przyjazny do czytelnika.

Np. scenariusz 2 na str. 41 nic jest. Kwestia autorstwa terminologii jest czcsto

2zastosowania teorii Malinowskiego dotycza gléwnie teorii o-minimalnych i maja charakter
uzupehiajacy

3Prezentacja Rozdzialu 2.3 wlasnie tak zostala wyjasniona
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pomijana. Z punktu widzenia recenzenta jest wazne wiedzieé, jakie definicie byly
znanc wzesnicj, a ktore naleza do doktoranta.

Dobrze wiem, ze w tekstach takiego rodzaju potknigcia sa nie do unikniecia.
Dlatego nie bede weglebiaé sie w dalsze zarzuty.

Stwierdzam, Ze rozprawa doktorska mgra Adama Malinowskiego spelnia
wszystkie wymogi stawiane rozprawom doktorskim w Art.187 (ust. 1
- 3) Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyiszym
i nauce i wnosze o dopuszczenie go do dalszych etapéw postepowania

doktorskiego.
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