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Recenzja rozprawy doktorskiej Macieja Pietronia “Odwzorowa-
nia gestych podzbioréw plaszczyzny i kostki Hilberta".

Rozprawa doktorska magistra Macieja Pietronia poswiecona jest wlasnosci
przeliczalnej gestej jednorodnosci. Przypomnijmy, ze przestrzen X ma wlasnosé
przeliczalnej gestej jednorodnosci, jesli dla dowolnych dwoch przeliczalnych ge-
stych podzbioréw A, B przestrzeni X istnieje homeomorfizm h przestrzeni X
na X taki, ze h(A) = B. To klasyczne pojecie, wywodzace sie od Cantora,
Brouwera, Frechéta, ma obszerng literature; w szczegolnosci rozpatrywano wiele
wzmocnien i uogélnien przeliczalnej gestej jednorodnosci. Ta interesujgca i na-
turalna problematyka stale przyciaga uwage swietnych matematykow, takich jak
J.van Mill, T.Banakh, D.Repovs, M.Hrusak (odnotujmy, ze A.V.Arhangel’skij i
J. van Mill poswiecili wlasnosci przeliczalnej gestej jednorodnosci Rozdziat 14
artykutu “Topological homogeneity” w Recent Progress in General Topology 111,
Springer, 2014).

Przedstawione w rozprawie doktorskiej M.Pietronia wyniki wnosza do tej pro-
blematyki nowe i ciekawe wyniki.

Pierwsza czed¢ pracy doktorskiej M.Pietronia (Rozdzial 2) po$wiecona jest
wzmocnieniu wyniku M.K.Forta z 1962 r., mowiacego, ze kostka Hilberta IV
ma wlasnosé przeliczalnej gestej jednorodnosci. M.Pietron dowodzi mianowicie
(Twierdzenie 2.4.7), ze dla dowolnych dwoch przeliczalnych gestych podzbiorow
A, B kostki Hilberta, istnieje homeomorfizm f kostki Hilberta taki, ze f(A) = B,
oraz f zachowuje produktowa miare Lebesgue’a. Ta cze$¢ rozprawy doktorskiej
oparta jest na pracy M.Pietronia “Measure-preserving countable dense homoge-
neity of the Hilbert cube”, Top. Appl. 160 (2013), 257-263.

Przypomnijmy, ze w 1987r. Michat Morayne udowodnit, ze dla danych dwoch
przeliczalnych gestych podzbioréw A, B przestrzeni euklidesowej R™, n > 1,
istnieje analityczny dyfeomorfizm h : R™ — R"™, zachowujacy n-wymiarows miare
Lebesgue’a taki, ze h(A) = B (sama wtasno$¢ przeliczalnej gestej jednorodnosci



przestrzeni euklidesowej R™ dla dowolnego n zostata udowodniona przez Brouwera
w 1913r. oraz, niezaleznie, przez Frechéta w 1910r.).

M.Pietront opiera dowodd Twierdzenia 2.4.7 na indukcyjnym kryterium zbiez-
nosci z pracy M.K.Forta w Pacific J. Math. 12 (1962) (ktore nastepnie zostalo
niezaleznie odkryte przez R.D.Andersona w pracy w Mich. Math. J. 14 (1967)).
Przedstawiona przez M.Pietronia konstrukcja ciagu zachowujacych produktowa
miare Lebesgue’a homeomorfizméw kostki Hilberta, zbiegajacych do zachowuja-
cego te miare homeomorfizmu przeksztalcajacego dany zbiér przeliczalny gesty
A na dany zbior przeliczalny gesty B, opiera sie na szeregu pomystowych, choé¢
technicznych lematéw o istnieniu homeomorfizméw IV zachowujacych produk-
towg miar¢ Lebesgue’a i spelniajacych pewne specjalne warunki. Istotna role
odgrywaja tez Lematy 2.3.1, 2.3.2 1 2.3.4 o istnieniu specjalnych zachowujacych
2-wymiarows miare Lebesgue’a homeomorfizmoéw plaszezyzny, badz kwadratu w
R?. Lemat 2.3.1 mowi, ze dla dowolnych punktow z,y € R? istnieje zachowujacy
miare homeomorfizm plaszczyzny na siebie przeksztatcajacy punkt x na y i be-
dacy identycznoscia poza kula o sSrodku w punkcie %(r+y) i promieniu d(z,y). Z
kolei Lemat 2.3.4 wykorzystuje m.in. twierdzenie J.Oxtoby’ego i S.Ulama z 1941
r. Dowdd glownego wyniku tej czesci pracy - Twierdzenia 2.4.7 - jest technicznie
dos¢ skomplikowany i wymaga znacznej inwencji.

Druga czesé pracy (Rozdziat 3) poswiecona jest dowodowi pewnej mocniejsze]
wersji wlasnosci przeliczalnej gestej jednorodnoscei dla ptaszczyzny euklidesowej i
opiera sie na (ztozonej do druku) pracy wspodlnej M.Pietronia i M.Morayne’a
“A stronger form of countable dense homogeneity of the plane”.

Glownym wynikiem Rozdziatu 3 jest Twierdzenie 3.3.1, gdzie rozwaza sie dwie
przeliczalne rodziny € = {C1,Cy, ...} 1 K = {K1, Ky, ...} podzbioréw plaszczy-
zny euklidesowej, ktorych srednice daza do zera, spetniajace nastepujace warunki:

(i) domkniecia zbioréw C; 1 K; sa continuami takimi, ze dla i # j, i,7 € N,
el(G;) N el{C)y = 1l = €l( &) 1 el (K ),

(ii) zbiory |JC i |JXK sg geste w R?,

(iii) dla kazdych dwoch zbioréw X,Y € CUX istnieje zachowujacy orientacje
homeomorfizm h przestrzeni R? na siebie taki, ze h(X) =Y.

Twierdzenie 3.3.1 orzeka, ze istnieje homeomorfizm [ przestrzeni R? na R?
taki, ze {f(C): C € €} =K.

Dowéd, wykorzystujacy pewne idee G.'T.Whyburna z pracy “Topological cha-
racterization of the Sierpiniski curve” z Fund. Math. 45 (1958) (ktory pokazal,
ze dla kazdych dwoch krzywych Sierpiriskiego X i Y w R? istnieje homeomorfizm
plaszczyzny na siebie, przeksztalcajacy X na Y'), rozbity jest na szereg lematow,
w bardzo pomystowy sposob wykorzystujgcych topologie pltaszczyzny.

Odnotujmy, ze w czesci tego dowodu na str. 21-23 jest pewna niescistosé (na
szczedcie nietrudna do naprawienia). Mianowicie autor pisze, ze mozna zalozyc,



ze C 1 X sa rodzinami podzbioréw pewnych kul otwartych G i H w R?, odpo-
wiednio, a nastepnie konstruuje przeksztalcenie f z gestego podzbioru clG w clH
i korzystajac z Lematu 3.3.12 przedtuza jednoznacznie f do homeomorfizmu calej
plaszezyzny, mimo, ze zalozenie gestosci dziedziny f w R? z Lematu 3.3.12 nie
jest spetnione.

Takze, klopotliwym utrudnieniem dla czytelnika jest podawanie w odsyta-
czach jedynie numeru pracy z bibliografii, bez cytowania konkretnych twierdzen
(patrz np. odsytacz do monografii K.Kuratowskiego ze strony 15). Praca zawiera
tez kilka ewidentnych literéwek (miedzy innymi na stronach 153, 15¢_7, 1615 i
1819).

Usterki te nie sg jednak istotne i moja ocena rozprawy jest bardzo pozytywna.

Konkluzja. Podsumowujac, uwazam, ze rozprawa doktorska Macieja Pietro-
nia zawiera nowe, interesujace wyniki, majgce pomystowe i zlozone technicznie
dowody, dotyczace ciekawe]j problematyki, przyciagajacej uwage wielu topologow.

Nie mam watpliwo$ci, ze ta bardzo dobra rozprawa doktorska spet-
nia ustawowo i zwyczajowo stawiane rozprawom doktorskim wymaga-
nia i wnioskuje o dopuszczenie magistra Macieja Pietronia do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.
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