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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Michala Kosa
Identyfikacja istotnych predyktoréw w duzych bazach danych.

Wiasnosci teoretyczne i zastosowania praktyczne.

Przedstawiana recenzja dotyczy rozprawy doktorskiej w przewodzie doktorskim mgr M.
Kosa otwartym w Instytucie Matematycznym Wydzialu Matematyki i Informatyki UWr i
napisanej pod kierunkiem prof. M. Bogdan.
Zakres tematyczny rozprawy Przedmiotem rozprawy sa metody selekcji istotnych (ak-
tywnych) predyktoréw w problemach regresyjnych, a bardziej konkretnie, kontroli inten-
sywnosci falszywych odrzucen FDR i mocy procedury SLOPE, zaproponowanej w pracy
Bogdan et al (2015). Procedura SLOPE dokonuje wyboru zmiennych aktywnych sposréd
p potencjalnych predyktoréw na podstawie rozwigzania problemu wypuklego inf,{l(b) +
P Nilbl@}, gdzie 1(b) jest pewna wypukla funkcjg straty, Ay > ... > A, > 0 jest cig-
giem ustalonych parametréw, a |bln) = .. > |b|;p) uporzadkowanym nierosngco ciggiem
wartodci bezwzglednych wspoétrzednych wektora b € RP. Gléwne wyniki teoretyczne pracy
dotyczace tych zagadnien dotyczg trzech sytuacji: ciggu modelu liniowych z kwadratowa
funkcjg straty z ustalong liczba p (twierdzenie 3.12), ciggu rzadkich modeli liniowych gdy
p — oo i jednoczesnie spetnione sa warunki rzadkosci dla liczby k aktywnych predyktoréw:
k/p — 01 k®logp/n — 0 (twierdzenie 3.30) i ciagu modeli logistycznych z logistyczng
funkcja straty dla ustalonego p (twierdzenie 3.50). Twierdzenia zachodza dla sytuacji pla-
nu losowego, gdy predyktory sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N(0,1/n),
gdzie n jest licznoscig proby, a ciag A; jest wybrany jako ciag odpowiednio przeskalowa-
nych kwantyli rozkladu normalnego rzedu 1 — ¢i/2p, gdzie 0 < ¢ < 1 jest ograniczeniem,
na ktérym chcemy kontrolowaé¢ FDR. W pierwszym przypadku autor uzyskal oszacowanie
limsup FDR < q(p—k)/p oraz ograniczenie dolne na moc II postaci liminf IT > (1—gq/2p)*,
w drugim twierdzenie o zbieznosci tych wielkosci odpowiednio do 01 1, a w trzecim przy-

padku wynik analogiczny do wyniku twierdzenia 3.12 dla FDR. Istotnym elementem pracy



sq rowniez dwa wyniki dotyczace wlasnosci SLOPE dla ogélnej funkcji straty [ (Lematy
3.113.2). W czesci praktycznej praca zawiera badania symulacyjne dotyczace zachowania
sie procedury selekcji SLOPE.

Ocena pracy. Uwagi ogélne. Procedura SLOPE oparta jest na podobnej metodologii co
procedury Holma, Benjaminiego-Hochberga i Benjaminiego- Yakuteliego w ktérych, w kon-
tekscie regresyjnym, ranguje si¢ predyktory wedlug swojej uzytecznoéci i kryteria uznania
predyktor za aktywny ustala si¢ tym bardziej restrykcyjnie im wyzszg range uzytecznosci
ma dany predyktor. Metodologia ta jest istotnie rézna od uzytej w innej metody selek-
cji predyktoréw opartej na adaptacyjnej metodzie LASSO, gdzie kara dla predyktora jest
zmniejszona, jedli wstepny esymator odpowiadajgcego mu wspéiczynnika wskazuje na jego
uzytecznoéé. Ostatnie prace (Su i Candes (2016) i Bellec et al (2018)) pokazujg, ze pro-
cedura SLOPE, ktéra zostala wprowadzona jako procedura selekeji kontrolujaca FDR ma
réwniez bardzo dobre wlasnoéci estymacyjne i predykcyjne otrzymywane bez koniecznosci
wykorzystania parametréw bazujacych na nieznanych parametrach modelu, typu para-
metr k lub minimalna wartoéé aktywnych wspéiczynnikéw. Tematyka rozprawy dotyczy
wigc nowoczesnej i intensywnie badanej tematyki.

Praca doktorska mgr M. Kosa prezentuje wysoki poziom techniczny i wymagata od autora
duzej wytrwalodci i konsekwencji w przeprowadzeniu dowodéw. Na podkreélenie zastuguje
fakt, ze rozwazany plan eksperymentu w modelu regresyjnym jest losowy, co stwarza inne
i czesto powazniejsze problemy techniczne niz w przypadku gdy zaktada sie, ze predyktory
sy deterministyczne. Autor rozwigzuje istotny problem dotyczacy nowej i obecnie inten-
sywnie badanej tematyki - jest to niewatpliwy sukces doktoranta. Za najbardziej istotne w
pracy uwazam twierdzenia 3.12 i 3.30 dotyczace modelu liniowego oraz lematy 3.1 i 3.2 po-
dajace dla ogélnej funkcji straty charakteryzacje faktu, ze zbiér £ = {i : Bsropri # 0} =7
oraz ﬁSLopE'; # 0 przy zachodzeniu { = r. Fakty te stanowig podstawe do oszacowania
FDR w gléwnych twierdzeniach pracy.

Praca napisana jest bardzo starannie, z duzg dbalodcig o szczegdly techniczne. Jednak-
ze nie udalo sie autorowi unikngé pewnych probleméw technicznych, ktére powoduja, ze
twierdzenia 3.47 i 3.50 wymagaja wzmocnienia zatozen dla zachowania poprawnosci tezy
(por. uwagi wymienione ponizej). Ze wzgledu na stopiefi skomplikowania dowodéw, autor
podaje przed dowodami formalnymi -co pomocne- ich zarys uzupeiniony o dyskusje glow-
nych krokéw dowodowych.



Badania symulacyjne wskazuja na stosunkowo dobrg kontrole FDR przez procedure SLO-
PE: problemy pojawiaja si¢ przy wiekszym k (k = 50) i n < 1000, czyli dla trudniejszych
modeli. Trzeba réwniez tu zauwazyé, ze losowe plany rozpatrzone w pracy sg bliskie pla-
nom ortogonalnym: dodatkowe trudnosci w selekeji pojawiaja sig przy niebadanych w pracy
istotnych zaleznosciach miedzy grupami predyktordw.

Ponizsze problemy uwazam za istotne:

1. Dowdd twierdzenia 3.47 zawiera istotnag luke zwigzang z faktem, ze (por. str. 79) musimy
udowodnié, ze P(infyes(r, o) A(b) > 0) > 1 — 17, a nie P(h(b) > 0) > 1 — 7 dla kazdego
b € S(ry,b°). Teza twierdzenia jest prawdziwa przy mocniejszym zalozeniu E||X||3 < oo
(poprawa dowodu dokonana przez doktoranta). Dla planu normalnego rozpatrywanego pra-
cy zaltozenie to implikuje ograniczono$é p (liczby potencjalnych predyktoréw). Podobnego
wzmocnienia zalozen trzeba dokona¢ w twierdzeniu 3.50 (poprawa dowodu dokonana przez
doktoranta), chyba ze zalozy sie, ze dane generowane sg z ustalonego modelu logistycznego,
ktoérego wspdlczynniki nie zmieniajg sie z wraz z n.

2. W drugiej czesci tw. 3.12 i tw. 3.30 oszacowanie z géry na moc jest uzyskane przez
szacowanie prawdopodobiefistwa Pyypeer = P(t C Q wyboru nadzbioru zbioru zmiennych
aktywnych t = {i : 3 # 0} i wykorzystaniu zaleznodci Pyypser < II. Zaréwno Pyypeer — 1
jak i FDR — 0 sa implikowane przez zgodno$é selekcji P(f = t). W pracy przydalby sie
komentarz na temat zaleznosci miedzy tymi miarami.

3. W czesci numerycznej SLOPE jest poréwnywany tylko z nie najsilniejszymi konkuren-
tami: z procedurg Benjaminiego-Hochberga, ktéra w modelu liniowym stabo kontroluje
FDR, jak i podstawows procedura Lasso (bedaca przypadkiem szczegdlnym SLOPE). Cie-
kawsze byloby poréwnanie SLOPE z metodami selekcji opartymi na innej metodologii, np.
na wspomnianym powyzej adaptacyjnym Lasso.

4. W pracy wyczuwalna jest pewna nierdwnowaga: z jednej strony, co bardzo pozytywne,
autor bardzo szczegblowo przedstawia dowody, natomiast staje sie bardzo lapidarny, wrecz
bourbakowski, gdy chodzi o intuicje i metodologie samej procedury SLOPE, jej wlasnosci
oraz procedur pokrewnych (np. cze$é zwigzana z Lematami 3.1 i 3.2). Oczywidcie praca
jest obszerna, ale powinna znalez¢ si¢ w niej referencja do pracy Bunea i inni (JSPI, 2006)
w kontekscie procedury BH dla modelu liniowego. Réwniez praca Bellec et al (AS, 2018)
cytowana jest tylko w kontekscie doboru parametréw A;, choé jest ona istotna réwniez z

powodu rozpatrzenia w przypadku SLOPE bardziej ogélnych planéw deterministycznych



niz plany ortogonalne. Powstaje w zwigzku z tym naturalne pytanie, czy pewne wyniki z
pracy nie datyby sie uzyska¢ przez warunkowanie macierzg planu X i wykorzystanie wyni-
kéw dla planu deterministycznego. )

5. W doktoracie pominigty jest i nieopatrzony zadnym komentarzem problem estymacji
odchylenia standardowego o (co dla p > n nie jest oczywistym problemem) i wplywu tej
estymacji na wyniki w pracy.

6. Plan eksperymentu, w ktérym predyktory sa o niezaleznymi zmiennymi normalne o tym
samym rozkladzie jest czesto rozpatrywany jako przyklad planu losowego. Nie zmienia to
faktu, e taki plan on mocno ograniczajacy, gdyz jest losowym odpowiednikiem planu orto-
gonalnego, dla ktérego problem selekcji zmiennych bardzo istotnie sie upraszcza. W pracy
przydalby si¢ komentarz, lub badanie symulacyjne, jak inny rozktad brzegowy zmiennych
(np inny niz normalny rozklad subgaussowski), a przede wszystkim zaleznoéé miedzy pre-
dyktorami wplywa na jakoéé metody.

Uwagi drobne

1. Pierwsza nieréwnoé¢ na str. 14 jest na tyle nieoczywista, ze nosi nazwe tw. Hardy’go-
Polyi-Littlewood’a;

2. str.12. W przypadku gdy p > n zbiér S nie musi byé wyznaczony jednoznacznie. Brakuje
dyskusji, kiedy tak jest;

3. (3.10): korzysta si¢ bez komentarza z ciaglosci wartoéci wtasnych;

4. Lemat 3.20: H, zostal zdefiniowany jako podzbiér RP, a nie rozszerzonej przestrzeni RP,
gdzie R = RU {oo}. Formalnie lemat nie jest prawdziwy;

5. (3.12): 8, = s,/n/? pray zalozeniach twierdzenia jest dowolnym ciggiem zbieznym do 0
i tak byloby prosciej go oznaczy¢;

6. R6wnosé ||bse — b%.|| = ||b — b°]| nie jest wykorzystana w przejéciu (3.18) do (3.20).
Wystarczy w tym miejscu oczywista nieréwnosé ||bse — b2 || < ||b — 8°||;

7. (3.33): Supp(b®) C S* z definicji. Sformulowanie (3.33) i nastgpne w dowodzie sg nad-
miarowe;

8. (3.26): korzysta si¢ z definicji zbioru Q,, ktéra pojawia sie kilka stron dalej;

9..(3.41) korzysta sie z zaleznoéci A= ~ (logp/k*q)'/2, ktéra pojawia sie explicite kilka
stron dalej;

10. str. 59: pominiete o w kilku wzorach dla A,;

11. dowdd lematu 3.2: warto tu zauwazyé, ze technika malej perturbacji zastosowana w




tym dowodzie jest zblizona do dowodéw wiasnosci dla Lasso (istnienie rozwigzania o no-
$niku licznosci nie wiekszej niz n;

12. Literéwki i niezrecznosci jezykowe: 315: powinno by¢ y/n zamiast 1 w dwéch miejscach;
822: brak transpozycji, definicja u pod (3.61): ||b— b°|| zamiast ||b — b°|[?; *str. 11: powinno
by¢ ’is positive regression dependent’ zamiast ’ has positive regression dependence’; 578
'shall’” a nie will’ (!).

Dodatkowe zalozenie prowadzace do uzdrowienia tw. 3.47 i 3.50, o ktérych mowa po-
wyzej, jest dosy¢ ograniczajace, gdyz implikuje koniecznosé zatozenia skoniczonosci liczby
potencjalnych predyktoréw, wydaje sie, Zze poprawienie twierdzenia 3.47 mozna uzyskaé
stosujac metody z pracy Fan i inni (2014). Natomiast, jak pisalem powyzej, twierdzenia

3.12 1 3.30 oraz eleganckie lematy 3.1 i 3.2 uwazam za istotne osiggniecie pracy.

Konkluzja Jestem przekonany, ze mimo niedociggnie¢ rozprawa doktorska mgr M. Kosa
spelnia z nadmiarem warunki stawiane rozprawom doktorskim w dziedzinie nauk $cistych i
przyrodniczych, dyscyplina matematyka i wnioskuje o dopuszczenie go do dalszych etapéw

przewodu doktorskiego.
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