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Recenzja
rozprawy doktorskiej mgr Agaty Ilnickiej
pt. n,Stochastyczne metody punktu siodlowego w modelowaniu rezerw”

Uwagi ogoélne. Rozprawa doktorska mgr Agaty Ilnickiej napisana jest w jezyku polskim, liczy
61 stron, sklada si¢ z cazterech rozdzialéw oraz bibliografii liczacej 34 pozycje. W bibliografii
znajduja si¢ dwie prace wspdlne z promotorem [33,34], opublikowane w cenionych czasopismach
matematycznych Journal of Applied Probability oraz Applicationes Mathematicae.

Przedmiot rozprawy. Motywacja do przedstawionych w rozprawie badan jest potrzeba wy-
ceny przysziych zobowigzarn towarzystwa ubezpieczeniowego oraz szacowanie rezerw na pokrycie
tych zobowigzan. W éwietle dyrektywy Solvency 1I, takie oszacowania musza by¢ wyznaczone
przez kazdego ubezpieczyciela, jest to wigc zagadnienie bardzo aktualne oraz wazne.

W literaturze znalezé mozna wiele réznych modeli matematycznych stuzacych do modelowa-
nia przyszlych zobowigzan. Chyba najczeSciej stosowang w praktyce jest metoda chain ladder
oparta na trojkatach szkodowych [19,20]. We wstepie rozprawy podane sg réwniez szczegbélowe
referencje do innych metod modelowania rezerw, zwlaszeza tych stochastycznych [21-25]. Zesta-
wienie to pokazuje, ze rozwazane w doktoracie zagadnienia sg bardzo aktualne, co wigcej, zajmuja
sie nimi czolowi probabiliéci pracujacy w wiodacych zagranicznych osrodkach naukowych, m.in.
T. Mikosch oraz G. Samorodnitsky.

W jezyku matematycznym, wyznaczanie asymptotyki rezerw sprowadza si¢ do badania wla-

snoéci rozkladu warunkowej zmiennej losowej

N
i=1

gdzie N jest zmienna losowg przyjmujaca wartosci w Ng (zazwyczaj ma ona rozklad Poissona),
natomiast X3, Xa, ... jest ciggiem niezaleznych, nieujemnych oraz calkowito-liczbowych zmien-
nych losowych. Zaktada si¢ dodatkowo niezaleznosé ciggu {X,} od zmiennej losowe] N.

Gléwne wyniki rozprawy dotycza asymptotyki dla wyrazen P (Zév:l X; = k) ,E (N I Z;V:l X;= k)
oraz Var (N ’ Z;-V:l X; = k:) gdy k — o0, z wykorzystaniem metody punktu siodtowego. Wyniki
te z kolei pozwalaja wyznaczy¢ wzory aproksymujace wielkoéci rezerw towarzystwa ubezpiecze-

niowego.



Na uwage zastuguje réwniez fakt, ze przedstawione w rozprawie wyniki teoretyczne znajduja
zastosowanie w klasycznych zagadnieniach kombinatorycznych. Mianowicie, dla przypadku roz-
kladéw poissonowskich asymptotyczne zachowanie wyrazenia P (Z;\_’__l X; = k) pozwala podaé
wzor aproksymujacy n-ta liczbe Bella, ktéra definiowana jest jako liczba wszystkich partycji

zbioru n-elementowego.

Opis wynikéw rozprawy. Pierwszy rozdzial pracy rozpoczyna si¢ wprowadzeniem do zagad-
nienia wyznaczania rezerw w ubezpieczeniach. Podana jest szczegolowo literatura dotyczaca tego
tematu oraz najpopularniejsze modele matematyczne. W drugiej czesci rozdziatu przedstawione
sa najwazniejsze wyniki z pracy [34], w ktorej autorka wspolnie z promotorem wyznaczyla pewne
wlasnosci asymptotyczne rozkladu zmiennej losowej (1) dla przypadku, gdy N oraz X; maja roz-
ktad Poissona z odpowiednimi $rednimi. W tym celu wykorzystane zostaly metody analityczne
inspirowane praca [18]. Gléwnym wynikiem tej czesci rozprawy jest Twiedzenie 1.1, w ktérym
udowodniono, ze
E(Ng) ~ A°(k + 1),

As(k +1)?
Ack+1)+k

Tutaj funkcja A(k) jest rozwiazaniem réwnania

A%mkg(fgﬂ)zk,

Var (N) ~

natomiast ¢ > 0 jest pewna stals.

W rozdziale drugim autorka wykorzystuje metode punktu siodlowego do wyznaczenia asymp-
totyki wyrazen P(A = k) oraz E (n(N )’A = k:), gdzie A = N, X;, n to pewna funkcja deter-
ministyczna, N ma rozklad Poissona oraz {X;} jest ciggiem iid niezaleznym od N. Zaklada si¢
réwniez, ze funkcja k(s) = log(Eexp(sA)) jest funkcjg stroma. Wykorzystywana tutaj wersja
metody punktu siodlowego zaproponowana zostala po raz pierwszy w pracy [8] do aproksymacji
ogondéw zlozonego procesu Poissona.

Najciekawszym i kluczowym pomystem wykorzystanym w tej czesci rozprawy bylo wprowa-
dzenie nowej rodziny miar P, w szczegblnoSci miary PP, gdzie # = O(k) jest punktem siodlowym,
bedacym rozwigzaniem réwnania

EA = (@) = k.

Pytanie, jakie nasuwa si¢ W tym momencie, to czy mozna co§ wigcej powiedzie¢ o miarach P*?
Czy mozna np. podaé ich gestosé¢ wzgledem miary P?

Okazalo sie, 7e dla nowej miary P? w wielu przypadkach w elegancki sposéb mozna wyznaczy¢
asymptotyke P?(A = k), co z kolei daje wyniki asymptotyczne dla wyjsciowej miary P. 1 tak w
Twierdzeniu 2.3, przy dodatkowym zalozeniu, ze X; majg ograniczony noénik, udowodniono, ze

)

0 — ~ —
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i konsekwencji
P(A= k) ~ %ea(é(e)—n—ko.

Tutaj 6 = —\/——1—=, B to funkcja tworzaca momenty X;, natomiast a to $rednia zmiennej losowe]
x(2)(6)

N. Skomplikowany technicznie dowod tego twierdzenia wykorzystuje wzor odwrotny dla funkcji

charakterystycznej.

W Twierdzeniu 2.4 oraz Wniosku 2.4 zaklada sig, ze dla ciagu zmiennych losowych Yi (o
tym samym rozkladzie co zmienna losowa A wzgledem miary IP?) zachodzi centralne twierdzenie
graniczne (Yj — ax)/bk 4N (0,1) oraz ze funkcja prawdopodobiefistwa ak(l) = P(Yy = 1) jest
logarytmicznie wklesta. W takim przypadku udowodnione zostaly nastepujace asymptotyki
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i stad
8 o)1)
]p(Azk)N\/__2__7_re (6)-1)—k6

Powyzsze wyniki pozwolily w niektorych przypadkach wyznaczyC asymptotyke E (N lA = k)
(Twierdzenie 2.5).

Bazujac na wezesniejszych rezultatach, autorka sformutowata dwie hipotezy dotyczace asymp-
totyki P(A = k). [ tak w Hipotezie 2.1 zaproponowano, ze

Ty
P(A = k) ~ —\/2_—7?.3“(5(") DR (14 39/24 - 573/24 + 70(1)) ,

gdzie v = al—l/z(_é('i;)-l()—o(;i))l—ﬁ. Hipoteza 2.3 wskazuje na asymptotyke

P(A = k) ~ \/%ea@(")-l)—k" (1 _ -11—2(aB(0))_1 + (aB(e))-3/20(1)) .

Prawdziwoséé powyzszych hipotez w pelnej ogolnosci to w dalszym ciggu otwarty problem.

Rozdzial drugi koricza przykiady konkretnych rozkladéw oraz odpowiadajace im jawne wzory
na asymptotyke badanych wielkosci oraz nawiazanie do klasycznych zagadnienien kombinatorycz-
nych dotyczacych liczb Bella.

Rozdzial trzeci ma charakter aplikacyjny. Zaproponowany w nim zostal nowy model stocha-
styczny wyceny rezerw. W Twierdzeniu 3.1 oraz Wniosku 3.1 podany zostal wzor na predyktor
wartoéci tych rezerw. Wniosek 3.2 to wzor na drugi moment badanego rozktadu. Nalezy pod-
kregli¢ trudne technicznie rachunki przeprowadzone w dowodach tych wynikéw. W oparciu o
dowdd na istnienie punktu siodlowego (Lemat 3.1) podana zostala réwniez hipoteza dotyczaca
asymptotyki predyktora.

W ostatnim rozdziale autorka przedstawia metody numeryczne, ktore z powodzeniem moz-
na zastosowaé do wyznaczenia czesto niejawnych wyrazen z poprzednich czgsci pracy. Metody

te opierajg si¢ gtownie na szybkiej transformacie Fouriera i daja zadowalajace wyniki. Nalezy
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podkregli¢ znaczenie tego rozdziatu z punktu widzenia praktycznych zastosowan wprowadzonego
modelu wyceny rezerw.

Znaczenie tematyki i ocena wynikéw. Z punktu widzenia teorii prawdopodobieristwa naj-
istotniejsze wyniki uzyskane zostaty w rozdziale drugim. Dotycza one asymptotycznych wlasnosci
zlozonych rozkladéw Poissona i wnoszg nowy istotny wktad do tej teorii. Nalezy podkresli¢, ze
z analiz numerycznych wynika, iz uzyskane przez autorke asymptotyczne wyrazenia na wartosé
oczekiwang ENj, zbiegaja znacznie szybciej w poréwnaniu z wynikami uzyskanymi przez innych
autorow. W sposéb naturalny pojawia si¢ tutaj pytanie o szybkosé zbieznosci tych asymptotyk.

Na uznanie zastuguje rowniez aplikacyjna czes¢ pracy. Autorka zaproponowata nowy model
wyceny rezerw. Dla modelu tego wyprowadzone zostaly wzory na predyktor dla tych rezerw.
Podane zostaly efektywne metody numeryczne, ktére mozna wykorzystaé do wyznaczenia kon-
kretnych wartosci dla badanego modelu. Oznacza to, ze wprowadzony model z powodzeniem
moze by¢ wykorzystywany w praktyce.

Tematyka jest aktualna (interesuje si¢ nig wielu czolowych probabilistéw w Polsce i za gra-
nicg) oraz rozwojowa. Do weryfikacji pozostajg m.in. kluczowe hipotezy zaproponowane w roz-
prawie.

Opanowanie metod matematycznych wykorzystanych w rozprawie wymagato od autorki spo-
rego wysitku. W przeprowadzonych dowodach autorka musiala wykazaé si¢ duza sprawnoécig
rachunkows oraz bardzo dobra znajomoscig teorii prawdopodobiefistwa. Réwniez pomysty na
przeprowadzenie niektérych dowodéw budza moje uznanie, przede wszystkim kluczowy pomyst
na zastosowanie odpowiedniej nowej miary prawdopodobiefistwa wykorzystujacej punkt siodlo-
wy.

Rozprawa jest zredagowana starannie i czytelnie. W pracy znalaztem sporg liczbe literowek,
ale nie miaty one wplywu na poprawnos¢ przeprowadzonych rozumowan. W niektérych przy-
padkach sledzenie dowodéw wymagalo duzej koncentracji, czasem wielokrotnego czytania, co
wynikalo przede wszystkim z ich technicznego charakteru. Jednakze kluczowe przejscia dowodo-
we byly dokladnie wyjasnione.

Konkluzja. Podsumowujac stwierdzam, ze rozprawa mgr Agaty Ilnickiej spelnia wszystkie wa-

runki ustawowe i zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie jej do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Maven Mopheau



