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Recenzja rozprawy doktorskiej
mgr. Agnieszki Hejny

Rozprawa doktorska Agnieszki Hejny, napisana w jezyku angielskim i zaty-
tutowana Harmonic analysis and Hardy spaces in the rational Dunkl setting (pol-
ski tytut: Analiza harmoniczna i przestrzenie Hardy’ego w kontekscie dunklowskim
oparta jest na serii wynikow, uzyskanych przez autorke w az dziewieciu artykutach
i preprintach cytowanych w rozprawie. Wspétautorem szesciu z nich jest promo-
tor, Jacek Dziubanski (w jednym przypadku takze wspdlnie z J.-P. Ankerem). Z ob-
szernego, kilkustronicowego o$wiadczenia Jacka Dziubanskiego o wspétautorstwie
wynika, ze jego wspotpraca z Agnieszka Hejna trwa od 2015 roku i ma, w mojej oce-
nie, bardzo naturalny, wrecz modelowy charakter wspdtpracy promotora z dok-
torantem / doktorantka: czesto jest tak, ze promotor moéwi, co zapewne mozna
udowodnic i jakie poszlaki lub argumenty o tym Swiadczg, a doktorant wspdlnie
z nim lub samodzielnie wktada ogrom pracy w sprawdzenie, ze przewidywania lub
hipotezy promotora dajg sie zamieni¢ w Sciste dowody. Te prace, ktore zgodnie
z bibliografig rozprawy juz sg opublikowane, ukazaty sie w bardzo dobrych i do-
brych czasopismach: J. Fourier Anal. Appl., J. Funct. Anal., Math. Nachrichten, Stu-
dia Math. W chwili, gdy pisze te recenzje, opublikowana w J. Fourier Anal. Appl. jest
takze samodzielna praca autorki, wymieniona w bibliografii rozprawy jako [70].

Sama rozprawa liczy sobie viii + 205 ponumerowanych stron. Ma 14 roz-
dziatow, podzielonych miedzy cztery czesci, oraz bibliografie ztozong ze 133 pozy-
cji. Jest to solidna, sredniej objetosci monografia.

Nawet w Swietle samych powyzszych informacji, a tym bardziej po lekturze,
nie mam najmniejszych watpliwosci, ze rozprawa przedstawiona przez Agnieszke
Hejne spetnia z duzg nawigzkg komplet formalnych wymagan z art. 186-187 Ustawy
Prawo o Szkolnictwie Wyzszym i Nauce z 20 lipca 2018 r.
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Przejde teraz do zwieztego omodwienia zawartosci rozprawy. Operatory Dun-
kla, badane od nieco ponad 30 lat, sg zdefiniowane jako zaburzenia pochodnych
kierunkowych przez operatory roéznicowe, zwigzane z systemami pierwiastkow i
dyskretnymi grupami odbi¢, patrz (2.14) w rozprawie. Zwigzana z nimi teoria Dun-
kla jest uogdlnieniem analizy fourierowskiej i harmonicznej, motywowanym m.in.
przez analize na grupach Liego i przestrzeniach symetrycznych.

W pierwszej czesci rozprawy, autorka bada oszacowania translacji Dunkla
réznych funkgji. Pojawiajg sie oszacowania jadra h:(x,y) potgrupy generowane;j
przez laplasjan Dunkla Aj = ZTJ?, gdzie sz sg dunklowskimi odpowiednikami
zwyktych pochodnych czastkowych 9, ., a takze oszacowania dunklowskich trans-
lacji funkcji o zwartych no$nikach, konieczne w dalszych czeSciach rozprawy.

Druga czesc rozprawy, najdtuzsza, obejmujaca rozdziaty 5-9 i okoto 70 stron
tekstu, stanowi w istocie petny i gruntowny wyktad odpowiednikéw zasadniczych
rozdziatow klasycznej analizy harmonicznej w R™, tylko w ogélniejszym i trudniej-
szym technicznie ujeciu dunklowskim. Pojawiajg sie wiec:

e Oszacowania dla funkcji maksymalnej: stabego typu (1,1) i w przestrzeniach
LP(dw), gdzie dw oznacza naturalng miare (z wielomianowg gestoscig) wy-
znaczong przez dany system pierwiastkow;

e Odpowiednik klasycznego twierdzenia mnoznikowego Hormandera (patrz
Twierdzenie 6.4);

e Oszacowania stabego typu i w L?(dw) dla operatoréw catkowych singular-
nych typu splotowego (patrz rozdziat 7), z dowodami prowadzonymi wedtug
schematu znanego z klasycznej sytuacji euklidesowej;

e Oszacowania funkcji kwadratowych typu Littlewooda-Paley z géry i z dotu
(twierdzenia 8.5 i 8.8);

e Wreszcie, oszacowania jader catkowych dla pétgrup generowanych przez la-
plasjan Dunkla i ogdlniej, sumy parzystych poteg operatoréw Dunkla 7j.

Catosc¢ tej czesci to prezentacja wynikow wspdélnych z promotorem, zawartych w
pracach [44]-[48].

Trzecia czeSc rozprawy, rozdziaty 10i 11, to teoria przestrzeni typu Hardy'ego
zdefiniowanych w sytuacji dunklowskiej; dowodzone sg odpowiedniki znanych w
klasycznej sytuacji dwoch charakteryzacji rzeczywistych przestrzeni Hardy'ego —
przez catkowalnos¢ odpowiedniej funkcji maksymalnej i przez rozktad atomowy;
autorka rozwaza tez odpowiedniki lokalnych przestrzeni Hardy’ego h?, wprowa-
dzonych przez Goldberga.

Ostatnia, czwarta cze$¢ rozprawy to badanie operatoréw Dunkla-Schrédingera
(laplasjan Dunkla plus mnozenie przez potencjat), dla potencjatéw spetniajgcych
rodzine tzw. odwrotnych nieréwnosci Héldera z odpowiednio duzym wyktadni-
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kiem, a takze przestrzeni typu Hardy'ego definiowanych przez takie operatory. W
jakiejs mierze ta cze$¢ rozprawy stanowi kontynuacje i uogélnienie wczesniejszych
prac Dziubanskiego i Zienkiewicza. Ta czeS¢ rozprawy oparta jest o indywidualne
prace autorki [70] i [71], wymienione w bibliografii jako preprinty z lat 2019-2020;
jak napisatem wczesniej, jedna z nich jest juz opublikowana wJ. Fourier Anal. Appl..

W moim odczuciu sam materiat czesci czwartej bytby w petni wystarczajacy
na doktorat.

Widac z powyzszego omowienia, ze jest to (raczej) rozprawa, gdzie w istot-
nie nowej sytuacji buduje sie rozlegty odpowiednik znanej, klasycznej, trudnej teo-
rii, a nie rozwigzuje mniej czy bardziej znany problem. Chce podkresli¢, ze nie
chodzi tu w zadnym razie o proste uogdlnienia: cata rozprawa stanowi bardzo
mocne Swiadectwo zaréwno zdecydowanie ponadprzecietnej matematycznej eru-
dycji i dojrzatosci autorki, jej biegtosci technicznej i pomystowosci, jak i jej najlepiej
pojetej naukowej pracowitosci, w tym zdolnosci do samodzielnego poruszania sie
w gigantycznie rozlegtej literaturze. Tekst jest napisany przejrzyscie i dojrzale. Pod-
czas lektury nie znalaztem btedéw matematycznych, a wymienianie ewentualnych
pomniejszych usterek stylu tekstu matematycznego w jezyku, ktéry nie jest pierw-
szym jezykiem ani dla autorki, ani dla recenzenta, nie ma w takiej recenzji gteb-
szego sensu. Moja najpowazniejsza uwaga krytyczna jest taka, ze tekst bytby lep-
szy i jeszcze bardziej imponujacy, gdyby wzbogaci¢ go o mozliwie liczne przyktady:
proste przyktady konkretnych operatoréw Dunkla (i ich zachowania) dla réznych
systemow pierwiastkdw, mocniej zaznaczajgce r6zne motywacje do rozwazania ta-
kich operatoréw - takze te, ktore wyrastajg poza analize harmoniczng i pozwalajg
w szerokiej perspektywie ocenic jej miejsce w matematyce. Prosze to jednak trak-
towac jako marzenie recenzenta, ktérego spetnienie nie jest konieczne do tego,
zeby moja ocena rozprawy byta jednoznacznie i gteboko pozytywna, petna sza-
cunku dla autorki, jej talentu i jej osiggniec.

Podsumowujac, stwierdzam z peltnym przekonaniem, ze rozprawa dok-
torska Pani mgr. Agnieszki Hejny przekracza wszystkie ustawowe i zwycza-
jowe wymagania, stawiane takim rozprawom. Wnosze o dopuszczenie au-
torki do dalszych etapow postepowania o nadanie stopnia doktora, a takze
0 uznanie rozprawy za wyrdézniajaca.
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