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Wstep

Analiza funkcjonalna, to dziedzina matematyki, ktora juz od poczatku lat
30-tych, gdy powstawala, byla entuzjastycznie przyjmowana przez matematy-
kow. Wielbicielom dawala nowy jezyk matematyczny i nowe, atrakcyjne narzedzie
pracy. Dawala im tez nowa perspektywe patrzenia na matematyke.

Dzis stale jeszcze jest atrakcyjna, cho¢ zostata juz nieco nadwatlona przez
upltywajacy czas. Przyjeta tez tytul dziedziny ,klasycznej”. Osobiscie uwazam, ze
po drobnych korektach urody i przy dobrym makijazu moze by¢ jeszcze bardzo
pociagajaca — szczegolnie dla studentow, ktorzy jej wezesniej nie znali.

Skrypt niniejszy zostal opracowany na podstawie materialéw i notatek z wy-
ktadéw analizy funkcjonalnej, ktore prowadzitlem przez wiele lat na Uniwersyte-
cie Wroctawskim. Zostal on uzupetniony o zadania i ¢wiczenia do samodzielnego
rozwiazywania. Wskazéwki do zadan 1 ich rozwiazania mozna znalez¢ na koncu
skryptu. Niestety w trakcie opracowywania przypadkowo ulegly przetasowaniu
i mimo prob nie udalo mi sie ustawi¢ ich w kolejnosci numerow, za co bardzo
serdecznie przepraszam.

Zakres materiatu i poruszanych zagadnien w zasadzie odpowiada programowi
typowego wyktadu analizy funkcjonalnej. Potocznie méwiac jest to ,, Elementarz”
i ,pol podrecznika do drugiej klasy”. Tych, ktérym nie wystarczy ta dodatkowa
spotowka” odsylam od razu do innych, lepszych podrecznikow analizy funkcjo-
nalnej. Spis takich podrecznikéw zamiescilem na koncu skryptu.

Poniewaz do $ledzenia rozumowan i rozwiazywania zadan potrzebna jest pewna
wiedza z innych dziedzin matematyki, analizy matematycznej, algebry liniowej,
teorii funkcji zmiennej zespolonej, topologii oraz teorii miary 1 funkcji rzeczywi-
stych, dodatek na koncu skryptu zawiera zestaw koniecznych faktow i twierdzen,
podanych z dowodami lub odsytaczami do literatury.

Tadeusz Pytlik

Wroctaw, grudzien 2000



ROZDZIAL I

PRZESTRZENIE BANACHA

Przestrzenie unormowane

Podstawowe wlasnosci

Funkcje rzeczywista || || na przestrzeni liniowej X nazywamy norma, jezeli

L [[0]f =0 |lz[[ >0 gdy = #0,

2. e+l < el + bl (podaddytywnosd),

3. ||[Az|| = |Al||z|| (jednorodnosé).
Przestrzen liniowa, w ktorej okreslona jest norma nazywamy przestrzenia li-
niowa unormowana (lub krétko przestrzenia unormowana). Czesto dla pod-
kreélenia, co jest norma w przestrzeni liniowej X, bedziemy pisa¢ (X, || ||)-

Norma w przestrzeni liniowej X wyznacza metryke wzorem

p(e,y) = [z =y

W ten sposob przestrzen unormowana staje sie przestrzenia topologiczna me-
tryczna. llekro¢ bedzie mowa o wtasnosciach topologicznych przestrzeni unormo-
wanej (X, || ||), chodzi o topologie zadana metryka p.

Przestrzen unormowana zupelna nosi nazwe przestrzeni Banacha.

7 okreslenia normy wynika, ze dodawanie wektoréow w przestrzeni unormowa-
nej 1 mnozenie ich przez skalary sa operacjami ciagtymi. Ponadto:

1.1. FAKT. Domkniecie podprzestrzeni liniowej przestrzeni unormowanej jest pod-
przestrzeniq liniowg a domknieta podprzestrzen liniowa przestrzeni Banacha jest
przestrzeniq Banacha.

Glownym obiektem naszych zainteresowan beda przestrzenie Banacha. Zupel-
nosc¢ przestrzeni pozwala przy badaniu zbieznosci ciagu sprawdzac tylko warunek
Cauchy’ego.
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1.2. TWIERDZENIE. Kazdq przestrzen unormowang mozna uzupelni¢ do prze-
strzeni Banacha.

Dowod: Niech X bedzie przestrzenia unormowana a X jej uzupelieniem me-
trycznym (patrz ?7?), tzn. zbiorem klas réwnowaznosci ciagéw Cauchy’ego. W X
mozna okresli¢ strukture liniowa kladac

Hand] + Hund] = Hen +und]s A{za}] = [{A2nl]

1 norme

[[{znd] || = lim fJzn]l. [

UwAGA. Udowodnimy pézniej (wniosek ?7?), ze w przestrzeni liniowe] so ciagow,
dla ktorych tylko skonczenie wiele wyrazow jest roznych od zera, nie da sie wpro-
wadzi¢ normy tak, by byta w niej przestrzenia zupehma.

Szereg >~ | &, wektoréw przestrzeni unormowanej nazywa sie zbiezny, jezeli
zbiezny jest ciag jego sum czeSciowych s, = x1 + 22 + ... + x, 1 nazywa sie
bezwzglednie zbiezny, jezeli > 7, ||zn]] < co.

1.3. ZADANIE. Na to, by przestrzen unormowana X byla zupelna potrzeba i
wystarcza, by kazdy szereg bezwzglednie zbiezny byl zbiezny.

1.4. CWICZENIA.
1. W kazdej przestrzeni liniowe] mozna okresli¢ norme.

2. Kazdy ciag Cauchy’ego elementow przestrzeni unormowanej jest ograni-
czony.

3. W kazdej niezerowej przestrzeni unormowanej istnieje szereg zbiezny, ktory
nie jest bezwzglednie zbiezny.



Przyklady przestrzeni Banacha 7

Przyklady przestrzeni Banacha

Podamy tu kilka przykladéw typowych przestrzeni Banacha.

1.5. PRZYKLAD. Zbiér b wszystkich ograniczonych ciagdéw liczb zespolonych
{zn}72, ze zwyklym dodawaniem ciagéw i mnozeniem ich przez skalary oraz
norma

Hzn}loe = sup feal

tworzy przestrzen Banacha.

Jest oczywiste, ze b jest przestrzenia liniowa oraz, ze || ||oo jest norma. Uza-
sadnienia wymaga jedynie zupelnosé przestrzeni b. Jezeli {zl}, {22}, ... jest
ciagiem Cauchy’ego w b, tzn. dla kazdego ¢ > 0 istnieje takie kg, ze

(1.1) sup |zh — 2™ < e
n

dla wszystkich k,m > ko, to dla kazdego n = 1,2,3,... ciag x), 22, 23,... jest

liczbowym ciagiem Cauchy’ego, jest zatem zbiezny do pewnej liczby zespolonej
&p. Przechodzac w nieréwnoéci (1.1) do granicy przy m — oo otrzymujemy

(1.2) sup [¢F — 2,] <e.
n

Whioskujemy stad, ze {x,} jest ciagiem ograniczonym i ze jest granica ciagu
{zL}, {22}, ... w normie przestrzeni b.

1.6. ZADANIE. Pokazac, ze zbiory ¢ wszystkich ciagoéw zbieznych oraz ¢y wszy-
stkich ciagéw zbieznych do zera sa domknietymi podprzestrzeniami liniowymi
przestrzeni b, sa zatem przestrzeniami Banacha w normie odziedziczonej z b.

1.7. PRZYKLAD. Zbiér ¢! wszystkich absolutnie sumowalnych ciagéw liczb ze-
spolonych z norma

[Han}lly = > leal
n=1

takze tworzy przestrzen Banacha.

Zupetnosé przestrzeni ¢! mozna dowiesé podobnie jak zupelosé przestrzeni
b, nalezy tylko symbol sup, zastapi¢ przez > ;.
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1.8. PRZYKLAD. Niech 1 < p < co. Oznaczmy przez P zbior tych ciagow ze-
spolonych {x,}, dla ktérych > |znP < 0o i oznaczmy

Hea}]], = (2 eal?) r

Pokazemy, ze (¥ jest przestrzenia liniowa a || ||, norma zupeta. Udowodnimy w
tym celu dwie wazne nieréwnosci:

1.9. NIEROWNOSC HOLDERA. Jesli {xn} € (P, {yn} € (1, gdzie p,q > 1 oraz
1/p+1/qg=1, to {xnyn} nalezy do (' i zachodzi niercwnosé

Zunyn (Zunw) /p(i_o]ynw)”q

Dla dowodu zauwazmy najpierw, ze

1 1
ab < —aP + —b? dla dowolnych a,b > 0.
P q

Mozna to tatwo odczytac z rysunku obok, bo

1 a 1 b
—af = / sP7lds oraz —b? = / 19,
p 0 q 0

a funkcje t = sP! oraz s = 197! sa wzajemnie
odwrotne.

Jezeli jedna z sum po prawej stronie nieréwnosci Holdera jest rowna zeru, to
nierownosc oczywiscie zachodzi. Jesli zas obie sumy, ktore oznaczymy odpowiednio
xP 1 yP, sa rozne od zera, to nieréwnosc tez jest spelniona, bo mamy

_Z| | = Z|=’L’n||yn| <l§:|$n|p+l§:|yn|q_1
n n ~3 — .
Yy pi= P Q= y?

1.10. NIEROWNOSC MINKOWSKIEGO. Niech p > 1. Jezeli {xn},{yn} € P, to

(St twb) " < (S lea)™ + ()"
n=1 n=1 n=1
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Istotnie, stosujac nieréwnos¢ Holdera otrzymujemy

Z|xn‘|‘yn|p < |$n‘|‘yn|p_1|xn|+Z|$n‘|‘yn|p_1|yn| <
n=1 n=1 n=1
ad 1/p /& /
(D leal?) (X b+ vl )
n=1 n=1
ad 1/p ;1 & /a
() (B i)
n=1 n—=

> 1/p = Up| /& 1/q
<Z|$n|p> + <Z|yn|p> ] <Z|xn‘|‘yn|p> )
n=1 n=1 n=1
gdyz (p — 1)qg = p. To daje nieréwnos¢ Minkowskiego.

Nieréwnosci Minkowskiego oznacza podaddytywnosc¢ funkcji || ||,, a to jest
jedyna nieoczywista wlasnos¢ normy. Wynika z niej tez, ze suma ciagéw z P
takze lezy w (P, a wiec, ze (P jest przestrzenia liniowa. Dowod zupelnosci jest
taki jak dla przestrzeni 1.

1.11. FaKT. Jezeli cigg v = {xn} nalezy do P0, po > 1, to nalezy takze do P
dla p > po oraz

Jim ]y = ]l

[stotnie, dzieki jednorodnosci normy mozemy przyjaé¢ maxy, |z,| = 1. Wybiera-

jac wskaznik ng tak, aby 37 o |wn|P? <1 otrzymamy Y o lenlP < 1. Zatem
x € [P oraz

- 1/p
L< (X fel) " <o+ <142 [0
p
n=1

Fakt ten wyjasnia, dlaczego dla normy ,supremum” uzyliémy oznaczenia || ||oo -
Dodajmy, ze z tego tez powodu przestrzen b czesto oznaczana jest symbolem (.

1.12. ZADANIE. Pokazac, ze gdy 0 < p < 1, to na zbiorze ¥ ciagéw sumowal-
nych z p-ta potega funkcja

o0

el = (3 |xn|p>1/p

n=1

nie jest norma. Czy /P jest przestrzenia liniowa?
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1.13. PRZYKEAD. Niech ) bedzie przestrzenia topologiczna z nieujemna miara
borelowska p oraz S(,u) zbiorem wszystkich funkcji mierzalnych = : @ — C,
przy czym utozsamimy ze soba funkcje réwne p-prawie wszedzie. Zbiér ten z
naturalnymi dziataniami na funkcjach tworzy przestrzenia liniowa.

Przez LP(Q,u), 1 < p < oo, oznaczymy podprzestrzen przestrzeni S(2, p)
zlozona z tych funkeji 2, dla ktérych catka [ |2(1)[P dt jest skoficzona. Podobnie
jak w przyktadzie 1.8 dowodzimy, ze funkcja

el = ([ |x<t>|Pdt)1/p

jest norma w LP(Q, 1). Dowéd zupelnosci przestrzeni L1(§), 1) zostal przedsta-
wiony na stronie ??, zupelnosé¢ pozostalych przestrzeni LP(Q,pu), 1 < p < oo,
dowodzi sie tak samo.

Oznaczmy ponadto przez L>°(), p) podprzestrzen przestrzeni S(€,pu), zlo-
zona z funkcji istotnie ograniczonych, tj. funkcji x, dla ktérych wielkosé

inf  sup ‘x(t)‘
u‘(“AC)QO teQ\A

jest skonczona. Wielko$¢ ta oznaczany esssupseq |2(t)] lub ||z]e 1 nazywamy
supremum istotnym funkcji x. Funkcja || || jest norma a L>(Q,u) w tej
normie przestrzenia zupelna.

UtworzyliSmy w ten sposéb cala nowa klase przyktadow przestrzeni Banacha,
uogdélniajacych przestrzenie /', 1 < p < co.

Jako modelu przestrzeni (£, 1) bedziemy uzywac na ogdl prostej rzeczywistej
R lub przedzialéw (a,b) z miara Lebesgue’a, plaszczyzny zespolonej C z miara
plaska Lebesgue’a badz zbioru liczb naturalnych N z miara ,liczaca”, dla ktorej
miara zbioru jest jego licznoscia. Pisanie symbolu (€2, 4) ma ustrzec przed uciazli-
wym rozpatrywaniem przypadkow oraz wykorzystywaniem dodatkowych wlasno-
Sci konkretnych przestrzeni, np. zwartosci przestrzeni czy skonczonosci miary.

1.14. PrzZYKEAD. Niech T bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Zbior B(T')
wszystkich funkcji ograniczonych x : T' — C jest przestrzenia Banacha w normie
Il = suprcr l2(0)]

Gdy za T przyjmiemy zbior liczb naturalnych N, to przestrzen B(T) stanie
sie identyczna z wcezesnie] wprowadzona przestrzenia b ciagéw ograniczonych.

1.15. PRZYKEAD. Niech S bedzie przestrzenia topologiczna. Oznaczmy przez
C(S) podprzestrzen przestrzeni B(S) ztozona z wszystkich funkcji ciagtych. Jest
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to przestrzen zupelna, bo granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji ciagtych
jest funkcja ciagta.

Dla unikniecia patologicznych przykladow bedziemy zawsze zaktadali, ze S
jest przestrzenia topologiczna catkowicie regularna. Typowymi przyktadami, do
ktorych praktycznie wystarczy sie ograniczy¢, sa przestrzenie C([a, b]) oraz C'(R).

Zalézmy, ze przestrzen topologiczna S jest lokalnie zwarta, tzn. kazdy punkt
w S posiada baze otoczen zlozona ze zbioréw zwartych. Oznaczmy przez Cp(5)
podprzestrzen C(S) zlozona z tych funkcji x, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje zbidr
zwarty K C S o wlasnoéci |2(s)| < e dla s ¢ K. Jest to domknieta podprzestrzen
liniowa przestrzeni C'(9), jest zatem przestrzenia Banacha. O funkcjach « € Cy(.9)
mowi sie czasem, ze ,znikaja w nieskonczonosci”.

Przestrzenie Banacha ¢ oraz ¢y opisane w zadaniu 1.6 sa szczegolnymi przy-
ktadami odpowiednio przestrzeni C'(S) oraz Co(.S). Mozna je otrzymac np. biorac
za S zbiér {0, 1, %, %, ...} z topologia odziedziczona z proste] R (jest to przestrzen
topologiczna normalna, lokalnie zwarta) i utozsamiajac funkcje « na S z ciagami

{(5)}.
Izomorfizm. Rownowaznos¢ norm

Powiemy, ze przestrzenie unormowane X i Y sa izomorficzne topologicz-
nie, jesli istnieje izomorfizm algebraiczny T : X — Y, ciagly jako funkcja z prze-
strzeni topologicznej X do przestrzeni topologicznej Y i taki, ze 77! :Y — X
jest takze funkcja ciagla. Izomorfizm nazwiemy izometrycznym (lub krétko izo-
metria), jezeli ||Tz| = ||z|| dla wszystkich « € X.

1.16. PRZYKLAD. Rozpatrzmy w przestrzeni R? dwie normy

[(z1,22)||, = le1] + lwal, [[(21,22)||, = max {|21], [22]}.

Twierdzimy, cho¢ na pierwszy rzut oka moze sie to wydac nieprawdopodobne, ze
przestrzenie (Rz, I ||1> i (Rz, I ||oo> sa izometrycznie izomorficzne. Odwzorowa-
nie identycznosciowe izometria oczywiscie nie jest, jest nia za to odwzorowanie
(x1,22) = (1 + 22,21 — x2). Wynika to z réwnosci

max { |21 + w2, [e1 — 22|} = |21] + |22,

ktora tatwo sprawdzamy rozpatrujac przypadki, gdy liczby x1 1 x2 sa tego samego
1 przeciwnego znaku.

W przestrzeni R? sytuacja jest odmienna, kula jednostkowa w normie || |1
jest osmioscian, a w normie || ||oo szeScian, nie ma zatem odwzorowania liniowego
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przeprowadzajacego jedna z figur na druga. W przestrzeni R", n > 3, jest jeszcze
gorzej, pierwsza z kul jednostkowych jest wieloscian o 2n wierzchotkach, a druga
wieloscian o 2" wierzcholtkach.

1.17. PRZYKEAD. Pokazemy, ze przestrzenie ¢y i ¢ sa izomorficznie topologicz-
nie. Pokazemy tez, ze izometrycznie izomorficzne nie sa.

Jest rzecza jasna, ze odwzorowanie T : ¢y — ¢, okreslone wzorem
T(l‘l, 2,23, .. ) = (1'1 + x2,21 + 23,21 + T4,.. )

jest algebraicznym izomorfizmem tych przestrzeni a jego odwzorowanie odwrotne
T-': ¢ — ¢y ma postaé

T_l(xl,l'z,xg, .. ) = (1}0,1}1 — Z0,T2 — Tg, T3 — TQ, - - .),

gdzie x9 = limy 00 2. Poniewaz ||Tz|| < 2]|z]| dla = € ¢p i [|T7 2| < 22| dla
x € ¢, wiec oba odwzorowania sa ciagle.

Dowdd drugiego ze stwierdzen jest znacznie trudniejszy. Nalezy wykazac, ze za-
den z algebraicznych izomorfizmow tych przestrzeni izometria nie jest. Dla kazdego
konkretnego izomorfizmu 1" mozna zapewne nietrudno wskazac taki element =,
ze || Tx|| # ||x||, ale dla wszystkich izomorfizméw takiego uniwersalnego elementu
nie ma. Uciekniemy sie wobec tego do podobnego rozumowania jak poprzednim
przyktadzie, pokazemy mianowicie, ze domknieta kula jednostkowa KA przestrzeni
¢ ma bardzo wiele wierzcholkéw, a domknieta kula jednostkowa Ky przestrzeni cg
nie ma ich wcale, nie mozna zatem w sposob izometryczny przeprowadzié¢ jedne;j
na druga.

Hasto ,wierzchotek kuli K7 zastapimy jednak bardziej precyzyjnym ,punkt
ekstremalny kuli K7. 7 definicji jest to kazdy punkt = € K, ktérego nie mozna
przedstawic w postaci @ = Ay+(1—XA)z dla pewnych y,z € K, y#2zi10< X <1,
tj. punkt, ktéry nie lezy wewnatrz zadnego odcinka

{)\y—l—(l—)\)z:()g)\gl}

taczacego dwa rézne punkty y 1 z kuli K. Jest jasne, ze kazda izometria przepro-
wadza punkty ekstremalne jednej kuli na punkty ekstremalne drugiej kuli.

W domknietej kuli jednostkowej K przestrzeni ¢ punktami ekstremalnymi sa
wszystkie te punkty @ = (21,22, 23,...), dla ktérych |z,| =1, n=1,2,3,....

1.18. FAKT. Domknieta kula jednostkowa przestrzeni co nie ma punktow ekstre-
malnych.

Dowéd: Pokazemy, ze kazdy element = kuli Ko = {x € ¢p : ||| < 1} jest $rod-
kiem pewnego odcinka lezacego catkowicie w Ky, tj., ze * = %y + %Z dla pewnych
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dwoch réznych elementéw y i z tej kuli. Jezeli @ ma postac @ = (21,22, 23,...),
to |zy| <1 dlan=1,23... oraz x, — 0 przy n — oco. Wybierzmy wskaznik
no tak, by |ep,| <1 i okreslmy elementy y = (y1,y2,y3,...) 1 2 = (21, 22,23, ...)
ktadac v, = 2z, = :L'n dla n # no 1 przyjmujac za yn, 1 zn, takie liczby, by byly
rézne, by |yn,| < |2n0| 1 oraz, by xp, = %yno + %Zno. Wtedy v,z € Kb,
y# z oraz & = 2y—|—22. []

DEFINICIA. Zalézmy, ze w przestrzeni liniowej X dane sa dwie normy || ||1 i
| ||2. Powiemy, ze normy te sa réwnowazne, gdy istnieja takie liczby C7 i Cs,
ze

[z]ly < Ciflzlls oraz |lzfl2 < Coflz(|2
dla wszystkich = € X.

1.19. TWIERDZENIE. W przestrzeni liniowej X normy || |1 @ || ||2 s¢ réwno-

wazne wtedy i tylko wtedy, gdy zbieznosé ciggow w normie || |1 jest rownowazne
ich zbieinosci w normie || ||2, czyli gdy odwzorowanie tozsamosciowe Tx = x jest
izomorfizmem przestrzeni (X, I ||1> na przestrzen (X, I ||2>

Dowdd: Jest jasne, ze warunek
[zli < Cllz]lz dla z€ X

wystarcza na to, by kazdy ciag zbiezny w normie || ||2 byl zbiezny w normie || ||1.
Pokazemy, ze warunek ten jest takze konieczny.
Jezeli nieréwnos¢
[zl < Cllellz dla ze X
nie zachodzi przy zadnej stalej C', to w X istnieje taki ciag {zy}, ze

el > nflzall,  n=1,23,....

Wtedy dla ciagu
1

= —=F2
In = el

zachodza nieréwnosci

n=123,...

alls
>
ol = 7o > V™

1
ol < =

Wynika z nich, ze ciag {yn} jest zbiezny (do zera) w normie || ||2, a nie jest
zbiezny w normie || ||1 (nie jest nawet ograniczony).
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7, powyzszego twierdzenia wynika, ze algebraiczny izomorfizm T przestrzeni
unormowanej (X, I ||X> na przestrzen unormowana (Y, I ||y> jest izomorfizmem
topologicznym wtedy i tylko wtedy, gdy w przestrzeni X norma || |1 = || [|x i
norma || ||2 okreslona wzorem ||x|2 = ||Tx||y sa réwnowazne.

1.20. PRZYKELAD. W przestrzeni C'![0,1] funkeji majacych ciagla pochodna na
przedziale [0, 1] normy

|z||1 = max ‘:1; (1) ‘—I— max ‘:1; ‘

t€fo,1] tel0,1]
]2 = |2(0)] + max |2(1)]
tel0,1]
SQ réwnowazne. Nieréwnosc [|z]|2 < ||||1 jest oczywista. Z drugiej strony x(t) =
—|—f0 s)ds, wiec
t) < =
max [o(1)] < [#(0)] + max ['(s)] = [l

stad [[z]l < 2||z[]2-

1.21. ZADANIE. Pokazad, ze w przestrzeni C[0, 1] normy

1
||x||1=/0 ()|, |alls = masx | ()]

t€[0,1]

nie sa rownowazne.

1.22. TWIERDZENIE. W przestrzeni skoriczenie wymiarowej kazde dwie normy
sq rownowazne. Unormowana przestrzen skonczenie wymiarowa jest zupelna.

Dowéd: Okredlimy w przestrzeni skonczenie wymiarowej X pewna norme || |1 i
pokazemy, ze kazda inna norma || || jest z nia réwnowazna.
Ustalmy w tym celu baze Hamela ey, e, ..., ey przestrzeni X i dla elementu

x € X postaci

m
T = Zxk €L
k=1

potézmy
|z|l1 = max |zl
<k
Jasne jest, ze funkcja || ||1 jest norma na X oraz, ze dla dowolnej normy || || na

X zachodzi nieréwnosé

el < Clleflr, 2 e X,
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Wynika to z nieréwnosci

m
D ke
k=1

]l =

m m
<Y lewlller] < max fak]- > [lex])-
1<k<m
k=1 k=1

Zaldézmy, nie wprost, ze normy || |[1 i || || nie sa réwnowazne. Mozemy wiec
dla kazdej liczby naturalnej n znalezé taki element x, € X, ze

lenlle > nl[znl]

Stad dla y, = m:ﬁn otrzymamy ||yn|[1 = 1 oraz ||yn|| — 0 przy n — oo. Ciag
{yn} jest zatem zbiezny do zera w normie || ||. Ciag ten nie musi by¢ zbiezny w nor-
mie || ||1, ale jako ograniczony, zawiera (na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstras-
sa) pewien podciag zbiezny {yp, }. Dla jego granicy y z jednej strony mamy y # 0,

bo ||y|li = img_e ||yn,|| = 1, a z drugiej y = 0, bo zbieznos¢ w normie || |1
pociaga zbiezno$¢ w normie || ||. Tu sprzecznosc.

Zupelnos¢ przestrzeni X w normie || || wynika z twierdzenia 1.19 i oczywiste]
zupelnoéci X w normie || ||1.  []

Osrodkowos¢. Bazy topologiczne

Jezeli przestrzen unormowana ma podzbiér przeliczalny gesty, to mowimy, ze
jest o$rodkowa, a sam podzbior nazywamy osrodkiem.

1.23. FAKT. Przestrzen unormowana X jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy

zawiera przeliczalny podzbior liniowo gesty P, tzn. lin P = X .

Istotnie, jesli zbior P = {x1, 9, x3,...} jest liniowo gesty w X, to kombinacje
liniowe postaci Ajx1+ Aoza+...+ Apxy, A\p € W+ W, tworza zbior przeliczalny
gesty w X.

Kazda z przestrzeni /. 1 < p < oo, jest osrodkowa, podzbior przeliczalny
gesty tworza tu ciagi z jedynka w doktadnie jednym miejscu. Przestrzen ¢ nie
jest osrodkowa, kazde dwa rozne ciagi zero-jedynkowe sa odleglte od siebie o 1,
a jest ich nieprzeliczalnie wiele. Funkcje charakterystyczne zbioréw borelowskich
ograniczonych na prostej R tworza przeliczalny zbior liniowo gesty w kazdej z
przestrzeni LP(R), 1 < p < oo. Takze, jak wiemy z twierdzenia Weierstrassa,
funkcje 1, ¢, 2, 13, ... tworza zbiér liniowo gesty w przestrzeni Cla, b]. Wszystkie
te przestrzenie sa zatem oérodkowe. Przestrzenie C'(R) i L°°(R) nie sa oérodkowe
z tego samego powodu, co przestrzen (>
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DEFINICIA. Ciag ey, €2, €3, ... elementéw przestrzeni Banacha X nazywamy ba-
za topologiczna tej przestrzeni, jezeli kazdy element x € X ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci zbieznego szeregu

o0
T = E An en.
n=1

Jest oczywiste, ze baza topologiczna jest zbiorem liniowo niezaleznym i liniowo
gestym w przestrzeni. Baze topologiczna moga miec¢ wiec tylko osrodkowe prze-
strzenie Banacha.

Zbior ciagéow e, eg, e3, ... postaci e, = (0,0,...,0,1,0,...) z jedynka na
n-tym miejscu tworzy baze topologiczna w kazdej z przestrzeni ¢o, /', 1 < p < .
Ciekawszy przyklad bazy pochodzi od Schaudera.

1.24. PrRZYKLAD. Baza Schaudera. Niech {{g,t1,t2,...} bedzie zbiorem ge-
stym w przedziale [a,b], przy czym to = a, t1 = b, i niech ao(t) =1, 21(t) = i:—‘b’
dla t € [a,b]. Funkcje z,, dla n > 2 okreSlamy w spos6b nastepujacy. Punkty
{to,t1,t2,...,tn} dziela przedzial [a,b] na podprzedzialy, do jednego z nich wpada
punkt ¢,, oznaczmy ten przedzial [ayn, By]. Jako z, okreslamy funkcje réwna 0
dla t € [a, an|U[Bp, b], réwna 1 w punkcie ¢ = t,, i liniowa w kazdym z przedziatlow
[an, tn] 1 [tn, Bal-

Pokazemy, ze funkcje g, x1, 2, . .. stanowia baze przestrzeni Cla, b]. Zauwaz-
my w tym celu, ze x,(t;) =0 dla ¢ =0,1,2,...,n—1 oraz x,(t,) = 1. Wynika z
tego, ze jesli funkcja y przedstawia sie w postaci jednostajnie zbieznego szeregu

(1.3) y(t) =) M a(t),
k=0

to y(to) = Ao, y(tl) = Ap xo(tl)—l—)\l, y(tz) = Ap xo(tz)—l—)\l x(tz)—l—)\g, itd. Pozwala
to jednoznacznie wyznaczy¢ wspolczynniki Ap. Udowodnilismy w ten sposéb, ze
jezeli przedstawienie (1.3) istnieje, to jest jedyne.

Pozostaje pokazac, ze jesli wspolczynniki Ap okreslimy w wyzej opisany spo-
sOb, to ciag {yn} n-tych sum czesciowych szeregu (1.3) jest jednostajnie zbiezny
do y. Z konstrukcji wynika, ze wykresem funkcji y,, jest tamana o wierzcholkach
w punktach o odcietych tg,t1,t2,...,1, 1 pokrywajaca sie z wykresem funkcji y
w tych punktach. Zatem ||y, — yljoc — 0, bo funkcja y jest jednostajnie ciagta.

1.25. ZADANIE. Pokazac, ze uktad Schaudera nie tworzy bazy topologicznej w
zadnej z przestrzeni LP(a,b), 1 < p < 0.



Przestrzenie ilorazowe 17

UwAGA. W roku 1932 Stanistaw Mazur postawit problem, czy kazda osrodkowa
przestrzen Banacha ma baze. Za jego rozwiazanie wyznaczyl nagrode w postaci
zywej gesi. Ges otrzymal matematyk szwedzki Per Enflo za podanie w roku 1973
kontrprzyktadu a zdjecia z tej uroczystosci zamiescita prasa.

Przestrzenie ilorazowe

Niech Y bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni unormowanej X . Funkcja
dist(e,Y) = inf e ol w€ X,

ma nastepujace wlasnosci:

1. {:L' € X :dist(x,Y) = 0} =Y,

2. dist(z +y,Y) < dist(z,Y) + dist(y, V),

3. dist(Ax,Y) =[] dist(z,Y).
Wynika stad, ze jezeli Y jest domknieta podprzestrzenia X oraz [z] jest warstwa
przestrzeni ilorazowej X/Y', to dla kazdych x1,22 € [x] mamy dist(a1,Y) =
dist(x2,Y), a wiec funkcjonal

= dist(x,Y) = inf ||z —
H [x] H ist(z,Y) ylgy |z — yl|
jest norma w przestrzeni X/Y .

1.26. ZADANIE. Niech @ = (21,2, 23,...) € (*°. Pokazaé, ze w przestrzeni ilo-
razowej (> /¢
H [x] H = lim sup |z |-
n—oo

1.27. PRZYKEAD. Niech Y oznacza domknieta podprzestrzen przestrzeni ¢, zto-
zona z clagéw stalych. Pokazemy, ze przestrzen ilorazowa ¢/Y jest izomorficzna
z przestrzenia cg.

Dla ciagu « = (21,22, 23,...) € ¢ w warstwie [z] istnieje doktadnie jeden ciag
z podprzestrzeni ¢y, mianowicie ciag ' = (x1 — xg, x2 — x0, 3 — 20, ...), gdzie
zo = limy_y00 . Pozwala to utozsamic¢ przestrzen ilorazowa ¢/Y z przestrzenia
co. Poniewaz ||2'|| < 2||z|| oraz 2’ € [z], wiec

2] || < 2/l < 2| [2] |-

Zauwazmy jeszcze, ze norma w ¢/Y nie pokrywa sie z norma w ¢p, a w uktadzie
powyzszych nierownosci kazda z réwnosci jest mozliwa.
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1.28. TWIERDZENIE. Jezeli X jest przestrzeniq Banacha a 'Y jej domknietq pod-
przestrzeniq, to XY jest tez przestrzeniq Banacha.

Dowéd: Wystarczy pokazaé (por. zadanie 1.3), ze w X/Y kazdy szereg bezwzgled-
nie zbiezny jest zbiezny. Niech x1, x9, 3, ... bedzie ciagiem w X, dla ktorego

k=1

7 kazdej z warstw [xy] wybierzmy element 2} tak, by ||z} || < H (2] H + 1/2%.
Wtedy >0 llzill < oo, a poniewaz przestrzen X jest zupelna, wiec szereg
> hey @) jest zbiezny do pewnego elementu &' € X . Z nieréwnosci

n n
=3l <l =S =2
k=1 k=1
wynika, ze [2'] jest granica sum cze$ciowych szeregu Y ;o [zg]. [

1.29. PRZYKEAD. Niech Sy bedzie dowolnym niepustym podzbiorem domknie-
tym przestrzeni normalnej S. Oznaczmy przez X domknieta podprzestrzen prze-
strzeni C(S) zlozona z funkeji zerujacych sie na Sp. Pokazemy, ze przestrzen
C(So) jest izometrycznie izomorficzna z przestrzenia ilorazowa C(5)/X .

Odwzorowanie przyporzadkowujace funkcji z € C(S) jej obciecie z|g, do
zbioru Sy jest kontrakcja z przestrzeni C'(S) do C'(Sp). Jego jadrem jest zbior X .
Wzér T'z] = x|s, okreéla zatem odwzorowanie liniowe T z C(5)/X w C(So),
takze bedace kontrakcja. Z drugiej strony z twierdzenia Tietzego-Urysohna (patrz
??) wynika, ze kazda ograniczona funkcje ciagta xo na Sy mozna przedtuzyc do
ograniczonej funkeji ciaglej @ na S i to tak, by [|#]ec = ||%0]lcc. Oznacza to, ze
T odwzorowuje ,na” i nie zmniejsza normy. Wobec tego jest izometria.

Udowodnimy jeszcze twierdzenie o uniwersalnosci przestrzeni ¢! dla klasy
wszystkich osrodkowych przestrzeni Banacha.

1.30. TWIERDZENIE. Kazda osrodkowa przestrzen Banacha jest izomelrycznie
izomorficzna z prrestrzeniq ilorazowq (Y)Y, gdzie Y jest pewnq domknietq pod-
przestrzeniq liniowq przestrzeni (1,

Dowdd: Niech z1,x2,x3,... bedzie dowolnym podzbiorem gestym sfery jednost-
kowej {:L' € X |z = 1} przestrzeni X . Okreslmy odwzorowanie T : /1 — X
wzorem

T(AL, Az, A3,0) =Y An .
n=1
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Jest oczywiste, ze T jest kontrakcja liniowa. Pokazemy, ze obrazem T' jest cala
przestrzen X . Zauwazmy w tym celu, ze dla kazdego = € X, kazdej liczby natu-
ralnej k£ 1 kazdego ¢ > 0 istnieje taki wskaznik n >k, ze

H:L' — ||| :L'nH < e.

Ustalmy dowolnie liczbe ¢ > 0 1 wybierzmy ciag ¢1,£9,¢3, ... liczb dodatnich tak,
by > 7o ek < . Niech o bedzie dowolnym elementem przestrzeni X . Wybierzmy
wskaznik ny tak, by [[& — A, 20, || < €1, gdzie przyjelismy oznaczenie Ay, = ||z,
nastepnie wskaznik ng > ny tak, by H(:L' — Any Ty ) — Any T, H < €9, 7 oznaczeniem
Any = || = Anyan, ||, itd. W rezultacie otrzymamy ciag Ap,, Ap,y, ... 0 wlasnosci

Argpr = H:L‘ = (Ani@ng 4 Any@ny + .. 4 )‘nkxnk)H < &k-

Uzupetijmy go do ciagu A = (A1, A2, Az,...) przez przyjecie zer za brakujace
sktadniki. Wtedy T'(A) = x oraz

A= A < lell+ ) en <l +e.
k=1 k=1

Whnosimy z tej konstrukeji, ze T odwzorowuje (! na cala przestrzen X.

Okreslmy podprzestrzen Y C ¢! jako jadro
Y={xel:T(x) =0}

odwzorowania 1. Wtedy 7' staje sie algebraicznym izomorfizmem ¢'/Y na X.
Ciaglos¢ odwzorowania T gwarantuje, ze Y jest domknieta podprzestrzenia li-
niowa przestrzeni (1. Z powyzszej konstrukeji wynika, ze jezeli T()\) = z, to dla
dowolnego ¢ > 0 zachodzi nieréwnosé¢

I <l + <,
za$ z faktu, ze T jest kontrakcja, wynika nieréwnosc przeciwna
el < I[N

musi zatem by¢ H [A] H = ||lz||. To dowodzi, ze T jest izometria (/Y na X. []
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Produkt przestrzeni

Niech (X%, ||x), & = 1,2,...,n, beda przestrzeniami unormowanymi nad
tym samym cialem (R lub C). produktem (topologicznym) [[;_; Xx nazywamy
produkt kartezjanski zbioréw X z dzialaniami i norma okreslonymi nastepujaco:

((EI,IEZ,.,.,[Ek)—|—($17[E27,,,7$;€) = (x1‘|’$l17$2+51?12,...,:1;k—|—;€),
M1, 22, .. 2p) = (Ar1, Axg, ..., 20k),

n
ICor a2 )] = D el
k=1

1.31. FAKT. Produkt [[}_; Xi przestrzeni unormowanych jest przestrzeniq Ba-
nacha wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z przestrzeni X, jest zupelna.

1.32. PRZYKLAD. Przestrzen C'"[a,b] funkeji majacych ciaglte pochodne do rze-
du n wlacznie jest izomorficzna z produktem C" x Cla,b]. Istotnie, funkcja f
jest wyznaczona jednoznacznie przez wektor (f(a), f(a),..., f("_l)(a)> i funkcje

") Mozna w tym celu uzyé¢ wzoru Taylora

ok, g — g\l
f(ﬂsz k,( )(t—a)’“+/ %f(")(s)ds.
k=0 a )

DEFINICIA. Jezeli X jest przestrzenia liniowa oraz Xi, Xs,..., X, takimi jej
podprzestrzeniami, ze

linUXk:X oraz XkﬂZXj:{O}, E=1,2,....n,
k=1 Jj=1
J#k

to X nazywamy algebraiczng suma prosta podprzestrzeni Xj. Kazdy wek-
tor * ma wtedy jednoznaczne przedstawienie x = >.J_  x), gdzie v € Xj,
a odwzorowanie ¢ : (w1,%2,...,2Tn) —> Y p_1 Tk jest algebraicznym izomorfi-
zmem [[;_; Xi na X. Jezeli zalozymy dodatkowo, ze X jest przestrzenia unor-
mowana, to odwzorowanie ¢ jest ciaglte. Gdy jest ono izomorfizmem (topologicz-
nym), to X nazywamy suma prosta (topologiczna) podprzestrzeni Xy, i piszemy
X=X19Xop...0X,.

1.33. ZADANIE. Wykazad, ze przestrzen C[—1, 1] jest suma prosta dwoch swoich
domknietych podprzestrzeni, ztozonych odpowiednio z funkcji parzystych i funkcji
nieparzystych.
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Zadania uzupelniajace

1.34. Dowie$é, ze przestrzen /' ma nieprzeliczalna baze Hamela.

1.35. W przestrzeni Ck(R) ztozonej z funkcji ograniczonych majacych ciagte i
ograniczone pochodne do rzedu k wlacznie wprowadzi¢ tak norme, by stata sie
przestrzenia Banacha.

1.36. Dowies¢, ze przestrzenie LP(R) 1 LP(0,1), 1 < p < oo, sa izometrycznie
izomorficzne.

1.37. Czy przestrzenie L1(0,1) oraz L'(0,1) x L1(0,1) sa izomorficzne?

1.38. Zalézmy, ze X 1Y sa podprzestrzeniami pewnej przestrzeni liniowej. Do-
wies¢, ze przestrzenie (X +Y)/Y oraz X/(X NY) sa algebraicznie izomorficzne.

1.39. Jezeli YV jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Banacha X, to X/Y
jest przestrzenia Banacha. Odwzorowanie kanoniczne 7 : X — X/Y okreslone
wzorem 7(x) = [x] jest ciagle i otwarte (obraz zbioru otwartego jest otwarty).
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PRZESTRZENIE FUNKCJI
CIAGEYCH

Przestrzenie funkcji ciagtych, obok przestrzeni Hilberta i przestrzeni typu LP,
to podstawowe klasy przestrzeni Banacha. Szczegolne miejsce zajmuja w teorii
aproksymacji 1 teorii szeregéow Fouriera.

Dwa twierdzenia Welerstrassa

Oba twierdzenia méwia o mozliwosci jednostajnej aproksymacji na przedziale
[a,b] funkcji ciagtych wielomianami, pierwsze wielomianami zwyklymi, a drugie
wielomianami trygonometrycznymi.

2.1. TWIERDZENIE WEIERSTRASSA. Kazdq funkcje ciggle na przedziale [a, b]
mozna jednostajnie aproksymowaé wielomianami.

Dowod: Transformacja liniowa

S —a

;=
b—a’

s € [a,b],

sprowadza zagadnienie do przedziatu [0,1]. Tu postuzymy sie dowodem pocho-
dzacym od Bernsteina.

Dla funkcji ciagltej  na przedziale [0, 1] niech x, oznacza jej n-ty Wielo-
mian Bernsteina

n

wa(t) =Y (Z)x(%) (1 — 1)k,

k=0

Pokazemy, ze ciag x, zbiega do  jednostajnie na calym przedziale [0, 1].
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Ustalmy ¢ > 0. Poniewaz funkcja x jest ciagla jednostajnie, wiec dla pewnego
d > 0 nieréwnosc |t — s| < § pociaga |z(t) — xz(s)| < . Korzystajac z tozsamosci

n

Z(Z) th(1 — )" % = 1 tatwo otrzymujemy

=) < 3 (1)

2(t) — x(k )‘tk(l—t)

Jezeli teraz osobno zsumujemy po zbiorze tych wskaznikow k dla ktorych ‘t— %‘ <
0 1 osobno po zbiorze pozostalych to

() = ealt)] <& Y (“) (NI ()tkl—t)

‘t—ﬁ‘<5 ‘t—ﬂ)é

<e+ 52 Z( )( —-) (1 —tynk,

gdzie M = max |z(t)|. Z réwnoéci
01

n

(24) Z(Z)(t_%>2tk(1_t)n—k:t(l—t)

n
k=0

daje to oszacowanie & + 26—]\241 A wiec ‘x(t) — :z:n(t)‘ < 2e jesli tylko n jest
n
dostatecznie duze.

Pozostaje weryfikacja rownosci (2. 4). Najlatwiej mozna ja otrzymac ze wzoréw

zn:( )tk n=k — (1 4 57,

k=0
)
n\,k n—k __ n—1
Z;Q)t SR = (45"
k=0
n kz
Ak n—k _ n—1
Z§<k)ts Lt syt 2L g s
k=0
po podstawieniu s = 1 — ¢, pomnozeniu kolejno stronami przez t2, —2¢ oraz

1 i dodaniu do siebie. Pierwszy ze wzorow, to oczywiscie wzor Newtona, drugi

powstaje z pierwszego przez zrozniczkowanie po zmiennej ¢ 1 pomnozeniu stronami
1 : , .

przez -1, a trzeci w ten sam sposéb z drugiego. []

Drugie z twierdzen Weierstrassa jest odpowiednikiem pierwszego dla wielomia-
néw trygonometrycznych.
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2.2. DRUGIE TWIERDZENIE WEIERSTRASSA. Wielomiany trygonometryczne

ag + Z (ak cos kt + by, sin kt)
k=1

lezq gesto w zbiorze wszystkich funkceji ciggtych okresowych o okresie 21

Dowdd: Zatézmy, ze x jest funkcja ciagla okresowa o okresie 2m. Jezeli x jest
parzysta, to mozemy traktowac ja jako funkcje na przedziale [0, 7] i zamieni¢ na
funkcje y € C[—1, 1] wzorem

y(cost) =x(t), telo,n],

a ta, na mocy twierdzenia Weierstrassa, aproksymowac jednostajnie na wielomia-
nami. Wielomian od cost mozna sprowadzi¢ do postaci wielomianu trygonome-
trycznego parzystego. To rozumowanie dowodzi tezy dla funkcji parzystych. Jeshi
x jest nieparzysta, to funkcja

x1(t) = x(t)sint

jest parzysta, wiec na mocy udowodnionej juz czesci tezy, mozna ja jednostajnie
aproksymowac¢ wielomianami trygonometrycznymi. Wynika stad, ze jesli x jest
funkcja dowolna, to mozliwos¢ jednostajnej aproksymacji wielomianami trygono-
metrycznymi zachodzi w kazdym razie dla funkcji «(¢)sint, a co tym idzie, takze

dla funkeji
x(t)sin’t.

Przyjecie tutaj funkcji :1;(% — t) zamiast x(t) i zamiana zmiennej ¢ na 7 —1

(taka zamiana zachowuje zbiér wielomianéw trygonometrycznych), daje mozliwosé
aproksymacji wielomianami trygonometrycznymi funkeji

z(t) cos* t,

zatem takze funkcji (t) = z(t)sin?t 4+ z(t) cos®>t. [ ]
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Twierdzenie Stone’a

Oba przedstawione wyzej twierdzenia Weierstrassa sa szczegélnymi przypad-
kami znacznie ogolniejszego twierdzenia Stone’a, ktore udowodnimy.

Niech S bedzie zwarta przestrzenia Hausdorffa. Jak wiemy Zbior C(S) jest
przestrzenia Banacha w normie

]l = max]a()]

Zauwazmy, ze w istocie zbior C'(S) ma strukture algebry, wraz z funkcjami «, y
zawiera ich iloczyn xy, nadto [|zy| < ||z||||y]|.- W przestrzeni Cp(S) wszystkich
funkcji ciagtych na S o wartosciach rzeczywistych mozna dodatkowo rozpatrywac
dziatania V 1 A okreslone wzorami

(z Vy)(t) = max{z(l),y(t)},  (z Ay)(t) = min{z(1),y(1)}.

2.3. LEMAT. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni Cp(S) zamknietym na dzia-
tania V i A. Jezeli dane sq x € A oraz e > 0, a dla dowolnych s,t € S istnieje
taka funkcja ysy € A, Ze

‘:1;(3) — ysu(s)‘ < e, ‘x(u) — ySU(u)‘ < e,
to w A istnieje tez taka funkcja y, zZe
‘x(t) — y(t)‘ <&
dla wszystkich t € S,

Dowdd: Oznaczmy przez Usgy, 1 Viy zbiory tych punktéow ¢, dla ktérych odpowied-
nio Yeu(t) < x(t) + € i ysu(t) > x(t) — . Sa to zbiory otwarte, zawierajace oba
punkty s, u. Przy ustalonym w zbiory U, tworza pokrycie przestrzeni zwartej S,
wybierajac z tego pokrycia skonczone podpokrycie {Us,u, Usyu, - - -, Us,u} 1 ktadac
Yu = Ysyu A Ysou * ** A Yspu, otrzymamy funkcje y, € A, spehiajaca warunki

yu(t) < x(t) +e dla wszystkich ¢t €5,

yult) > z(t) —e dla t€Vi= () Viu:
k=1

Wybierzmy teraz z pokrycia przestrzeni S zbiorami V, skonczone podpokrycie
{Viys Vags oo oy Vo } 1 pol0Zmy v = yuy V Yuy -+ V Yy, - Otrzymamy w ten sposob
funkcje y € A spehiajaca obie nieréwnoéci x(t) — e < y(t) < x(t) + e, funkcje
ktérej oczekiwalismy. [ ]
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2.4. LEMAT. Jezeli domknieta podalgebra A algebry Cp(S) zawiera funkcje stalq
1, to jest zamknieta na dziatania V @ A.

Dowdd: Poniewaz
tVy=Satytle—y),  rAy=La+ty—|e—yl),

wiec wystarczy pokazac, ze wraz z funkcja = zbior A zawiera takze funkcje |z|.
Mozemy przy tym dodatkowo zalozy¢, ze ||z] < 1. Wtedy

()] = 1= (1 —a20)) =13 %(1 — )"

n=1

a szereg jest zbiezny na S jednostajnie, zatem |z] € A. []

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu zapowiadanego twierdzenia Stone’a. Us-
talmy przedtem, ze o zbiorze A funkcji na S powiemy, iz rozdziela punkty
przestrzeni S, gdy dla dowolnych dwoch réznych punktow s,t € S istnieje pewna
funkcja « € A, spelniajaca x(s) # ().

2.5. TWIERDZENIE STONE’A. Niech S bedzie zwartq przestrzeniq Hausdorffa
oraz A domknietq podalgebrq algebry C(S). Jezeli A rozdziela punkty S, zawiera
funkeje statq 1 i jest zamknieta na operacje sprzezenia © — T, to A= C(S).

Dowod: Oznaczmy przez Ap zbiér wszystkich funkeji rzeczywistych « € A.
Wtedy Ap jest domknieta podalgebra algebry Cp(S), zawierajaca funkcje 1. Z
lematu 2.4 wynika, ze zbior Ap jest zamkniety na dziatania V i A. Jezeli s,u € 5,
s # u, to y(s) # y(u) dla pewnej funkcji y € A. Poniewaz obie funkcje
Rey=31(y+7), Imy=Z£y-7)

naleza do Ap, wiec Rey(s) # Rey(u) lub Imy(s) # Imy(u), zatem Ap rozdziela
punkty przestrzeni S. Dla kazdej funkcji @ € Cp(.S) i kazdej pary punktéw s, u €
S istnieje taka funkcja ysy € Ap, ze ysu(s) = 2(s), ysu(v) = x(u). Wystarczy w
tym celu w Ap obra¢ taka funkcje y, ze y(s) # y(u) i polozy¢

() 0 () — 2(wu(s)
e TR TR,

7 lematu 2.3 wnioskujemy, ze Ap = Cp(S5), a dalej ze A= C(S5). Dla x € C(S5)
mamy bowiem Rex,Imx € Cp(S) = Ap, zatem # = Rex +ilmz € A. []

Ysu(l) =

UWAGA. Zalozenie w twierdzeniu Stone’a, ze podalgebra A wraz z funkcja «
zawiera takze funkcje sprzezona T jest istotne. Widac to z ponizszego przyktadu.
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2.6. PRZYKELAD. Okrag jednostkowy
T={zeClz| =1}

z topologia odziedziczona z C jest przestrzenia zwarta. Najmniejsza domknieta
podalgebra A C C(T) zawierajaca funkcje x(z) = 1 oraz x(z) = z rozdziela
punkty T. Pokazemy, ze dla funkcji xo(z) = Z zachodzi réwnoéc

dist(xp, A) = 1.
Wielomiany w(z) = ag + a1z + asz? + - 4 ap2" leza gesto w A oraz

27 ) . "
R e A e R R R S
0 k=0

Istotnie

n . n . n n .
‘1}0(6“) N w(eit)‘z —1_ Zakez(k—i—l)t N @e—z(k—l—l)t + Z Z ak%ez(k—r)t7
k=0

k=0 k=0 r=0

a calka fOZﬂ ¢t jest réwna 0, gdy m # 0 oraz réwna 27, gdy m = 0. Z tego
wnosimy, ze dist(xo,.A) > 1. Nier6wno§¢ przeciwna jest oczywista.

Lemat Urysohna
i twierdzenie Tietzego-Urysohna

Pomocnym narzedziem przy konstrukcji funkcji ciaglych na ogolnych prze-
strzeniach topologicznych sa dwa ponizsze twierdzenia. Wynika z nich w szczegol-
nosci, ze gdy S jest przestrzenia topologiczna normalna, to przestrzen C(S) jest
niezdegenerowana.

Pierwsze twierdzenie tradycyjnie nosi nazwe lematu Urysohna i jego dowdd
zamieszczony jest w rozdziale Uzupelnienia ?7?.

2.7. LEMAT URYSOHNA. Jezeli S jest przestrzeniq topologiczng normalng, to dla
kazdej pary Ko, K1 rozlgeznych podzbiorow domknietych S istnieje taka funkcja
cigglta x : S — [0,1], Ze x K, =1.

Ko =0 oraz x
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2.8. TWIERDZENIE TIETZEGO-URYSOHNA. Niech Sy bedzie podzbiorem dom-
knigtym przestrzeni normalnej S. Dla kazdej funkcji cigglej xo @ So — [—1,1]
istnieje przediuzenie ciggle x : S — [—1,1].

Dowéd: Zalézmy, ze |zo(s)] < ¢ < 1 dla s € Sp. Podamy konstrukcje takiego
ciagu x1,x2, ... funkcji ciagltych na 5, ze

en(s)] < L(2)" dla se S

oraz

< ()" dla x€ So.

Poniewaz zbiory Ko = x(;l([—c,—%c]) i Ky = x(;l([%c,c]) sa rozlaczne i
domkniete w Sy, a wiec domkniete w 5, to z lematu Urysohna ?? wynika istnienie
takiej funkeji k : S — [—1,1], ze k|g, = 0 1 k|x, = 1. Latwo sprawdzi¢, ze
funkcja x1(s) = %c (k(s) — %) spelnia zadane warunki. Funkcje x9 konstruujemy

w podobny sposob, przyjmujac xg — x1 W miejsce xg i %c w miejsce ¢, itd.
Szereg Y p- ; ¥ jest jednostajnie zbiezny. Jego suma x jest wiec funkcja ciagla
na S, spetnia warunek |z(f)] < 1 dla s € S oraz x(s) = xo(s) dla s € Sp, jest

zatem poszukiwanym przedtuzeniem funkcji xg.

2.9. WNIOSEK. Niech Sg bedzie podzbiorem domknietym przestrzeni normalnej
S. Kazdg ograniczong funkcje ciggla xo @ So — C mozna przedtuzyé do ograni-
czonej funkcji cigglej x + S — C i to tak, by ||2||occ = ||@0||oo -

Dowéd: Mozemy zatozyé, ze ||ao|loo = 1. 7 twierdzenia Tietzego-Urysohna wy-
nika, ze funkcje Rexg 1 Imxg mozna przedtuzy¢ do ograniczonych funkcji rzeczy-
wistych na S. Nazwijmy je y; oraz ya i potdézmy y = max{1l, |y; +iy2|}. Funkcja
= (y1 +1y2)/y ma zadana wlasnos¢, gdyz y|s, = 1.
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Twierdzenia o najlepszej aproksymacji

2.10. TWIERDZENIE KOLMOGOROWA. Niech S bedzie zwartq przestrzeniq
Hausdorffa oraz W domknietq podprzestrzeniq liniowq przestrzeni C(S). Ustalmy
funkeje xg € C(S) oraz wog € W i oznaczmy

So={t e S:|zo(t) — wo(t)| = [|wo — wollo }-

Funkcja wgy najlepie; w W aproksymuge funkcje xo w normie jednostajnej wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdej funkeji w € W zachodzi nieréwnosé

(2.5) {2}5% Re (zo(t) — wo(?)) w(t) < 0.

Dowdd: Niech na razie Sy bedzie dowolnym niepustym podzbiorem domknietym
S. Pokazemy, ze wlasnoé¢ (2.5) pociaga

dist(xo, W) > {2}5% ‘xo(t) — wo(t)‘.

Przyjmujac za S zbior okreslony w twierdzeniu, otrzymamy wtedy dist(xg, W) >
||xo — wol|o, a wiec, ze wg najlepiej w W aproksymuje .

Zalézmy nie wprost, ze dist(zg, W) < minieg, ‘xo(t) — wo(t)‘ a wiec, ze

dist(xo, W) < ||lz0 — wil|eo < {gén ‘xo(t) — wo(t)‘
0]

dla pewnej funkeji wy € W, wtedy
‘xo(t) — wl(t)‘ < ‘xo(t) — wo(t)‘
dla wszystkich ¢t € Sp, a przyjmujac w (2.5) za w funkcje w; — wo otrzymamy
ReM(wl —wp) = |rg — w0|2 — RGM(:L'O — wy)
> |vo — wol* — |vo — wo |xo — w1

= |$0 — w0|<|x0 —w0| — |$0 — w1|> >0

na Sp, co stol w sprzecznosci z (2.5).

Dowdd w druga strone takze przeprowadzimy nie wprost. Zatézmy wobec tego,
ze

{gg%Re (xo(t) — wo(t)) wi(t) =a >0
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dla pewnej funkeji wy € W. Wybierzmy w S zbior otwarty U D Sy tak, aby

Re (2o(t) — wo(t)) wi(t) >

N R

dla t € U i oznaczmy

|20 — wolleo — trensa\% ‘xo(t) — wo(t)‘ =b>0.

Jesli przyjmiemy

. a b
(S:mln{ﬁ?%},

gdzie ¢ = ||wi||oo, Oraz we = wo + dwr, to dla t € U spelniona jest nieréwnoécé
2
|z0(t) = wa(1)|” < Jlzo — woll5s — 20 Re (wo(t) — wo(t)) wi(t) + 67 [Jwn |3
)
< leo — woll3 — 5

adlat e S\ U nieréwnosé

N | o~

|zo(t) — wa(t)| < Jwo(t) — wo(t)] + 6 lwi]loo < [|zo — wolloo —

To oznacza, ze
[0 — waloo < [Jz0 — woll
tj., ze funkcja wo daje lepsza aproksymacje xg niz funkeja wg. [ ]
Ze wzgledu na liczne zastosowania praktyczne, szczegolnie waznym przypad-
kiem twierdzen o najlepszej aproksymacji jest ten, w ktérym S jest domknietym

przedzialem na prostej, zas W zbiorem wielomiandéw nie przekraczajacych usta-
lonego stopnia. Udowodnimy:

2.11. TWIERDZENIE. Dla kazdej funkeji xo € Cla,b] posrod wielomianow stop-
nia nizszego niz n dokladnie jeden wielomian wq lezy nagblizej xo. W tym przy-
padku zbior

So = {t € [a,b]: ‘xo(t) — wo(t)‘ = ||xo — w0||oo}

ma przynajmniej n + 1 elementow.

Dowdd: Przestrzen W wielomianéw stopnia nizszego niz n ma wymiar n, a wie-
lomianu wq, najblizszego xg, wystarczy szukaé w zbiorze

{we W lwlle < 2lzolloo},
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ktory jest zwarty. Funkcja ||xg — w]|eo jest ciagla, osiaga wiec na nim swdj kres
dolny. To dowodzi istnienia wq. Takze zbior Sy zawiera przynajmniej n + 1 ele-
mentow, w przeciwnym przypadku w zbiorze W moglibysmy wskaza¢ wielomian
wy, dla ktérego

wl(t) = xo(t) — wo(t), t € Sy

i po wstawieniu wy do (2.5) w miejsce w otrzymaliby$my

2

in R t) — [ t) = mi t) — [ 0.
min Re (20(t) — wo(t)) wi(t) = minfeo(t) — wo(t)[” >
Dodajmy, ze jesli So = {t1,12,...,tmy1} oraz m < n, to za w; mozna wybraé

m-ty wielomian interpolacyjny Lagrange’a dla funkcji z¢g — wyg

Tt :1;0 (t) — wo(tk)) _ m+l
z:: t_tk ') gdzie (1) = kl;[l(t_tk)'

Do dowodu pozostaje jedynosé wielomianu wy. Gdy wielomiany wy i wj ze
zbioru W daja najlepsza aproksymacje funkeji g, to daje ja tez wielomian

1Ly, 1 p

W zbiorze So punktéow ekstremalnych funkeji zg — wo wybierzmy n + 1 punk-
téw t1,t2, ..., tht1. Mamy wtedy wo(tx) — wo(ty) = d et dla d = dist(xo, W) i
pewnych liczb rzeczywistych si1,s9,..., s,4+1. Poniewaz

‘xo(tk) — w()(tk)‘ <d, ‘xo(tk) — wg(tk)‘ <d
dla k=1,2,...,n+ 1, wiec z okreslenia (2.6) wynika, ze
zo(ty) — wo(ty) = zo(ty) — wy(ty) = d e,

t]. w()(tk) wy(ty)=0dlak=1,2,....n+1,a poniewaz' niezerowy wielomian
w W nie moze mieé¢ wiecej niz n zer, wiec musi by¢ wjy = wjj. []

Mimo, ze w klasie wielomianow stopnia nizszego niz n, jak wida¢ z twierdzenia
2.11, wielomian wg najlepiej aproksymujacy ustalona funkcje xp na przedziale
[a,b] jest jedyny, nie jest znany zaden algorytm pozwalajacy wyznaczy¢ wq. Jest
bardzo niewiele przyktadéw, w ktorych wg mozna wskazaé¢ konkretnie. Oto jeden
z nich.
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2.12. PRZYKLAD. Pokazemy, ze na przedziale [—1, 1] poéréd wielomianow stop-
nia nizszego niz n najlepiej aproksymujacym jednomian t" jest wielomian (stopnia
n—2)

(2.7) wo(t) =t" — Ty(t),
gdzie T, jest n-tym wielomianem Czebyszewa

To(t) =1, Tu(t) = %Cos(narccost), n=1,2,3....

Wykresy funkeji cos(narccost) dla n=0,1,2,3,4,5.

Kolejne wielomiany Czebyszewa maja posta¢ To(t) = 1, Ti(t) = t, Ta(t) =

12— %, nastepne mozna latwo wyznaczy¢ ze wzoru rekurencyjnego

To(t) = tToo1(t) — 1 Tho(t) dla n=3,4,5,...,

zatem T3(t) = 3 — %t, Ta(t) = t* — %tz + %, itd. Wida¢, ze w istocie T,, jest
wielomianem stopnia n ze wspotczynnikiem przy najwyzszej potedze réwnym 1,
zatem funkcja wo, okreslona wzorem (2.7), jest wielomianem stopnia n — 2.

Zbior Sy punktow ekstremalnych funkcji zg — wg = T,, skltada sie z liczb
km
1, = arccos <—>, E=0,1,2,...,n.
n

Gdyby wg nie byl wielomianem optymalnym, to na mocy twierdzenia Kolmogo-
rowa mielibysmy
: k

min (—1)" Rew({g) >0

oo (=1) (k)
dla pewnego wielomianu w stopnia nizszego niz n. Wielomian Rew musialby
wtedy zmienia¢ znak w kazdym z przedziatéw (ty,tx11), a taki wielomian musi
miec¢ stopien przynajmniej n.
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2.13. ZADANIE. Dowies¢, ze posrdéd wielomiandéw stopnia nizszego niz n wie-
lomian wgy najlepiej przybliza funkcje rzeczywista z9 € Cla,b] wtedy i tylko
wtedy, gdy sam jest rzeczywisty a w przedziale [a,b] mozna tak wybrac¢ podzbiér
1 < ta < -+ < tpg1, zwany alternansem, ze funkcja btedu zg — wy przyj-
muje na nim na przemian wartosci ||zo — wolleo oraz —||xo — wo||ec (niekoniecznie
rozpoczynajac od wartosci dodatniej).

Przedstawimy jeszcze jeden przyklad najlepszej aproksymacji funkcji przez
wielomiany. Przyktad ten pochodzi od Bernsteina, mozna go znalez¢é w wielu pod-
recznikach 1 monografiach z teorii aproksymacji, wymaga jednak znajomosci dosé
zaawansowanych technik teorii funkcji zmiennej zespolonej. Ponizsza prezentacja
jest dluzsza, za to elementarna.

2.14. PRZYKLAD. Znajdziemy wielomiany najlepiej aproksymujace jednostajnie

na przedziale [—1, 1] funkcje xo(t) = — gdzie a jest ustalona liczba rzeczywi-
a_

sta, wicksza niz 1.

Ustalmy n = 0,1,2,... i rozwazmy funkcje yy, : [—1, 1] — C okreslona wzorem

z—a
yn(t)zznl—ozz7
gdzie z = t+1V1 —t? oraz o = a—Va*> — 1. Poniewaz |z| = 1, wiec 12__;; =1

oraz
7 — _(1+a2)t—2a_at—1

R = =
el—az 1 —2at 4+ a? a—1

= (a2 — Dao(t) — a.

Wynika stad, ze ‘yn(t)‘ =1 oraz

a” a 1
az—lRey"(t): +

a? —1 a

Z—Q

J}O(t)_ Re <1 _an2n>
(2.8) ) 1 — =
— a? — 1 + az_lRG(Z—Oé)<1—|—ogz_|_”‘_|_oén—1zn_1>‘

Poniewaz Re z¥ = cos(karc cost) = 2871 T.(1) jest wielomianem Czebyszewa stop-

n

nia k, wiec xg— Rey, jest wielomianem stopnia n, ktory oznaczymy przez

a?—1
wy,. Ze wzoru (2.8) otrzymujemy wo(t) = a2a_1 oraz
(2a)n~! 1 &
2.9 anlt) = L0 4 S et

dlan=1,2,3,....
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Twierdzimy, ze sposrod wszystkich wielomianow stopnia < n to wlasnie wie-
lomian w, daje najlepsza aproksymacje funkcji xg. By tego dowies¢, wystarczy
dla funkcji bledu o — wp = 53— Reyy wskazac alternans dlugosci n + 2.

Dla v = arg z = arccost oznaczmy

Z—

p(u) = arg 1

: ) :
— .= arg(e" — a) —arg(; — ™).

Wida¢ (patrz rysunek), ze ¢(u) rosnie od 0 do 7 na
przedziale [0,7]. Dlatego argyn(cosu) = nu + p(u)
roénie od 0 do (n 4 1) na tym przedziale i mozna
wskazac takie punkty

O=wuy<ur <ug <+ <Upy1 =T,
dla ktérych argyn(cosuy) = km, k = 0,1,2,...,n 4+ 1, tj. ynp(cosuy) = (—1)".

Stwierdzamy zatem, ze uklad punktéw cos up41,cos Uy, ..., cosug jest szukanym
alternansem funkcji xg — wy,.

Kolejne funkcje btedu dla a = % 1n=0,1,2,3,45.

Zadania uzupelniajace

2.15. Dla n = 0, 1, 2, 3, 4 obliczy¢ n-ty wielomian Bernsteina funkcji x(t) =
cos Tt.

2.16. Czy potrafisz wskazac¢ konkretny ciag wielomianéw zbiezny jednostajnie do
funkcji x(t) = cos wt na przedziale [0,1] 7

2.17. Obliczyé n-ty wielomian Bernsteina funkcji: (¢) = t%, x(t) = 3.
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2.18. Uogolni¢ wzor na n-ty wielomian Bernsteina dla funkcji okreslonych na
dowolnym przedziale [a,b].

2.19. Dowiesc, ze jezeli przestrzenie topologiczne normalne S7 i S2 sa homeomor-
ficzne, to C(S7) i C(S2) sa izometrycznie izomorficzne. Wykaza¢ na przykladzie,
ze twierdzenie odwrotne nie zawsze jest prawdziwe.

2.20. Niech X bedzie najmniejsza domknieta podprzestrzenia przestrzeni C'(R)
zawierajaca wszystkie ograniczone funkcje jednostajnie ciagte. Czy X = C(R) ?



ROZDZIAL III

PRZESTRZENIE HILBERTA

Przestrzenie unitarne

Przestrzeniag unitarng nazywamy przestrzen liniowa H nad ciatlem C liczb
zespolonych wraz z zespolona funkcja ( , ) okreélona na H X H i majaca naste-
pujace wlasnosci:

(1) (@, 2y >0 dla © € H oraz (x, x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0.

2) (x,2) >0 dlazeH.

3) (x+y, z) =(x,z) + (y, z) dla x,y,z € H (addytywnosc).

4) (Ax, y)y = Mz, y) dla A € C, z,y € H (jednorodnosé).

5) (y, z) = (z, y) dla z,y € H (hermitowskos¢).

Funkcja ( , ) nosi nazwe iloczynu skalarnego w #H. Norme w przestrzeni
unitarnej H okreslamy wzorem

(
(
(
(

Jz]| = v/{z, ).
Przestrzen zupelna w normie || || nazywamy przestrzenia Hilberta.

3.1. PRZYKEAD. Na przestrzeni C" funkcja ( , ) okreslona wzorem
n
<$, y> = Z Tk Yk
k=1
gdzie © = (x1,22,...,2n), ¥ = (Y1,Y2,-.-,Yn), jest iloczynem skalarnym. Prze-
strzen C" ma skonczony wymiar, jest zatem przestrzenia Hilberta. Jest to dobrze
nam znana przestrzen euklidesowa.

3.2. PRZYKLAD. Takze przestrzen £ z iloczynem skalarnym

o0

<$, y>:Z$ky_k

k=1

jest przestrzenia Hilberta. Zauwazmy, ze |z Ui| < % |z |2 + % lye]?, a wiec szereg
powyzszy jest bezwzglednie zbiezny.
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3.3. PRZYKLAD. Przestrzen C([O, 1]) z iloczynem skalarnym

(e ) = / (1) (1) dt

jest przestrzenia unitarna. Nie jest jednak przestrzenia zupelna w normie

e = ([ o ar) "

Po uzupelnieniu otrzymamy przestrzen Hilberta L2<[0, 1]) funkcji catkowalnych
z kwadratem w sensie Lebesgue’a na przedziale [0, 1].

3.4. PRZYKLAD. Zamiast przestrzen L? ([0, 1]) z poprzedniego przyktadu mozna
bada¢ bardzo ogdlna klase przestrzeni L?(Q,B,p), gdzie (9, B, 1) jest dowolna
przestrzenia miarowa o-skonczona. Sa to wszystko przestrzenie Hilberta a iloczyn
skalarny ma postac

(e ) = /Q o(1) y0) diu(1).

Kazda z wezesniejszych przestrzeni mozna zrealizowac jako szczegdlny przypa-
dek przestrzeni L2(), B, ). Przestrzen C* otrzymamy biorac Q = {1,2,...,n},
za B o-cialo wszystkich podzbioréw € a za p miare liczaca ilos¢ elementow
zbioru; przestrzen (? biorac @ = N a B i u jak wyzej, za$ L2<[0,1]> biorac
Q2 =10,1], za B o-cialo wszystkich podzbioréw borelowskich [0,1] a za g miare
Lebesgue’a na [0, 1].

3.5. PRZYKEAD. Podamy jeszcze jeden wazny przyklad przestrzeni Hilberta.
Oznaczmy przez H? zbiér wszystkich tych funkcji holomorficznych f na dysku
jednostkowym D = {z € C: |z| < 1}, dla ktoérych

1= ( soo o= [T lreenfa) <

ogr<1 27 Jo

Pokazemy, ze przestrzen H? jest zupela i mozna w niej tak wprowadzié iloczyn

skalarny ( , ), by [|f]| = /{f, [)-

Jak wiadomo, kazda funkcje f holomorficzna na D mozna przedstawi¢ w po-
staci zbieznego szeregu potegowego

flz) = Zan 2",

n=0
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Mamy wtedy
— ‘f(re’t)‘ dt = Pt an@—/ "Rt = " fan .
2 0 n=0 k=0 27 0 n=0
Wyrazenie supgg, 1 w definicji normy || || mozna wiec zastapi¢ przez lim, -
otrzymujac

00 1/2 00 1/2
= (i Sormilt) = (k)

n=0

Oznacza to, ze przestrzen H? jest izometrycznie izomorficzna z przestrzenia (2

) p J Yy p a )
jest zatem przestrzenia Hilberta a iloczyn skalarny do niej mozna przeniesc z
przestrzeni 2, Otrzymujemy

2 ) '
(f,9)= Tlim — f(r ey g(ret)dt.

Podamy teraz kilka prostych twierdzen o przestrzeniach unitarnych.

3.6. TWIERDZENIE PITAGORASA. Jesli {z, y) =0, to ||z +y||* = [|=z]]* + ||ly]|*

Dowéd: Korzystajac z wlasnosci (2) — (4) iloczynu skalarnego otrzymujemy

le +yl* = (@ +y, @ +y) = (2, @) + (&, y) + (2, y) +{y, y) =
= [l + lyl*. [
W interpretacji geometrycznej kat o, utworzony przez
wektory z 1 y, to kat przy wierzchotku 0 tréjkata o bo-

kach dtugosci ||z, ||y|| i || — vy, zatem na mocy twier-
dzenia cosinusow

e = yll* = = l* + lyll* = 2 [«]l y]l cos .
7, drugiej strony, z definicji iloczynu skalarnego, otrzymujemy
lz = ylI* = ll[I* + lyll* — 2 Re(z, y).
Poréwnanie tych wielkosci daje nastepujaca interpretacje kata «:

Re(z, y)
]| |yl

W interpretacji tej trojkat, rozpatrywany w twierdzeniu Pitagorasa 3.6, to
tréjkat prostokatny.

COS @ =
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3.7. NIEROWNOSC SCHWARZA. Dla dowolnych x,y € H zachodzi nierownosé

(2, )] < [l lyll-

Dowéd: Dla y = 0 nieréwnosé jest oczywista, dla y # 0 za$ wynika bezposrednio
z nieréwnosci

0<(z— Ay, @ — Ay) = [lz)]* = Xz, y) — Az, y) + [AP|yll°,

jesli podstawi¢c A = <|T’||Z> []
)

7 nieréwnosci Schwarza latwo wynika, ze funkcjonal ||z|| = /(x, ©) istotnie
jest norma w H. Mamy bowiem

le + ylI* = lel® + lyll® + 2Rez, y) <

2
el + gl + 210l llyll = (el + [vl)

co dowodzi podaddytywnosci normy. Pozostale postulaty normy sa spelnione w
sposob oczywisty.

7Z nieréwnosci Schwarza wynika tez, ze iloczyn skalarny ( , ) jest ciagly jako
funkcja dwéch zmiennych. Rzeczywiscie, jezeli z,, — 2 1 y, — y, to

[(ens ) = (2 )] < llan = 2yl + 2 lyn = wll + lon = 2]l lyn =yl = 0.

3.8. WZzOR POLARYZACYINY. Dla dowolnych x,y € H zachodzi réwnosé

1 . . . .
(o, y)= 2z +yl* = lle = yll* +ille +aiyll® —ille —ayl*). [

W rzeczywistej przestrzeni Hilberta wzor polaryzacyjny przyjmuje postac
(2, y) = 3l + I = 1= = yII?).
3.9. ROWNOSC ROWNOLEGLOBOKU. Dla dowolnych x,y € H zachodzi rownosé
le + yll* +lle = yl* = 2|«[I* + 2 lylI*. [
Nazwa ,,réownos¢ rownolegtoboku” pochodzi od znanego twierdzenia geometrii

mowiacego, ze suma kwadratow dtugosci przekatnych réwnolegtoboku jest réwna
sumie kwadratéw dlugosci jego bokow.

Réwnosé rownolegltoboku charakteryzuje przestrzenie unitarne, mianowicie:
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3.10. ZADANIE. Jezeli w przestrzeni unormowanej X réwnosé¢ réwnolegloboku
zachodzi dla kazdej pary wektoréw, to wzor polaryzacyjny 3.8 okresla w niej ilo-
czyn skalarny zgodny z norma, tzn. ||z|| = +/(z, x), zatem X jest przestrzenia
unitarna.

Twierdzenia o najlepszej aproksymacji

Twierdzenia, ktore teraz udowodnimy, dotycza centralnych zagadnien teorii
optymalizacji w przestrzeniach Hilberta.

Przedtem przypomnijmy, ze podzbior W przestrzeni liniowej jest nazywany
wypuklym, gdy wraz z kazdymi dwoma punktami x i y zawiera caly odcinek

{(1—)\):1;—|—)\y:0<)\<1}
taczacy te punkty.
3.11. TWIERDZENIE (O NAJLEPSZEJ APROKSYMACII). Niech H bedzie prze-

strzeniq Hilberta oraz W jej domknietym podzbiorem wypukiym. Dla kazdego xg €
H istnieje dokladnie jeden taki element wo € W, Ze

(3.10) |0 — wol| = dist(xg, W) = wlglf/}/ ||xo — w]|.

Dowéd: Oznaczmy d = dist(xg, W) i wybierzmy w zbiorze W taki ciag {wy}, ze
||xo — wn|| = d. Pokazemy, ze jest to ciag zbiezny do pewnego elementu wg € W'.
7 réwnosci rownolegloboku mamy

2

e — ] = 270 — wall® + 2 [0 — el 4[| (e + o) — 0]
Poniewaz %wn + %wm e W, wiec ||(%wn + %wm) — x9|| = d, stad
Jan — wm | < 220 — wall* 420 — ] — 4.

Prawa strona tej nieréwnosci dazy do zera, gdy n,m — oo. Oznacza to, ze {wy}
jest ciagiem Cauchy’ego w H, jest zatem zbiezny do pewnego elementu wqg. Z
domknietosci zbioru W wnosimy, ze wg € W'.

Jest oczywiste, ze ||xo — wol| = d. Jedli réwnosc taka jest spelniona dla dwéch
elementow w(, wy € W, to przyjmujac jako ciag {wy} ciag {wg, wf, wj, wy,. ..},
ktéry musi byé zbiezny, otrzymujemy wf = wf. [ ]

Twierdzenie o najlepszej aproksymacji istotnie wyrdznia przestrzenie Hilberta
sposrod przestrzeni Banacha. Ilustruje to nastepujacy przyktad:
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3.12. PRZYKLAD. Ustalmy niezerowy wektor y = (y1,y2,...) € {* i okreslmy
funkcje ¢ : {1 — C wzorem

o0

pla) = an Yn, gdy x=(z1,22,...).

n=1

Jest to funkcja liniowa 1 ciagla, liniowos¢ jest oczywista, a ciaglos¢ wynika z nie-
réwnosci |p(u) — (v)| < ||lu — v||1 ||y]|co; zatem zbior

(0.0]
W:{xeﬁl:z:pnynzl}
n=1
jest wypukly i domkniety w (!, Zbadamy czy w W istnieja wektory o najmniejszej
normie.

Dla wektora y = (1,1,...) otrzymujemy

(0.0]
W:{xEEI:anzl}
n=1
ijesliz € W to |||t = Dopey |2n| = Doreq @n = 1; wiec wektorem o najmniejszej
normie jest kazdy wektor € W, dla ktorego x,, > 0, n = 1,2,..., np. kazdy
wektor postaci @ = (A, 1 — A,0,0...), 0 < A < 1. W zbiorze W istnieje zatem
nieprzeliczalnie wiele wektoréow o najmniejszej normie.

Przyjmijmy teraz y = (1,2,3,...), wtedy
(0.0]
— 1. n —
W—{:L'Eﬁ .Zn+1xn—1}.
n=1
Zauwazmy, ze kazdy z wektorow "T"Hen, n = 1,2,..., gdzie e, jest wektorem

[ enll =

, wiec dist(0,W) < 1. Jednak w zbiorze W nie ma wektoréw o normie 1,

en =(0,...,0,1,0,...) z jedynka na n-tym miejscu, lezy w W oraz |
ntl

n

gdyz
o0 o0 o0
n n
n— n—= n—

Ogolnie dist(0, W) = 1/||yllsc, a odpowiedz na pytanie, czy w W istnieja
wektory o najmniejszej normie, zalezy od licznosci zbioru {n € N : |yn| = ||y]|oc} -
Jezeli jest to zbior pusty — jak w drugim przypadku — to w zbiorze W nie ma
wektoréw o najmniejszej normie; jezeli jest jednoelementowy, powiedzmy postaci
{no}, to w W istnieje dokladnie jeden wektor o najmniejszej normie, jest nim
wektor en,/yn,, a jezeli posiada wiecej niz jeden element — jak w przypadku
pierwszym — to w W jest nieprzeliczalnie wiele wektorow o najmniejszej normie.
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3.13. TWIERDZENIE. Wektor wg € W ma wlasnosé (3.10) z twierdzenia o naj-
lepszej aproksymacji wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Re(zo — wo, wo —w) >0
dla wszystkich w € W.

Dowéd: Zalézmy, ze ||xo — wo|| = infyew ||xo — w|| i niech w bedzie dowolnym
elementem zbioru W . Poniewaz (1 — A)wg + Aw € W dla A € [0, 1], wiec funkcja

g(A) = H:L'o — (1= XNwo — )\wHZ

= ||xo — w0||2 + 2ARe({xg — wo, wo — w) + )\2||w0 — w||2

przyjmuje na przedziale [0, 1] najmniejsza wartos¢ w punkcie A = 0, musi zatem
by¢ ¢'(0) > 0. To dowodzi postulowanej nieréwnosci Re{xg — wp, wg — w) > 0.

7 drugiej strony nieréwnos¢ powyzsza pociaga ¢(0) < ¢(1), czyli ||ao — wol| <

lwo = wll. ]

Twierdzenie to ma nastepujaca interpretacje geometryczna: zbiér tych wekto-
row x w przestrzeni H, dla ktorych

Re(zo — wo, ©) = Re{xg — wo, wo) = ¢

tworzy hiperplaszczyzne przechodzaca przez punkt wg (i normalna do wektora
xo — wo ). Hiperplaszczyzne taka nazywamy podpierajaca zbiér W w punkcie
wo, bowiem Re(xg — wo, wo) = ¢ oraz Re(wp — wo, w) < ¢ dla wszystkich w € W
(zbior W styka sie z hiperplaszczyzna, ale lezy tylko po jej jednej stronie).

3.14. WNIOSEK. Jezeli W jest domknietq podprzestrzeniq liniowq przestrzeni
Hilberta H, to wektor wo najlepiej sposrod wszystkich wektorow W aproksymuge
wektor xg € H wtedy i tylko wtedy, gdy {(xo — wo, wy =0 dla wszystkich w e W.

Dowéd: Poniewaz wektor wo + (g — wo, w)w takze nalezy do W, wiec z twier-

dzenia 3.13 otrzymujemy —‘(:1;0 — wo, w>‘2 >0, czyli {xg —wp, w) =0. []

Aby obliczy¢ odlegltos¢ wektora x od domknietej podprzestrzeni Hy prze-
strzeni Hilberta nie zawsze potrzebna jest znajomosé wektora najlepiej w Hop
aproksymujacego wektor =. Pokazemy jak mozna ja obliczy¢ postugujac sie poje-
ciem wyznacznika Gramma.
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DEFINICJA. Wyznacznikiem Gramma G/(x1, 29, ..., xy,) ukladu wektoréw w1, xa, ...

przestrzeni unitarnej H nazywamy liczbe
G(xy,22,...,2,) = det {<$Z, xj>}1<i,j<n‘

3.15. LEMAT. Niech x1,x9,...,xy, bedzie ukladem wektorow przestrzeni unitar-
nej H i niech Hn—1 oznacza podprzestrzen liniowqg w H rozpietq na wektorach
1,22, ...,Tn_1. Wiedy

Gy, 2, xn) = Ga, 2o, ., 2n-1) - dist(:lﬁn,Hn_1)2.

Dowod: Zauwazmy na wstepie, ze zalozenie zupelosci przestrzeni H nie jest nam
potrzebne. Cata ,akcja” odbywa sie w podprzestrzeni H,, = lin{x1,z2,...,2,},
a ta, jako skonczenie wymiarowa, jest zupelna.

Zalozmy, ze wektor w, najlepiej w przestrzeni H,—1 aproksymujacy wektor
Ty, ma postac w = Ay 1+ Az +... Ap—12n—1. Odejmujac od ostatniego wiersza
macierzy

(1, 1) ... (&1, Tp_1) (x1, xn)

(Tn—1, 21) oo {Tn—1, Tu—1)  (Tn-1, Tp)
(tn, 1) ... {@n, Tn_1) (Tn, Tn)
(ktorej wyznacznikiem jest G(xy, x2,...,xy)) kombinacje liniowa pozostatych wie-
rszy, ze wspolczynnikami wynoszacymi odpowiednio Ay, Aa, ..., Ap—1, otrzymamy
macierz, ktérej wyznacznik sie nie zmieni, a ostatni wiersz przyjmie postac

(tp —w, x1) ... (tn—w, xp_1) (@n—w, Tn).

7 wniosku 3.14 wynika, ze (x, —w, ) = 0 dla kazdego = € H,_1, zatem w istocie
wiersz ten przyjmie postac

0 ... 0 (ap—w, xn).
Postepujac podobnie z ostatnia kolumna, tym razem odejmujac od niej kombina-
cje liniowa pozostatych kolumn ze wspotczynnikami Ai, Ao, ..., A1 otrzymamy
macierz
(1, x1) ... (@1, ¥p-o1) 0
(tn—1, 1) ... (Tp_1, Tn_1) 0
0 (xp, —w, xp — w)

o wyznaczniku wynoszacym G(z1,22,...,2n—1) " ||[2n —wl|/?. []

,l’n
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3.16. FAKT. Dla dowolnych wektorow x1,x2, ..., x, przestrzeni unitarnej zacho-
dzi nierownosé G(x1,x2,...,xn) = 0, przy czym G(xy,29,...,2,) = 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy wektory te sq liniowo zalezne.

Dowdd: Przyjmujac Ho = {0}, z lematu 3.15 otrzymujemy
n
Gy, 29,...,2n) = H dist(z, Hr_1)?,
k=1

wiec G(xy,22,...,25) = 0. Wektory x1,x9,..., 2, sa liniowo niezalezne wtedy i
tylko wtedy, gdy kazdy skladnik powyzszego iloczynu jest rézny od zera. [ ]

Liczbe /G(x1,22,...,v,) mozemy interpretowaé jako (n-wymiarowa) obje-
tos¢ rownolegloscianu rozpietego na wektorach xq,x2,...,x,. Istotnie, objetos¢
ta V(x1,22,...,2y) jest iloczynem pola podstawy réwnolegloscianu i jego wy-
sokosci, podstawa jest rownolegloscian rozpiety na wektorach x1,z2,...,2,-1 a
wysokoscia odleglos¢ wierzchotka z,, od hiperplaszczyzny podstawy, zatem

Vel xa,. . xn) = V(e xa, .. an—1) - dist(@n, Hn—1),
a w konsekwencji V(z1,22,...,2n) = [ dist(zg, Hp_1).
Natychmiastowa konsekwencja lematu 3.15 jest nastepujace twierdzenie:

3.17. TWIERDZENIE. Niech x1,x9,...,T, bedzie liniowe niezaleznym ukiadem
wektorow przestrzent unitarnej H i niech Hy oznacza podprzestrzen liniowq w H
rozpietq na tych wektorach. Dla dowolnego wektora x € H zachodzi réwnosé

dist(a, Hn) = \/G(l‘l,wz,...,l’n,l')‘ []

Gy, x2,...,2n)

3.18. PRZYKEAD. Obliczymy odlegloé w L%(0,1) jednomianu " od podprze-
strzeni ‘Hy—1 wszystkich wielomianéw stopnia nizszego niz n, tj. podprzestrzeni
rozpietej na jednomianach 1, ¢, ..., "', Latwo sprawdzamy, ze

=
i+ +1J)ogij<n’

G(l,t,...,t"):det{

zatem ze wzoru wyznacznikowego Cauchy’ego (patrz ?7)

wo Higili=3)* (1120 - ! P
G(L,t,...,1") = IL;Gi+7+1) T+ D) (42 204+ D)
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stad na mocy twierdzenia 3.17

dlst(tn77-[n_1) — [nl]4 ' _ 1

@)l @n+ ey (2:) '

3.19. ZADANIE. Niech x1,x2,...,2, bedzie dowolnym ukltadem funkcji z prze-
strzeni L%(R). Dowiesé, ze wyznacznik Gramma

G(xy,22,...,2,) = det {<$Z, xj>}1<i,j<n

tego uktadu mozna wyrazi¢ w postaci

2
dty dity ... dty,.

= det {wi(tj)}1<i,j<n

G, 22,...,2n) = i/

Ortogonalnos¢

Dwa wektory x, y przestrzeni unitarnej H nazywamy ortogonalnymi je-
zeli (x,y) = 0. Gdy kazdy element zbioru A C H jest ortogonalny do kazdego
elementu zbioru B C H, to powiemy, ze zbiory te sa ortogonalne do siebie. Orto-
gonalnos¢ wektoréw bedziemy oznacza¢ x L y a zbioréw A L B. Jezeli {z} L A,
to piszemy © L A.

Z liniowoscl i ciaglosei iloczynu skaranego tatwo wyprowadzié, ze wektory or-
togonalne do zbioru A tworza domknieta podprzestrzen liniowa w H. Bedziemy
ja oznaczaé¢ AL i nazywaé dopelnieniem ortogonalnym zbioru A.

3.20. TWIERDZENIE (O ROZKLADZIE ORTOGONALNYM). Jezeli Ho jest dom-
knietq podprzestrzeniq liniowq przestrzent Hilberta H, to kazdy wektor x € H
mozna przedstawié, i to dokladnie na jeden sposdb, w postaci

x=uwx1+x9, gdzie x1 € Hp, 22 € H(J)‘.
Dowdd: Jezeli € ‘H, to w podprzestrzeni Hg — na mocy twierdzenia o najlep-
szej aproksymacji 3.11 — jest taki wektor zq, ze
||x — o] = dist(x, Ho).

Wykazemy, ze wektor o1 = @ —xg lezy w H(J)‘, tzn., ze (x1, y) = 0 dla wszystkich
y € Hop.
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Obierzmy X = (1, y)/||y||*. Poniewaz xo+ Ay € Ho, wiec ||z — (zo+ Ay)|| >
dist(x, Ho), a zatem

0 < o — (w0 + Ay)lI* = o — woll = ler = Ayll® — [|a]* =

— X1, y) — Aen, gy + APy

Podstawiajac przyjeta wartos¢ A dostajemy —|(x1, ¥)|?/|ly]|> = 0, a w konse-
kwencji (x1, y) = 0.

Do udowodnienia pozostaje jednoznacznosc rozktadu. Przypusémy, ze mamy
jeszcze rozkltad @ = x4+, vy € Ho, 2] € H(J)‘. Wowczas xo+x1 = xf+a), czyli
xo — v, = v1 — x|. Wektor z lewej strony réwnosci lezy w podprzestrzeni Ho, a
wektor z prawej w H(J)‘;jednak Ho ﬂ?—[é‘ = {0}, co oznacza xg—af = x1—a) =0,
lub inaczej xo = af i v1 = ). []

3.21. WNIOSEK. Dla podzbioru A C H zbior (AL)L jest najmniejszq domknigtq
podprzestrzeniq liniowqg w H zawierajgeq A.

Dowdd: Nalezy wykazac, ze jezeli Hg jest domknieta podprzestrzenia liniowa w H
oraz Ho D A, to takze Ho D (AL)L. Jest tak w istocie, bo inkluzja Ho D A po-
ciaga inkluzje Hg C AL, a ta z kolei inkluzje (Hg )+ D (AL)L, zaé z twierdzenia
o rozkladzie ortogonalnym otrzymujemy réwnosé (H(J)‘)J‘ =Ho. []

3.22. ZADANIE. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta oraz Hg jej domknieta
podprzestrzenia. Dowies¢, ze H/Ho jest przestrzenia Hilberta, izometrycznie izo-
morficzna z H(J)‘. Opisac ten izomorfizm.

Uktady ortogonalne

Zbior A C ‘H nazywamy ortogonalnym jezeli kazde dwa wektory A sa orto-
gonalne. Jezeli ponadto norma kazdego wektora z A wynosi 1, to méwimy, ze jest
to zbior ortonormalny. Zbiér ortonormalny nazywamy zupetnym, jezeli nie ma
w H niezerowego wektora ortogonalnego do A.

3.23. CWICZENIA.
1. Zbiér ortonormalny jest liniowo niezalezny.

2. W osrodkowej przestrzeni unitarnej zbior ortonormalny musi by¢ skonczony
lub przeliczalny.
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3.24. PRZYKLAD. Wielomiany Legendre’a L,, n =0,1,2,3,..., gdzie

L) = J5m ("= 1)

tworza uklad ortogonalny w przestrzeni Hilberta L*(—1,1).

Istotnie, L, jest wielomianem stopnia n a dla dowolnego wielomianu P, cal-
kujac n-krotnie przez czesci, dostajemy

(P, L) = (;é) /li—zp(t) (12 —1)"dt,

wiec dostajemy (P, Ly) = 0 dla kazdego wielomianu P stopienia nizszego niz n,
stad < Ly, L >=0 dla m # n.

Sprawdzmy jeszcze, czy jest to uktad ortonormalny. Poniewaz

d" 1 4% (2n)!
—Ln(t) = -1 = = (2n — 1)!!
g o) = g g (DT = g = B U
wiec
1 7/2
(Ln, L) = BV [0 p2yngy = 20— D8 cos?™ ydy = >
(2n)N 1 (2n)N 0 2n+1

Zatem uklad ortonormalny tworza funkcje

\/2n+1L
vz

n=012....

Przez analogie w przestrzeni L%(a,b) mozemy okreli¢ uklad wielomianéw or-
togonalnych

n

Palt) = Z(t—a)" (L = b)".

3.25. PRZYKEAD. W przykladzie 3.18 obliczylismy odleglos¢ w L2(0,1) jedno-
mianu t" od podprzestrzeni H,_; wszystkich wielomianéw stopnia nizszego niz
n, Jak wiemy odleglos¢ ta jest réwna normie wielomianu t" — W(t), gdzie W jest
wielomianem stopnia nizszego niz n, najlepiej aproksymujacym jednomian ¢" w
L*(0,1). Jest on jednoznacznie wyznaczony przez wlasnosé

/Wﬁ—wwﬂmwﬁzo
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dla wszystkich P € H,—1. W poprzednim przykladzie poznalismy juz wielomian
stopnia n o takiej wlasnosci, mianowicie wielomian

dn

Pa(t) = dt—nt"(t — 1"
Jego wspoétczynnikiem przy ¢7 jest (Qn')!, zatem musi by¢
n
n! d"
Wit)=1¢"— —t"(t—1)".
(*) (2n)! dtr ( )
Pozwala to obliczy¢
2 _ [l []*

dist(t", Hn1)* = H 2 (zn)!/o (1 —)ndt = (2n)!(2n + 1)1

n!
(2n)! n

3.26. ZADANIE. Pokaza¢, ze funkcje Rademachera
ro(t) = sgnsin2" 1, n=1,2.3,...
tworza uklad ortonormalny w L2(0,1). Czy jest to uktad zupelny?

Podamy teraz opis procesu ortonormalizacyjnego, pozwalajacego ze zbioru li-
niowo niezaleznego zbudowa¢ zbiér ortonormalny.

3.27. TWIERDZENIE ORTONORMALIZACYJNE SCHMIDTA. Zalozmy, Ze {x7,x9,
oy xn} jest zbiorem liniowo niezaleznym w przestrzeni unitarnej H. Wiedy w H
istnieje dokladnie jeden taki zbior ortonormalny {y1,vy2,...,yn}, Z€

1. lin{ay, zo, ... 2} = lin{y1,v2, ..., yr },

2. (g, yk) >0,
dla k=1,2,...,n.

Dowdd: Przeprowadzimy go przez indukcje wzgledem k. Dla k = 1 wystarczy

przyjac y1 = mxl, a jezeli elementy y1,y2, ..., yi sa juz okreslone, to kladziemy
) k
Ye+1 = mzk—l—lv gdzie  zpp1 = Tpq1 — Z<$k+1a Yi) Yj-
J=1
Zauwazmy, ze zpy1 7 0, w przeciwnym przypadku elementy zy, z2,...,x511 by-
tyby liniowo zalezne. Z konstrukcji jest oczywiste, ze yr11 € lin{a1, 22, ..., 211},

ze ||yps1]| = 1 oraz, ze (ygp41, y;) =0 dla j =1,2,... k. Stad

<yk—|—17 l‘k+1> = <yk+17 Zk+1> = ||Zk+1|| > 0.
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Pokazemy jeszcze, ze element yj 11 jest jedyny. Jezeli pewien element y' ma
te same wlasnosci, co yr41, to jest postaci

k
v =Ny
=1

Jednak y musi byé ortogonalny do kazdego z elementéw y1,y2,...,ys, wiec w
istocie y' = Mpy1yrt1. Wiemy tez, ze (v, 2r41) = M1 (Y41, r41) > 0 oraz, e
|y’ = 1. Z warunkéw tych wynika, ze Apiy jest liczba dodatnia i |Apiq| = 1.
Daje to y' = yjy1-

Dla wyznaczenia elementéw y1,y2, ..., y, mozna poshuzyc¢ sie wyznacznikami
Gramma. Wzor, ktéry przedstawimy moze byc¢ szczegélnie przydatny do obliczen
numerycznych.

3.28. TWIERDZENIE GRAMMA. FElementy zbioru {y1,y2,...,yn} w twierdzeniu
ortonormalizacyjnym mozna olrzymaé z formalnego wyznacznika

él'la 1?1% él'h wzi él'h ilfk—1§ T
T2, 1 L2, T2 s L2, Th—1 T2

(v, x1)  (xg, x2) ... (&g, p_1) @

yr = ¢ - det

gdzie
1

B VG (1,20, ap—1) Gla, va, ... ,:Jck)7

rozwijajgc go wzgledem ostatniej kolumny.

Ck

Dowdd: Jest oczywiste, ze yi € lin{xy,x9,...,2;}. Obliczajac iloczyn skalarny
(yg, ;) przy j < k otrzymamy wyznacznik, w ktérym ostatnia kolumna pokrywa
sie z kolumna j-ta. Taki wyznacznik jest réwny zeru, zatem (yz, 2;) = 0 dla
J < k, wszczegolnosci y L y; dla takich 7. Dla j = k& otrzymujemy

<yk7 $k> = Ck G(xlvx%- .- ,l’k) > 0.

Pozostaje sprawdzi¢, czy ||yx| = 1. Obliczajac ||yx|l* = (yk, yx) otrzymamy wy-
znacznik, w ktorym ostatnia kolumna przyjmuje postac

0 0 ... 0 (a, yr),

wiec jego wartosé jest réwna G(x1,x2,...,25_1) (Tk, yg). Stad

lyell® = i Gx1, 22, ... 2p_1) G(x1, 22, 2p) = 1. []
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3.29. PRZYKEAD. W L2(—1,1) proces ortonormalizacji Schmidta uktadu jedno-

mianéw 1, ¢, t2, 13, ... prowadzi do ukladu funkcji
L”ﬂ“Ln. n=01,23,...,
gdzie
1 d "
Lalt) = nl2n dxn (2" =1)

jest n-tym wielomianem Legendre’a.

Stwierdzenie to nie jest widoczna konsekwencja twierdzenia ortonormalizacyj-
nego a wynika z wtlasnosci wielomianow Legendre’a, ktore pokazalismy w przy-
ktadzie 3.24: L, jest wielomianem stopnia n, f_ll P(t)Ln(t)dt = 0 dla kazdego
wielomianu P stopnia nizszego niz n oraz

1 1
/ Lt dt = — [ (1 —t3)"dt > 0.
—1 2"

Inne klasyczne wielomiany ortogonalne mozna otrzymac zastepujac miare Le-

besgue’a na (—1,1) innymi miarami. Dla przykladu, wielomiany Czebyszewa

To(t)=1, T,(t)= Lcos(n arccost), n=1,2,3,...

2n—1

(a doktadniej wielomiany on=—1/27-1/2 Tn(t)) otrzymamy dla miary p okreslone;j
wzorem

dt
Mm:/gﬂfﬁ

Jest tak istotnie, bo podstawiajac u = arccost otrzymujemy

1
/ cos(marccost) cos(n arc cost) dt
1 L

™
:/ cos mu cosnu du.
0

Kolejne wielomiany Czebyszewa maja posta¢ To(t) = 1, Ti(t) = t, Ta(t) =
— % Nastepne mozna tatwo obliczy¢ ze wzoru rekurencyjnego
1
To(t) =tTho1(t) — 1 n—2(t) dla n=3,45,....

3.30. ZADANIE. Pokazaé, e w przestrzeni L? ((—1, 1),V1 —¢? dt) proces orto-
normalizacji Schmidta ukltadu jednomianéw 1, ¢, %, t3,... prowadzi do funkcji
2 =1/2 1] (1), gdzie

1 d

jest n-tym wielomianem Czebyszewa 2-giego rodzaju.

Tper(t) n=0,1,2,...
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Szeregi ortogonalne
7, twierdzenia Pitagorasa 3.6 wynika, ze jezeli x1,z9,..., 2, jest zbiorem or-
togonalnym, to
lon 22+ o+l = P+ ool o+ el

Dla nieskonczonych zbiorow ortonormalnych mozna to uogédlni¢ w nastepujacy
sposob:

3.31. TWIERDZENIE. Jezeli x1,x2,... jest ciggiem ortogonalnym w przestrzeni
Hilberta H, to warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, by szereg Y o__ 1 ap
byl zbieiny, jest aby > ooy ||zn||? < co. Wiedy

00 2 00
S| = 3 bt
n=1 n=1

Dowdd: Jesli {s,} jest ciagiem sum cze$ciowych szeregu y po; @, zaé {Sp} cia-
giem sum czesciowych szeregu Y77 ||zx]|?, to dla n > m, z twierdzenia Pitago-
rasa, mamy

||5n - Sm”2 = ||$m—|—1 +Tmi2+ ...+ $n||2 =
= lzmsll” + lzmall® + - + llzall® = Sn = S

Zatem {s,} jest ciagiem Cauchy’ego w H wtedy i tylko wtedy, gdy {S,} jest
liczbowym ciagiem Cauchy’ego. [ ]

3.32. WNIOSEK. Zbiezny szereg ortogonalny jest zbieiny bezwarunkowo, tj. zbie-
zny przy kazdej permutacyi swoich wyrazow.

Dowdd: Niech o bedzie dowolna permutacja wskaznikéw. Ustalmy dowolnie £ > 0
i wybierzmy wskaznik ng tak, aby En>n0 |lzn]|? < ¢ a wskaznik ny tak, aby zbiér
{o(1),0(3),...,0(n1)} zawieral wszystkie liczby 1,2,...,ng. Jezeli n > ny to

n n 2
Zxk—ZQ}a(k) <2 Z ||$k||2<2€2,
k=1 k=1 k>ng

wiec



52 III. PRZESTRZENIE HILBERTA

UWAGA. Przypomnijmy, ze w zbiorze C liczb zespolonych, a wiec takze w kazdej
skonczenie wymiarowej przestrzeni unormowanej zbieznos¢ bezwarunkowa szere-
gow pokrywa sie z ich zbieznoscia bezwzgledna. W nieskonczenie wymiarowych
przestrzeniach Hilberta jest inaczej, istnieja szeregi bezwarunkowo zbiezne, ktére
nie sa zbiezne bezwzglednie. Dla przykladu w przestrzeni (% szereg ortogonalny
> oo ¥n, gdzie z, jest wektorem (0,...,0, %, 0,...) z liczba % na n-tym miej-
scu, jest zbiezny bezwarunkowo (do wektora (1, %%,)) lecz nie jest zbiezny
bezwzglednie.

Klasyczne szeregi Fouriera
Dla funkcji € L?(0,1) szereg

(3.11) ap + Z(ak cos 2kmit + by, SianTf‘it),

k=1

1
gdzie ag :/ x(t) dt oraz
0

1 1
ap = 2/ x(t) cos2kmitdt, by = 2/ x(t) sin 2kmit dt,
0 0

nosi nazwe klasycznego szeregu Fouriera funkcji x. Szereg ten jest zbiezny
bezwarunkowo, bo funkcje 1, /2 cos 2rit, /2 sin 2wit, /2 cos4drit, /2 sindmit,
V2 cos 6mit, itd, tworza uktad ortonormalny w L%(0,1). Naszym celem bedzie
pokazanie, ze jest to uktad zupetny. Uktad ten mozna przenies¢ na dowolny skon-
czony przedzial (a,b) wstawiajac \/bt——a w miejsce zmiennej ¢t 1 dopisujac dodat-

, . 1
kowy wspolezynnik V=

Zauwazmy, ze suma (3. 11) jest réwna sumie szeregu

i o ekt
k=—oc0
gdy cop = ag oraz ¢ = %(ak —1bg), c_p = %(ak —1bg) dla k=1,2,3,... Funkcje
ye(t) = k™ k= 0,41,42,... takze tworza uklad ortonormalny w L%(0,1).
Uktad ten jest wygodniejszy od uktadu opisanego na poczatku, dlatego tylko nim
bedziemy sie postugiwali. Dodatkowo, wspétezynniki ¢ bedziemy oznaczali (&),
t].

7k = (e, ) = [ (1) ety

0

Zaczniemy od udowodnienia dwoch pomocniczych lematow.
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3.33. LEMAT. Jezeli funkcja x :[0,1] — C jest klasy Ct oraz x(0) = 2(1), to

——~

(k) =2kmiz(k) dla k=0,+£1,42,....

Dowdd: Caltkujac przez czesci otrzymujemy

——~

o (k) = x(t) e 2kmit L / 1x(t)(—2k7ri)e_2k““dt = 2kmi 3(k). []

0 0

3.34. LEMAT (RIEMANNA-LEBESGUE’A). Jezeli x € L1(a,b), to

b
lim x(t)sin At dt = 0.

A—=00 fg,

Dowéd: Dla funkeji y klasy C'! lemat wynika z réwnosci

b 1 b b
/y(t) sin At dt = X(—y(t) cos )\t‘ —I—/ y'(t) cos Atdt).

Ustalmy teraz dowolnie ¢ > 0 i dobierzmy funkcje y klasy O tak, by ||z —yl[1 < 5
a nastepnie wskaznik Ag, by ‘ fab y(t)sin At dt‘ < § dla A > Ag. Wtedy

b b
‘/ :z:(t)sin)\tdt‘ < H:L' —yHl + ‘/ y(t)sinAtdt| < e
dla A > Ag, o co chodzito. []

3.35. TWIERDZENIE. Jezeli x : R — C jest funkejq klasy C', okresowq o okre-
ste 1, to cigg

sn(t)= > Z(k)e®™  n=0,1,2,...,
|kl <n

sum czesciowych szeregu Fouriera funkeji x, jest do niej zbiezny jednostajnie. Co
wiecej
C

le = snllo < 5

Bl

dla pewnej staley C'.
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Dowdd: Gdy m < n, to korzystajac kolejno z lematu 3.33, nieréwnosci Schwarza
i nierownosci Bessela otrzymujemy

sn(t) —sm()] < Y |3k = ) \?(’f)‘m

m<|k|<n m<|k|<n
. ) 1/2 1 1/2
(3.12) << > \x'(k)\> ( > W)
m<|k|<n m<|k|<n
1 —
< gzl llym 2
gdyz
1 1 1
Zk_zgz(k—l)k_ﬁ
k>m k>m

Wynika stad, ze ciag {s,} jest zbiezny jednostajnie. Pokazemy, Ze jego granica
jest funkcja x.

Funkcje s, mozna zapisa¢ w postaci

(3.13) sn(t) = Z /0 z(u) e 2RI gy 2RTIE /0 x(u) Dp(t — u)du,

|k <n

gdzie
Dalt) = Z kit _ sin(2n + 1)mt

sin i
|k|<n

jest tzw. jadrem Dirichleta. Zauwazmy, ze D,, jest funkcja parzysta, okresowa
o okresie 1 oraz

JACZUIED o U S
0 Jkl<n 70 Ik|<n

Poniewaz funkcja x jest takze okresowa o okresie 1, wiec przedzial catkowania
w drugiej z calek (3.13) mozemy zmieni¢ na dowolny przedziat dtugoéci 1. Jezeli
wybierzemy przedzial (—t,1 —¢) a nastepnie w calce zamienimy zmienna u na
t + u, to otrzymamy

Sn(t):/o x(t 4+ u) Dp(u) du.

Uwzgledniajac teraz fakt, ze fol Dy (u)du = 1, réznice sy(t)—x(t) mozemy przed-
stawi¢ w postaci

sp(t) —a(t) = /0 [:zj(t +u) — :zj(t)] Dy (u) du = /0 we(u) sin(2n + 1)mu du,
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gdzie
x(t+u) — x(t)
pilu) = : :
sin u
L . . (1) . (1)
Funkcja ¢y jest ciagla i ograniczona, bo lim ¢ (u) = —= oraz lim¢(u) = — ,
u—0 ™ u—1 ™

zatem na mocy lematu Riemanna-Lebesgue’a s,,(t) — x(¢) dla kazdego ustalonego
t € [0,1]. Przechodzac w nieréwnosci 3.35 do granicy przy n — oo otrzymamy

1 —
o= smlle < g ll'll,m ™ O

3.36. WNIOSEK. W przestrzeni L*(0,1) trygonometryczny uklad ortonormalny
et =0,41,42, ... jest zupelny.

Dowéd: W przestrzeni L?(0,1) funkcje, ktére daja sie przedtuzyé do funkeji klasy
O, okresowych o okresie 1 (tj. takie funkcje z klasy C! na (0,1), dla ktérych
lima(t) = lima(t) oraz lima/(t) = lima’(¢)) tworza zbidr gesty. 7 twierdzenia
t—0 t—1 t—0 t—1

3.35 wiemy, ze kazda taka funkcje w normie || ||, a wiec tym bardziej w normie
| ||2, mozna dowolnie przybliza¢ skonczonymi kombinacjami liniowymi funkcji

ukladu. Zatem funkcje uktadu tworza zbiér liniowo gesty w L2(0,1). [

3.37. PRZYKLAD. Rozwiniemy w szereg Fouriera funkcje x(t) = ¢ — % Latwy
rachunek daje 7(0) = 0 oraz

1
Z(k) :/ (t— 1) e 2k gy = dla k=+1,42,...,

0 —2m

zatem
1 . 1 okmwit e sin 2kt
(3.14) t—§—Z—_2km,e _27_“ .
k40 k=1

Poniewaz

a2 1 &1 5 | N .
Z ‘:z;(k)‘ :ﬁ;k—z oraz Htzz/o <t—§> dt:ﬁ’

k=—o0
wiec z rownosci Parsevala otrzymujemy

2

1
> =
k=1
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Rozwiniecie (3.14) mozna latwo wyprowadzi¢ bez uzycia techniki szeregéw
Fouriera, opierajac sie na wzorze

n .

2 1t 1
3 cos 2krt = sin(Zn + rt 1
— 2sin i 2

Mianowicie

2kmt b
g M:—2/ g COSQkﬂ'SdS:t—/ Mds
0 1 0 SIN TS

k=1
1t
:t—/ {,1 —i}sin(Zn—l—l)wst—l——/ Md&
0 ™ Jo

SN T8 s s

1 .
— — Jest dziale (0,
<in 7s s JGS ogranlczona Na pI’ZG zlale ( ) WIQC Na mocy

lematu Riemanna-Lebesgue’a pierwsza z catek po prawej stronie ostatniej réwnosci
dazy do 0 przy n — oo. Druga catka przez postawienie v = (2n+ 1)rs sprowadza

Poniewaz funkcja

sie do calki

(2n+1)mt
| .
1 / sin u du.
T u
0
a wiec dazy do l/ 0% du = =. W konsekwencii
)y, u

n .
sin 2kt 1
li — =t—-.
dm ) =

k=1
3.38. PRZYKEAD. Lemat 3.33 nasuwa pomyst uogdlnienia rezultatéw przyktadu
3.37 tak, by moc obliczy¢ takze sumy szeregdw

Wybierzmy w przestrzeni L?(0,1) tak ciag funkcji zo,21,..., by o = 1 oraz

1
o =x,_1 i /:Jcn(t)dt:() dla n=1,2,3,....
0

n
Istnieje tylko jeden taki ciag funkcji. Mamy mianowicie

1 1 1
al)= -} xz<t>=-t2— el = oy L
] itd

1
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ogdlnie

t
xp(t) = /0 Tp_1(8)ds + an,

an = —/Ol/otxn_l(s)dsdt:/01(3—1):1;”_1(3)([3.

n

onlt) =3 o

gdzie

Mamy zatem

k=0
gdzie ag =1 i dla kazdego n = 1,2,3, ... zachodzi réwnos¢
u a
Yo i
= (n+1—FK)!

Mnozac obie strony tej réwnosci przez (n+1)! i przyjmujac k! a = S otrzymamy

n

1
Z("Z )ﬁk:(), n=1,2,...,

k=0

zatem (patrz [3], 449]) Bo, b1, P2, ... jest ciagiem wspdlczynnikéw rozwiniecia w
szereg Taylora funkcji t/(e! — 1), tzn.

¢ > B
et—lzzmt'
n=0

W szczegdlnosci Bon = (—1)" 1B, gdzie By, Ba, ... jest ciagiem liczb Berno-
ulli’ego

691

5
By=wo, Ba=y5 Bi=o Bs=o. Bo= oo,

Wiemy, ze funkcje eg(t) = exp2mikt, k = 0,+1,+2,... tworza uklad ortonor-
malny zupelny w L%(0,1) a dla funkcji z € L%(0,1) zachodzi réwnoéé Parsevala

1 ) +o0 ) 1
[ et =3 Gl e 50 = [ ale)extt) i

jest ciagiem wspoétczynnikéw Fouriera funkeji .

Latwo obliczamy

1 .
a0)=0,  #k) :/ <t— %) e~ 2kt gy — dla k=+1,42,...,
0

—2m1
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a dla n > 1 catkujac przez czesci dostajemy

— | 1 .
Tn(k) = Sy tp_i(k)=...= m, dla k#0 oraz 7,(0)=0.
7, drugiej strony, takze catkujac przez czesci, dla n,m = 1,2, ... otrzymujemy

1

—/0 Tpt1()Tm—1(t) dt.

/0 () em(t) dt = xpg1(t)am(t)

0
Gdy m =1, to lewa strona przyjmuje wartosc
1

§<$n—|—1(1) + wn—l—l(o)) = $n+1(0) = ln+1,

agdy m > 1, to przyjmie warto$¢ — fol Tpt1(t)rm—1(t) dt i mozna znéw catkowac
przez czesci otrzymujac w koncu

/0 ep(t)em(t)dt = (—1)m_1xn+m(0) = (—1)m_1 Aptm-

W szczegdlnosci
1 ) ) B
W] dt = (=1)"ag, = —.
[ Jento?at = (17, = 22

Uwzgledniajac obliczone wartosci wspotezynnikéw Fouriera funkeji z,,, z réwnosci

Parsevala, otrzymujemy
)Zn

=1 (27

— = - By,.
Z k2n 2 (Qn)!
k=1

Funkcje Hermite’a

Pokazemy, ze funkcje Hermite’a
(_1)n rt? d" —2nt?
™ —e ,
n! dtn

sa funkcjami wlasnymi transformaty Fouriera, odpowiadajacymi wartosciom wla-

(3.15) ha(t) =

n=012,...

snym (—2)", tj.

hn = (=1)" .
Zamiast funkeji Hermite’a wygodniej jest postugiwaé sie uktadem funkcji przeska-
lowanych
o — I, - V2n!
T [l (4m)m

ktére tworza uklad ortonormalny zupelny w L?(R).
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3.39. TWIERDZENIE. Funkcje

_ I, _ ﬁn!h
[fen ]2 (4m)m 7

€n

n=012...,

gdzie

-n* 2 d” 2
hn(t) — ( n’) eﬂ't dt_ne 2wt
jest n-tq funkcjq Hermite'a, tworzq uklad ortonormalny zupeiny w L*(R). Po-
nadto kazda z funkcji e, jest funkcjq wltasng transformaty Fouriera odpowiadajgeq
wartosci wtasnej (—i)", .

én = (—1)" en.
Dowdd: Zauwazmy, ze n-ta funkcja Hermite’a jest postaci
2
hn(t) = Ha(t) e™™",

gdzie H, jest pewnym wielomianem stopnia n, tzw. n-tym wielomianem Her-
mite’a. Wynika stad, ze h, € S
Rézmiczkujac (3. 15) otrzymamy

(3.16) Rl (t) = 2wt h (1) = —(n + 1) hpya (1),

a poniewaz ze wzoru Leibniza dla funkcji gltadkiej = zachodzi réwnos¢
d—n<47rt x(t)) = 47Ttd—n:1;(t) + 47Tnn—_1:1;(t)
dt» dt» dtn=1 ’

27t? t2

wiec przyjmujac x(t) = e~ i mnozac obie strony przez €™ otrzymamy

(n+1)hpg1 =4Ant hp(t) — 47 hp_1,
co po wstawieniu w (3.16) daje (przyjmujemy h_;(t) =0)
(3.17) Ry, (1) + 2t hi (1) = 4 hip—1 (1).

Jesli teraz wyrugujemy z réwnan (3.16) i (3.17) pochodna &/, (t), to otrzymamy
nastepujacy wzér rekurencyjny dla funkcji Hermite’a:

(3.18) Anthp(t) = (n 4+ 1) hpsr (1) + 47 hp—a(t), n=0,1,2,...

Postugujac sie wzorem (3. 18) tatwo mozemy obliczy¢ wszystkie iloczyny ska-
larne (hy, hpm). Mianowicie, gdy m > 1, to calkujac dla przez czeéci funkcje

eZﬂ'tzd_ne—Zﬂ'tz dm e—27rt2
dtn dtm
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i uwzgledniajac (3. 18) otrzymujemy

(hs o) = %/OO [t (1) = (04 1) byt (D] a1 (8 dt = T (s, b,

— 00

a poniewaz (ho, ho) :/ o2t gy — L, wiec (hp, hm) =0, gdy n # m oraz

V2
2 (4m)"
R
Udowodnilismy w ten sposob, ze funkcje eg, €1, €2, ... tworza uklad ortonormalny.

Pokazemy teraz, ze jest to uklad zupelny. Niech x € L*(R). Wtedy transformata

Fouriera funkcji y(¢) = x(t) e~ ma postac

0 = [ o) Y P g 2 3 G [ e

Jezeli funkcja = jest ortogonalna do wszystkich funkeji e, , to kazda z catek po
prawej stronie jest rowna zeru, wiec y = 0, stad y = 0, a w konsekwencji takze
x=0.

Pozostaje dowiesc, ze ﬁ; = (—1)" hy, dla wszystkich n. Stosujac transformate
Fouriera réwnosci (3. 16) (3.17) oraz uwzgledniajac ?? dostaniemy

(1) = —(n + 1) hpy1 (1),
(1) = 47 g (1),

it hn(t) + i
it hp(t) —

z\/
z\/
skad . - -

drcit Ton(1) = — (1 4+ 1) gt (1) + 4 o (1),

Poréwnujac ta réwnoéé z (3.18) widzimy, ze funkcje hy oraz (—1)" hy, speniaja
ten sam wzor rekurencyjny, aby pokazaé, ze sa réwne wystarczy sprawdzié, ze
h, 1 =1h_q oraz ho = hg. Pierwsza z réwnosci jest oczywista, a druga udowod-
niliémy juz w ??. ]



ROZDZIAL IV

CIAGLE FUNKCJONALY
LINIOWE

Wilasnosci ogdlne

4.1. TWIERDZENIE. Niech X bedzie przestrzeniq unormowang. Dla funkcjonatu
liniowego x* na X nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1). z* jest ciggly;
(i1). a* jest ciggly w jednym punkcie;
(ii1). :1;*_1<{0}> jJest zbiorem domknietym;
(iv). istnieje taki zbior otwarty U C X oraz liczba A € C, Ze A ¢ 2*(U);
(v). istnieje taka stala M, Ze

" ()] < M Jlall, @€ X.

Dowdd:
(1) = (i1). Oczywiste.
(ii) = (iil). Zalézmy, ze &y — 20 1 *(xn) =0 dla n = 1,2,... . Pokazemy, ze

takze x*(x0) = 0. Jezeli funkcjonal «* jest ciagly w punkcie yo, to x, —xo+yo —
Yo, zatem x*(xn — 20 4+ yo) — 2*(yo), a poniewaz x*(xy, — x0 + yo) = ¥ (an) —
x*(x0) + «*(yo), wiec x*(x9) = 0.

(iii) = (iv). Jedli a* =0, to 1 ¢ 2*(X) = {0} a jesli * #£ 0, to 0 ¢ «*(U),
gdzie U = X — :1;*_1{0}>.

(iv) = (v). Ustalmy element ¢ nalezacy do U. Zbior U jest otwarty, zatem
dla pewnego ¢ > 0 do U naleza wszystkie elementy postaci x¢ + cx, ||| < 1.
Jezeli A ¢ «*(U), to ktadac p = é[)\ — x*(x0)] otrzymujemy tatwo, ze p ¢ «*(K),
gdzie K jest kula jednostkowa w X. Wynika stad, ze ‘:1;*(:1;)‘ < |p| dla 2 € K.
Rzeczywiscie, gdyby dla pewnego = € K zachodzila nieréwnos¢ ‘:1;*(:1;)‘ > |ul, to
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dla elementu y = x lezacego w K mielibyémy *(y) = p. Jezeli teraz x jest

7
(@)

dowolnym elementem w X i x # 0, to || i x € K. Stad

1
)| el < Jul

(4.19) |2*(2)] =

(v)=(i). Oczywiste. []

Kres dolny liczb M spehiajacych nieréwno$c¢ (v) oznaczamy przez |[|z*| i
nazywamy norma funkcjonalu z*.

4.2. TWIERDZENIE. Dla kazdego cigglego funkcjonatu liniowego x* na X zacho-
dzi nierownosé

2" (@) < e[ 2], =€ X,
a takze

|=*|| = sup ‘:1;*(:1;)‘ = sup ‘:1;*(:1;)‘
[|l=(I<1 [|=[|=1

Dowéd: Niech M = sup{|a*(2)| : ||z|| = 1}. Wtedy rozumujac jak w (4.19)
otrzymujemy, ze |x*(x)| < M ||z|| dla wszystkich @ € X, a wiec M > ||=*|.
drugiej strony, gdy ||z|| = 1, to |a*(2)| < ||z*||, zatem M < ||=*||. []

4.3. PRZYKEAD. Niech xg bedzie dowolna funkcja catkowalna w sensie Lebes-

gue’a na przedziale [0, 1]. Na przestrzeni C[0, 1] okreslmy funkcjonal liniowy a*
wzorem

:1;*(:1;):/0 x(t) xo(t) dt.

\_‘/ )zl dt‘ /\ )| |zo(t)] dt <

<l ||c>o/0 [zo(t)] dt = []loc [|2o]|1-

Il

Wtedy

< [loll1-

Pokazemy, ze zachodzi réwnos¢ obu norm. 7 regularnosci miary Lebesgue’a
(patrz ?7) wynika, ze dla dowolnego & > 0 istnieje taka funkcja x; € C[0,1], ze
||xo—x1]|1 < . Mozemy przy tym dodatkowo zazadaé, by x1(¢) # 0 dla t € [0, 1].
Potézmy = = sgnzy, tzn.

Zatem z* jest ciagly i ||

x(t) = dla ¢ €[0,1].
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Oczywiscie @ € C[0,1], ||z||ec = 1 oraz

‘:1;*(:1;)‘ > ‘/0 x(t) x1(t) dt‘ —/0 ‘x(t)‘ ‘xl(t) — l’()(t)‘dt >
> [l de= ey = 2ol > ol =2,

a to daje nieréwnos¢ przeciwna ||2*|| > ||xol|1.

4.4. PRZYKELAD. Niech z* bedzie funkcjonatem z poprzedniego przyktadu, lecz
tym razem okreslonym na przestrzeni C'1[0,1] z norma [|z|[c1 = |2(0)] + ||#/]|oc -
Jest to oczywiscie funkcjonal ciagly, gdyz || ||oo < || ||t Obliczymy ||=*||.

Jezeli funkcje @ € C'1[0,1] przedstawimy w postaci z(t) = x(0) + fot 7'(s)ds,
to

x*(z) :x(O)/leo(t)dt—l—/Ol/otx'(s)xo(t)dsdt:
= x(0) 70(0) + /019‘?/(5)50(5)6[57

gdzie 7o(s) = fsl zo(t) dt. Poniewaz 2’ moze by¢ dowolna funkcja ciagta na [0, 1],
wiec rozumujac jak przy obliczaniu normy funkcjonalu w poprzednim przyktadzie
1 opierajac sie na oczywistej rownosci

sup [aa + 8] = max{[al, |b]}
laf+[Bl<1

otrzymamy
|| = max {|Zo(0)] , [[Tol1}.

Ta wielko$¢ jest na ogél istotnie mniejsza niz ||xol|1. Niech na przyklad =¥,
dla 0 < e <1, oznacza funkcjonal, w ktérym w miejsce zg wstawiono funkcje z.
okreslona wzorem

1
e(t) = 4 71 gdy e < |2t — 1| < 1;
0 poza tym.

Wtedy
(4.20) |ef — 23| = ||z — Zs]|1 = %(5 —¢) dla 0<e<d<L

W szczegdlnosci ||z = i(l — &), natomiast ||z.||1 = lné.
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7. (4.20) wynika ponadto, ze dla kazdej funkcji = € C'1[0,1] istnieje granica
lime_y0 #* (), Pozwala to okreéli¢ na przestrzeni C'1[0, 1] ciagly funkcjonal liniowy
w postaci wartosci gltéwnej catki niewtasciwe;j

lim / r(1)_ 4
e—=0 2 —1

e<|2t—1|<1

Norma tego funkcjonatu wynosi %

Dla funkcji @ z przestrzeni C0, 1] caltka powyzsza zwykle jest rozbiezna.

Przestrzen sprzezona

4.5. TWIERDZENIE. Niech X bedzie przestrzeniq unormowanqg. Zbior X* wszy-
stkich cigglych funkcjonatow liniowych na X, po wprowadzeniu dziatan dodawania
funkcjonatow @ mnozenia funkcjonalu przez liczbe w sposob nastepujgcy

(2] +23)(2) = 27 (2) + 25(),
(Ax*)(:p) = Aa*(x)

oraz normy jako normy funkcjonalu, staje si¢ przestrzeniq Banacha, nazywang
przestrzeniq sprzezong do przestrzent X .

Dowdd: Sprawdzenie, ze X™* jest przestrzenia liniowa unormowana jest nietrudne.
Pokazemy wiec tylko jej zupelnosc.
Niech z}, bedzie ciagiem Cauchy’ego w X*. Poniewaz

*
n

|25 (2) = 2 (@)| < llagy = 25 2]l
wiec x)(x) jest dla kazdego @ € X ciagiem Cauchy’ego w C. Zatem istnieje gra-
nica limpoo @5 (), ktora oznaczymy «*(x). Pokazemy kolejno, ze a* jest liniowy,
ciagly oraz, ze ||z} — a*|| — 0.
Liniowos¢ funkcjonatu z* otrzymujemy tatwo przechodzac do granicy w row-
nosciach .
ro(@1 4 w2) = 2y (1) + 2y (22),

zy(Ax) = Aa)(x).
Pokazemy, ze funkcjonal =* jest ciagly. Zauwazmy w tym celu, ze ||| jest licz-
bowym ciagiem Cauchy’ego, a wiec dla pewnej statej M zachodzi ||z}]] < M,
n = 1,2,... . Stad dla kazdego = € X mamy ‘:1:;(:1;)‘ < M||z||, a to z kolei

pociaga
|[2*(2)] < M ]
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Pozostaje wiec tylko dowies¢, ze z) dazy do z* w X*. Dla dowolnego ¢ > 0
mamy
|25 (2) = 2 (@)| < llag, — 2l 2]l < e [l]]

przy dostatecznie duzych m 1 n, Ustalajac n 1 przechodzac do granicy przy
m — 00 ofrzymamy
|2y () = 2 (2)| < e ],

co z definicji normy daje ||z% — 2*|| <e. []

4.6. TWIERDZENIE. Na przestrzeni skonczenie wymiarowej kazdy funkcjonal li-
niowy jest ciqgly, oraz przestrzen sprzezona jest izomorficzna z wyjsciowq.

Dowdd: Ustalmy baze Hamela ey, es, ..., e, przestrzeni X 1 wprowadzmy norme
I I Kladac
n
||| = rgagx |z;|, dla z= Z;:Jciei.
-

Kazdy funkcjonal liniowy #* na X jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje
wartosci na wektorach bazy, gdyz

n n
¥ (x) = x*<2x16i> = lex*(ei).
1=1 1=1
Ponadto
n n
o (@) = | D (en)| < oax foal Y- Lt en)] < M all,
=1 =1
gdzie M = 7" | |a*(e;)|. Wynika stad, ze x* jest ciagly w normie || ||, a wiec

jest ciagly takze w kazdej innej normie przestrzeni X, bo w X kazde dwie normy
sa réwnowazne.

7, drugiej strony dowolny uktad liczb a1, a9 ..., an wzorem

n
() = Z ;T
1=1

okreéla (ciagly) funkcjonal liniowy na X'. Poniewaz uklad taki okresla takze (jed-
noznacznie) element y = >, a;e; przestrzeni X, zatem przyporzadkowanie
y —

n
z,(z) = Zaixi, r e X,
1=1
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elementom przestrzeni X funkcjonaléw liniowych z X* jest wzajemnie jedno-
znaczne. Jest ono liniowe — jest wiec algebraicznym izomorfizmem X na X*, a
poniewaz w przestrzeni X* kazde dwie normy sa takze réwnowazne, jest home-
omorfizmem. [ ]

4.7. PRZYKLAD. Podobne rozumowanie jak w powyzszym dowodzie mozna prze-
prowadzié przy opisie przestrzeni (1 wszystkich ciagtych funkcjonatow liniowych
na przestrzeni (',

Jak wiemy (patrz str. 16), kazdy wektor @ = (21,2, ...) przestrzeni /1 mozna
jednoznacznie przestawi¢ w postaci (bezwzglednie) zbieznego szeregu

o0
(4.21) r = anen,

n=1

gdzie e,, n =1,2,..., jest wektorem e, = (0,...,0,1,0,...) z jedynka na n-tym
miejscu. Jezeli y* jest ciaglym funkcjonatem liniowym na przestrzeni (', to

y (z) = y*<§:xn€n> = ixny*(en).

Polézmy vy, = y*(en), Ciag {yn} jest oczywiscie ograniczony, definiuje wiec wek-
tor y = (y1,y2,...) z przestrzeni (>, o normie ||y||sc < [|y*||. Odwrotnie, kazdy
wektor y = (y1,y2,...) € [*° wzorem

o0

(4.22) y () = Z TpYn, gdzie x=(x1,22,...)

n=1

okre$la funkcjonat liniowy na przestrzeni ¢'. Mamy
(0.0]
ly* ()] <Y leal lyal < Nl2lilly]loos
n=1

co pociaga, ze y* jest ciagly i ||y*|| < ||ylleo. Wraz z wczesniej udowodniona
nieréwnoscia ||y*|| = ||y||cc 0znacza to, ze przyporzadkowanie y — y* okreslone
wzorem (4.22) jest izometrycznym izomorfizmem (*° na o

Wzér (4.22) moze tez postuzy¢ do okreslenia ciagtych funkcjonatéw liniowych
na przestrzeni cg. Jezeli y = (y1,y2...) lezy w (1, to szereg (4.22) jest zbiezny
oraz |y*(@)] < ||2||leo|ly||1, zatem y* jest ciagly na co i [|y*|] < ||lyll1. Aby do-
wieéé, ze przyporzadkowanie y — y* jest izometrycznym izomorfizmem (' na cq
wystarczy pokazaé, ze kazdy ciagly funkcjonal liniowy y* na cg ma postac (4.22)
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oraz, ze ||y*|| = ||y||1. Pierwszy fakt wynika z tego, ze ciag {e,} jest baza prze-
strzeni cg, a wiec kazdy wektor ma przedstawienie (4.21). Dla dowodu drugiego
niech z bedzie wektorem = = (x1,...,2,,0,0,...), gdzie x; = sgnyi (przypo-
mnijmy, ze dla liczby zespolonej z, sgnz = z/|z|, gdy z # 0 oraz sgnz = 0 w
przeciwnym przypadku). Wtedy

n n
yi() = ok = lukl-
k=1

k=1

Poniewaz ||2]|oc <1 a n jest dowolne, wiec > |yx| < |ly*]|-

4.8. ZADANIE. Czy przestrzen [ jest izometrycznie izomorficzna z przestrze-
nia ¢ ?

4.9. ZADANIE. Udowodni¢, ze jezeli 1 < p < oo, to przyporzadkowanie y — y*
okresélone wzorem (4. 22) jest izometrycznym izomorfizmem przestrzeni (7 na prze-
strzen ﬁp*, gdzie g = ]%.

4.10. TWIERDZENIE (RIESZ). Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta. Dla kazdego
y* € H* istnieje, i to tylko jeden, taki wektor y € 'H, zZe

v (x) =(z,y), veH.

Przyporzgdkowanie o : y* — y jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem
izometrycznym H* na H, przy czym o(y* + 2*) = o(y*) + o(2*) i o(Ay*) =
Xo(y*).

Dowéd: Niech Ho = {x € H : y*(x) = 0}. Poniewaz y* jest ciagtym funkcjona-
tem liniowym, Hg jest domknieta podprzestrzenia liniowa w H.

Jezeli Ho = H, to y*(x) = 0 dla kazdego @ € H, wystarczy wtedy przyjac
y = 0. Zalézmy wobec tego, ze Ho # H. W przestrzeni H(J)‘ istnieje wtedy taki
niezerowy element y, ze y*(y) = ||y||*. Wystarczy dla dowolnego 0 # = € Hy
potozy¢

_y(=)
P

x.

Pokazemy, ze element y ma zadane wlasnosci. Jezeli x € H, to

y* <x _ vl) y) =y*(z) —y*(z) =0,

IR

stad x — e y naleza do Hop, a wiec
)

¥ (2)
||yl

0= <x —~ fy(ﬁ) v, y> = (x, y) — y*(2).
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Element y jest wyznaczony jednoznacznie przez funkcjonal y*. Rzeczywiscie,
jezeli ', y" € H oraz
y*(x) = (z, ) = (z, y"),
to (z, y'—y") = 0 dla kazdego v € H, W szczegdlnosci dla x = y' —y” otrzymamy
||y/ o y//||2 — 07 a St@d y/ — y//‘

Wezmy teraz dowolny element y € H i okreslmy funkcjonal y* wzorem
y*(x) = (2, y).

Z liniowosci iloczynu skalarnego wzgledem pierwszej zmiennej wynika, ze y* jest
liniowy, a z nieréwnosci Schwarza

ly* ()| = [z, )| < ll=lllyll.

ze y* jest ciagly. Wobec tego y* € H* i ||y*|| < |ly||. Z drugiej strony |(z, y)|
ly* ()] < |lv*]l ||z|| dla @ € H. Podstawiajac tu = y otrzymujemy ||y|*
ly* Iyl ezyli [yl < lly*||- W konsekwencji [[y*|| = [ly[|. []

<

4.11. TWIERDZENIE HAHNA-BANACHA. Niech Xo bedzie podprzestrzeniq (nie-
koniecznie domknietq) przestrzeni liniowej unormowanej X . Kazdy ciqgly funk-
cjonal liniowy iy na Xo mozna przedtuzyé do cigglego funkcjonalu liniowego x*
na catlej przestrzeni X bez podnoszenia jego normy.

Dowdd: W X okreslmy pélnorme p wzorem
pla) = [zl ="l x;

i zastosujmy wersje twierdzenia Hahna-Banacha dla zespolonych przestrzeni linio-
wych (patrz ?7?). Dla przedluzenia z* otrzymamy wtedy

2" ()] < pl2) = [l 25 x5

czyli
="l x < ll2gllx; - [

UWAGA. Dla przestrzeni Hilberta przedtuzenie, o ktérym mowa w twierdzeniu
Hahna-Banacha jest jednoznaczne. Rzeczywiscie, przedtuzenie funkcjonatu cia-
glego z podprzestrzeni do jej domkniecia jest zawsze jednoznaczne. Zatézmy wo-
bec tego, ze yg jest ciaglym funkcjonalem liniowym na wlasciwej domkniete;
podprzestrzeni Hg przestrzeni Hilberta H. 7 twierdzenia Riesza 4.10 wynika, ze

yS(:L‘) = <$, y0>7 VIS HO?
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dla pewnego wektora yo € Ho, przy czym ||yj|| = |lvo||. Funkcjonal y* jest
przedluzeniem yj na H wtedy i tylko wtedy, gdy

y' (@) =(z, y), weH,

oraz (x, y—yo) = 0 dla kazdego = € Ho czyli, gdy v —yo L Ho. W konsekwencji

ly™Il = llyll = \/Ilyoll2 +1ly = yoll® = llyoll = llyoll;

a rownos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy y = yo.

4.12. TWIERDZENIE (HAHN). Niech Xo bedzie podprzestrzeniq przestrzeni
unormowanej X oraz xg € X, przy czym

dist(xo, Xo) = inf |lwo — 2| = d.
xEXo

Wtedy istnieje taki funkcjonal liniowy x* € X*, Ze
2 (z) =0 dla € Xo, " (zo) = d, |l=*]] < 1.

Dowdd: Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze d > 0. Wtedy kazdy element y przestrzeni
X1 =lin(Xo U {2}) ma jednoznaczne przedstawienie w postaci = x + Axg, gdzie
r € Xog 1 A€ C. Na przestrzeni X okreslmy funkcjonal liniowy =] wzorem

#i(y) = Ad.

Mamy wéwezas zi(z) = 0 dla @ € Xg 1 2](20) = d. Funkcjonal z7 jest ciagly na
Xj 1 [|z7]] € 1. Rzeczywiscie

1 *
o+ Aol = M| |5 + 2o|| > I\ld = [} (e + Awo)

dla A # 0, a wiec ||z}]| < 1. Dowolne przedtuzenie x7 na cala przestrzen, zacho-
wujace jego norme, spetnia teze.

4.13. WNIOSEK. Jezeli 2*(x) = 0 dla wszystkich 2* € X*, to @ = 0. Co wigcej

loll = max |e*(2)]. [

[l <1

Zauwazmy, ze dla kazdego = € X wzor
(4.23) e (2*) = 2" (zx), ¥ e X¥,

okreéla ciagly funkcjonal liniowy na X*. 7 Wniosku 4.13 wynika, ze ||**]| = ||z]|.
Udowodnilismy w ten sposéb:
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4.14. TWIERDZENIE. Przyporzqdkowanie v — 2™ okreslone wzorem (4.23) jest
izometrycznym izomorfizmem przestrzeni unormowanej X na podprzestrzen prze-

strzeni X**.  []

Refleksywnosc¢

Przestrzen Banacha X nazywamy refleksywna, jezeli naturalne wlozenie
x : X = X** okreslone wzorem

rxx(x®) = a¥(x), 2" € X,

jest (izometrycznym izomorfizmem) przestrzeni X na przestrzen X** tzn., gdy
dla kazdego «** € X** istnieje taki wektor x € X, ze ™ (2*) = 2*(x) dla kazdego
xt e X*.

4.15. FAKT. 7 wniosku 4.13 wynika, ze jezeli przestrzen Banacha jest reflek-
sywna, to kazdy ciagly funkcjonal liniowy z* € X* osiaga swoja norme na kuli
jednostkowej przestrzeni X .
Oznacza to, ze ani przestrzen cg, ani /' nie sa refleksywne. Na przestrzeni cg
normy nie osiaga zaden funkcjonal wyznaczony przez ciag y = (y1,v2,...) € (%,
dla ktérego y, # 0 dla nieskonczenie wielu n, za$ na przestrzeni /! zaden funk-
cjonal wyznaczony przez ciag y = (y1,y2,...) € (%, dla ktérego ||y||co # |yn| dla
wszystkich n, np. przez ciag y, = n/(n +1).

Prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do powyzszego, ale dowdd jest znaczne
trudniejszy.

4.16. LEMAT. Niech ¢ : X — Y bedzie cigglym odwzorowaniem lintowym prze-
strzeni Banacha X w przestrzen Banacha Y . Wowczas odwzorowanie sprzezone
©x 1 Y = X* | okreslone wzorem

tez jest ciggle oraz ||o«|| < |l¢||.

Jesli odwzorowanie ¢ jest izomorfizmem, to izomorfizmem jest rowniez odwzo-
rowanie Py .

Niech @i : X* —= Y™ oznacza odwzorowanie p. = (@x)« sprzezone do g,
zas Tx i Ty naturalne wlozZenia odpowiednio przestrzeni X w X** oraz Y w Y™**.

Wtedy

CxxTx = Ty ¥,
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tzn. nastepujqcy diagram jest przemienny

X = v

Dowod: Pierwsza czesé lematu jest oczywista.

Jezeli ¢ jest izomorfizmem X na Y, to prosty rachunek daje (¢ 1)ips = id y
oraz pi(p ) = id x=, tzn. (¢s) 7t = (p71)s. Z pierwszej czebci lematu wnosimy,
7e i 1 (i) 7! sa ciagle, czyli Ze ¢, jest homeomorfizmem.

Dla dowodu ostatniej czesci lematu wybierzmy dowolnie x € X oraz y* € Y*.

Wtedy
PurTx0(y") = Txa(puy’) = euy’(T)
oraz
mvpr(y') = y'(er) = guy’ (2),
a wiec uTx = Ty@. ||

4.17. TWIERDZENIE. Przestrzen Banacha izomorficzna z przestrzeniq refleksyw-
nq jest takze refleksywna.

Dowdd: Zatézmy, ze ¢ : X — Y jest izomorfizmem refleksywne] przestrzeni Ba-
nacha X na przestrzen Banacha Y. Wtedy odwzorowania @, : X** — Y**
oraz wlozenie 7x : X — X** sa takze izomorfizmami. 7Z lematu 4.16 wynika, ze
wlozenie 7y 1 Y — Y** ma postaé 7y = 0utxe ", jest wiec izomorfizmem. [ ]
4.18. LEMAT. Domknieta podprzestrzen przestrzeni refleksywnej jest refleksyw-
na.

Dowod: Niech Xy bedzie domknieta podprzestrzenia liniowa przestrzeni reflek-
sywnej X 1 niech x : X* — XJ oznacza operacj¢ zwezania funkcjonalu. Jest
to operacja sprzezona do identycznosciowego wlozenia Xg wX. 7 twierdzenia
Hahna-Banacha wynika, ze r jest kontrakcja oraz x(X*) = X. Dla 2§* € X*
okreslmy wektor o € X wzorem ¢ = 7;1/43*:1;6*. Dla z* € X* mamy wtedy

¥ (x0) = raeay"(2%) = a2 (k™).

Pokazemy, ze w istocie xg € Xg. Gdyby tak nie bylo, to na mocy twierdzenia
Hahna w X* istnialby taki funkcjonal z*, ze «*(xg) = 1, lecz 2*(x) = 0 dla
wszystkich € X, tzn. kz* = 0, to nie jest mozliwe, bo wtedy mielibysmy

1 =a%(x0) = 23" (k™) = 25°(0) = 0.
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Skoro zg € Xy, to dla #* € X* mamy
2" (z0) = k™ (z0) = Tx,x0(K2"),

a poniewaz r(X*) = X, wiec 28" = mx,20, w konsekwencji 7x,(Xo) = Xg*. []

4.19. PRZYKEAD. Wiemy, ze przestrzen cg nie jest refleksywna. 7 lematu 4.18
wynika, ze refleksywne nie sa wobec tego takze przestrzenie ¢ i m (= ().

4.20. TWIERDZENIE. Przestrzen Banacha jest refleksywna wtedy i tylko wtedy,
gdy przestrzen z niq sprzezona jest refleksywna.

Dowéd: Jezeli X jest przestrzenia refleksywna, to odwzorowanie 75t : X** — X
jest izomorfizmem. 7 lematu 4.16 wynika, ze wtedy odwzorowanie 7x+ = (rgl)*
jest izomorfizmem X* na X*** to zas oznacza refleksywnosc przestrzeni sprze-
zone] X*.

Zalozmy teraz, ze X* jest przestrzenia refleksywna. Z udowodnionej juz czesci
twierdzenia wynika, ze X** jest refleksywna. Przestrzen X jest izomorficzna z
domknieta podprzestrzenia liniowa 7x(X) przestrzeni X** | jest wiec przestrzenia
refleksywna na mocy lematéw 4.16 i 4.18. [ |

4.21. WNIOSEK. Jezeli X jest nierefleksywnq przestrzeniq Banacha, to wszysthie
kanoniczne inkluzje X C X C X0 © .. oraz X* ¢ X** c XV C ... sq
wlasciwe.

4.22. WNIOSEK. Jezeli Xg jest domknietq podprzestrzeniq lintowq przestrzeni
refleksywnej X, to Xo 1 X/ Xo sq refleksywne.

Dowdd: Refleksywnosé podprzestrzeni Xp udowodnilismy juz w lemacie 4.18.
Przestrzen (X/Xo)* jest izometrycznie izomorficzna z anihilatorem

Xg = {«* € X* 2%y, =0}

podprzestrzeni Xy. Poniewaz Xd‘ jest domknieta podprzestrzenia liniowa w X*,
jest refleksywna, dlatego przestrzen (X/Xo)*, a w konsekwencji takze przestrzen

X/Xp, jest refleksywna. [ ]

4.23. PRZYKEAD. Niech S bedzie przestrzenia topologiczna normalna. Poka-
zemy, ze przestrzen C(S) jest refleksywna wtedy i tylko wtedy, gdy S jest zbiorem
skonczonym.

Jezeli zbior S jest skonczony, to przestrzen C(S) jest refleksywna, bo ma skon-
czony wymiar. Jezeli zas S jest zbiorem nieskonczonym, to zawiera podzbior do-
mkniety Sp bedacy ciagiem zbieznym lub ciagiem izolowanym. Przestrzen C'(Sp)
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jest wtedy izometrycznie izomorficzna odpowiednio z przestrzenia ¢ lub m, w
kazdym razie z przestrzenia nierefleksywna. 7 drugiej strony, jak wiemy z przy-
ktadu 1.29, przestrzen C'(Sp) jest izometrycznie izomorficzna z przestrzenia ilora-
zowa C(S5)/X, gdzie X jest domknieta podprzestrzenia liniowa w C(S) zlozona
z funkeji zerujacych sie na zbiorze Sp. 7 wniosku 4.22 wynika, ze C'(5) nie jest
przestrzenia refleksywna.

Przestrzen sprzezona
z przestrzeniag C(S)

Opis wszystkich ciaglych funkcjonatéw liniowych na przestrzeni C'(S) jest
trudny 1 wymaga znajomosci ogolnej teorii miary, dlatego poprzedzimy go opisem
ciaglych funkcjonaléw liniowych na przestrzeni Cla, b]. Opis taki mozna otrzymac
w sposob zdecydowanie bardziej elementarny.

W przyktadzie 4.3 zobaczylismy, ze kazda funkcja zg, calkowalna w sensie
Lebesgue’a na przedziale [0, 1], okreéla ciagly funkcjonal liniowy na przestrzeni
C'10,1] wzorem

(4.24) 2*(z) = /0 x(t) xo(t) dt.

7 drugiej strony przestrzen C[0,1] posiada ciagle funkcjonaly liniowe zupehie
innej natury, np. takie, jak

(4.25) z*(2) = 3 2(0) + 2 2(1).

Co taczy te przyktady? Otéz oba mozna wyrazi¢ w postaci catki z funkeji x, trzeba
jednak postuzy¢ sie ogdlniejszym pojeciem catki niz znana nam catka Riemanna
(a w pewnym sensie ogdlniejszym nawet niz catka Lebesgue’a), mianowicie catka
Sieltjesa.

Niech z i f beda funkcjami na przedziale [a,b], z ktorych pierwsza jest ciagla
a druga ograniczona. Dla dowolnego rozbicia P przedziatu [a,b] punktami

a=ty<t1<ta<...<tp=20

oznaczmy przez S(P,x, f) sume

n

S(vavf) = Zx(tk)[f(tk) - f(tk—l]-

k=1
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Liczbe AP = max{|tk — |k =1,2,... ,n} bedziemy nazywaé $rednicag
rozbicia P. Powiemy, ze funkcja x jest catkowalna wzgledem funkeji f w
sensie Stieltjesa, jezeli istnieje taka liczba A, ze dla kazdej liczby ¢ > 0 mozna
tak dobrac liczbe § > 0, aby dla rozbicia P warunek AP < § pociagal

|A—=S(Px. f)] <e.

Liczbe A oznaczymy wtedy
1
| et

i nazwiemy catka z funkcji ¢ wzgledem funkeji f.

Zbadamy jaki warunek winna spetnia¢ funkcja f, aby catka Stieltjesa wzgle-
dem f okreslata ciagly funkcjonal liniowy na przestrzeni Cla,b], tj. aby kazda
funkcja ciagta = byta catkowalna wzgledem f i aby

\/Olw(w df(i)\ < C|2]|oc-

Jezeli dla rozbicia P = {tg,t1,12,...,1,} wybierzemy funkcje = tak, zeby
x(ty) = sgn [f(tk) — f(tk_l)] dla k£ = 1,2,...,n oraz [|z]lwx < 1, to suma
S(P,x, f) przyjmie warto$¢

(4.26) D) = flte-n)].
k=1

Nalezy wiec oczekiwac, ze dla funkcji f wszystkie takie sumy sa wspolnie ograni-
czone.

DEFINICIJA. Jezeli zbior sum (4.26) jest ograniczony, to méwimy, ze funkcja f
ma w przedziale [a,b] wahanie ograniczone, a kres gérny tych sum nazywamy
wahaniem funkcji [ w przedziale [a, b] i oznaczamy \[({E})]rf

Przyjrzyjmy sie blizej funkcjom o wahaniu ograniczonym. Jest oczywiste, ze
gdy funkcja f ma w przedziale [a,b] ograniczona pochodna, to ma tez w tym
przedziale ograniczone wahanie. Ciaglos¢ na to jednak nie wystarcza, gdyz np.
funkcja f:[0,1] = R postaci f(0) =0, f(t) = tcos§ dla t # 0, jest ciagla, a
dla rozbicia P = {O L1 .,%,

'ndn—1°""

1} otrzymujemy

1 =1 1
[Voiﬁ’f%*;(z*m) > logn.
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4.24. TWIERDZENIE. Funkcja zespolona f ma w przedziale [a,b] wahanie ogra-
niczone wtedy ¢ tylko wtedy, gdy obie funkcje rzeczywiste Re f oraz Im f majq tq
wtasnosé. Funkcja rzeczywista ma w przedziale [a, b] wahanie ograniczone wtedy i
tylko wtedy, gdy jest sumag dwoch funkcji monotonicznych.

Dowdd: Pierwsza czesc twierdzenia jest oczywista. Dla dowodu czesci drugiej za-
uwazmy, ze gdy funkcja [ jest monotoniczna w przedziale [a,b], to ma w nim
ograniczone wahanie i Vary, g f = ‘f(b) — f(a)‘ Zatem suma skonczonej liczby
takich funkeji tez ma wahanie skonczone w tym przedziale.

Zalozmy teraz, ze Varpy f < oo. Funkcja fit) = Vary, 1 f jest rosnaca w
przedziale [a, b]. Wystarczy zatem pokazad, ze funkcja fo = f1— f tez jest rosnaca.
0t6z dla s < t z przedziatlu [a,b] mamy

fa(t) = fals) = \[gaé’f = (f() = f(s)) = [f(t) = f(s)] = (f(t) = f(s)) = 0

na mocy definicji wahania funkcji. [ ]

4.25. ZADANIE. Pokazaé, ze gdy f jest funkcja klasy C'! na przedziale [a,b], to

b
T AU

Jestesmy gotowi teraz do przedstawienia charakteryzacji wszystkich ciagltych
funkcjonaléw liniowych na przestrzeni Cla, ).

4.26. TWIERDZENIE. Jezeli funkcja f : [a,b] — C ma wahanie ograniczone, to
kazda funkcja x € Cla,b] jest catkowalna wzgledem f oraz

b:z; d, < ||zl|eo - Var f.
[ #Odr@] < il - Var

Zatem funkcja f wzorem

(4.27) o) = | () dF (1)

okresla ciggly funkcjonal liniowy na przestrzeni Cla,b].

Kazdy funkcjonal z* € Cla,b]” jest takiej postaci.

Dowdd: Ustalmy dowolnie funkcje = € Cla,b]. Poniewaz jest to funkcja jedno-
stajnie ciagla, wiec dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka liczba § > 0, ze |s — | < ¢
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pociaga ‘:1;(3) —:zj(t)‘ < e. Wybierzmy teraz dowolne rozbicie P przedziatu [a,b] o
érednicy AP < § iniech P’ bedzie dowolnym jego rozdrobnieniem. Twierdzimy,
ze

(4.28) [S(P..f) = S(P. )] < < Var )

Jest tak w istocie, bo jesli rozbicie P’ ma postaé¢ a =tg <t; <ty <...<ty, =b,
zas$ rozbicie P posta¢ a =ty =1, <t}, < ... <t =1, =0b, to

n

S(vavf) - S(Plvxvf) = Z [x(sk) - x(tk)] [f(tk) - f(tk—l)]v

k=1

gdzie s = ty,, gdy ki—1 < k < ki. Wystarczy wiec zauwazy¢, ze |s; —t;| < § dla
wszystkich k.

7 nieréwnosci (4. 28) wynika, ze gdy P i @ sa rozbiciami przedziatu [a, b], dla
ktérych AP < 4§, AQ < 4, to

(4.29) ‘S(vavf)_S(vavf)‘<25?C/Fb€f7

wystarczy bowiem w nieréwnosci (4.28) wybraé¢ za P’ wspdlne rozdrobnienie roz-
bi¢ P i Q.

Wybierzmy teraz dowolny ciag normalny {Q),,} rozbi¢ przedziatu [a, b], tj. ciag
rozbi¢, dla ktorego AQ)y, dazy do zera przy n — oo. Z nieréwnoéci (4.29) wynika,
ze sumy S(Qn,x, f) tworza ciag fundamentalny liczb zespolonych, zatem ciag
zbiezny do pewnej liczby A. Podstawiajac w (4.29) @), w miejsce Q) i przechodzac
do granicy przy n — oo otrzymamy

|S(P,x, f) — A] < 2¢ Var f,
[a,b]
gdy tylko AP < 4. Oznacza to z definicji calki Stieltjesa, ze funkcja x jest catko-
walna wzgledem funkeji f. W ten sposdb zakonczylismy dowdd pierwsze) czesci
twierdzenia.

Pozostalo nam do pokazania, ze kazdy funkcjonal z* € Cla,b]™ jest postaci
(4.27) dla pewnej funkeji f o ograniczonym wahaniu na przedziale [a, b]. Poniewaz
Cla,b] jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni Bla,b] wszystkich funkeji ogra-
niczonych na [a,b], funkcjonal =* mozna na mocy twierdzenia Hahna-Banacha
przedtuzy¢ do ciaglego funkcjonatu liniowego na cata przestrzen Bla,b], i to bez
podwyzszania normy. Wezmy taki przedtuzony funkcjonal i oznaczy go tym sa-
mym symbolem z* a dla ¢ € [a, b] polézmy

Ft) = 2" (Xjay)-
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Twierdzimy, ze to f jest poszukiwana przez nas funkcja.

Najpierw pokazemy, ze f ma ograniczone wahanie na [a,b]. Wybierzmy w tym
celu dowolne rozbicie P = {lo,t1,12,...,1n} tego przedziatu i oznaczmy przez xp
funkcje z Bla, b] postaci

n
Tp = a1X[t 4] T Z X (b, 1)
k=2

Jesli wybierzemy aj = sgn [f(tk) —f(tk_l)] i uwzglednimy, ze f(to) = 0, to otrzy-

mamy
n

v (wp) =Y ak[f(te) = Flte—1)] = D> |F(tk) = f(tr=1)]
k=1 k=1

a poniewaz x*(xp) < ||2¥| [|7p |0 < ||2*|], Wiec

Var f = supa* () < [l
[a,b] P

Aby zakonczy¢ dowéd obierzmy w definicji funkeji ap liczby ag = x(1;). Do-
staniemy wtedy

t*(xp) = S(P,x, f).

Jesli {P,} jest ciagiem normalnym rozbié przedziatu [a,b], to ciag funkeji {J}Pn}
zbiega jednostajnie do funkcji z, wiec na mocy ciagtosci funkcjonatu z*

b
z*(z) = nh—{& x*<xpn> = nh_)rglo S(Pn,z, f) = /a z(t)df(t). []
UWAGA. Funkcja f z twierdzenia 4.26 nie jest okreslona jednoznacznie. Dodanie
do niej funkcji stalej nie zmienia ani wartosci catki ani wahania funkcji. Dlatego od
funkcji f wymaga sie czesto, by f(a) = 0. Jednak i ten warunek nie gwarantuje
jednoznacznosci, nawet przy dodatkowym zadaniu, by wahanie funkcji na [a,b]
1 norma odpowiadajacego jej funkcjonatu byty réwne. Wida¢ to na przyktadzie
funkeji fq, okreslonej na przedziale [0, 1] wzorem: fq(t) =0, gdy ¢ < %, fa(%) =a
oraz fq(t) =1 gdy t > % Wtedy

[ ettt = o (4),

niezaleznie od przyjetej wartosci parametru a, zatem wszystkie funkcje f, wy-
znaczaja ten sam ciagly funkcjonal liniowy na przestrzeni C'[0,1], a jego norma
wynosi 1. Jezeli 0 < a <1, to takze Varyg ) fa = 1.
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Powrdéémy jeszeze na chwile do przyktadéw funkcjonatéow z poczatku tego pod-
rozdziatu. Oba funkcjonaty (4.24) i (4.25) maja postac (4.27), pierwszy dla funk-
cji

a drugi dla funkcji
f0)y=0, f(t) = % dla 0 <t <1 oraz f(1)=1.

Przypadek ogélny

Niech S bedzie przestrzenia topologiczna lokalnie zwarta. Zespolona funkcje
okreslona na o-ciele B wszystkich podzbioréw borelowskich S, nazywamy miara
Radona jezeli p jest:

1. przeliczalnie addytywna, tj.

p [_] B.) = i_ojwn),

gdy zbiory By, B2, Bs, ... sa parami roztaczne.

2. regularna, tj. dla kazdego ¢ > 0 istnieja takie zbiory K i U, z ktorych
pierwszy jest zwarty a drugi otwarty, ze K C B C U oraz ‘/,L(A)‘ < e dla
kazdego zbioru borelowskiego A zawartego w U \ K .

Zbior wszystkich miar Radona na S tworzy przestrzen liniowa, oznaczana przez
M(S).

Jezeli p jest miara Radona, to Rep oraz Imp sa takze miarami Radona, a
jezeli p jest miara nieujemna, to warunek regularnosci przyjmuje prostsza forme:
dla kazdego ¢ > 0 istnieja takie zbiory K i U, z ktorych pierwszy jest zwarty a
drugi otwarty, ze K C B C U oraz u(U \ K) < e.

4.27. LEMAT. Miara Radona jest funkcjq ograniczong.

Dowdd: Pokazemy, ze w przeciwnym przypadku mozna wskazaé taki ciag zbiorow
B1, Bo, Bs, ... parami rozlacznych, ze szereg

Z 1(Bn)
n=1
jest rozbiezny. Niech Ay, Ag, As, ... bedzie takim ciagiem zbioréw borelowskich,
n—1
s [p(An)] = 1+ 5 |u(Ap)]. Wiedy
k=1

( LnJ A)| = an)] - nf |u(Ag)] = n.
k=1 k=1
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Polézmy By = Ay oraz Bpy1 = Anp1 \Up— Ax. Wtedy zbiory By, By, Bs, ... sa

parami roztaczne i

n

ZM(Bk)

k=1

g ©

Wahaniem miary Radona p na zbiorze borelowskim B nazywamy kres gérny
sum Y p_y ‘/,L(Bk)‘, gdzie By, Ba,..., B, jest dowolnym rozbiciem zbioru B na
skoniczona liczbe zbioréw borelowskich i oznaczamy ja |u|(B). Wahanie miary to
odpowiednik wahania funkcji, o ktérym byla mowa poprzednio.

4.28. LEMAT. Funkcja |u| jest miarq Radona na S a dla kazdego zbioru bore-
lowskiego B zachodzq nierownosci

sup [u(A)] < [pl(B) < 4 sup [u(A)].
ACB ACB

Dowdd: Pierwsza czes¢ lematu dowodzi sie w sposéb standartowy, dlatego do-
wod ten pominiemy. Pozostaje wiec tylko dowdd drugiej z nieréwnosci. Zatézmy,
ze zbiory By, Ba, ..., B, daja rozbicie zbioru B. Zbior wskaznikéw {1,2,...,n}
rozdzielmy na podzbiory [1 1 [y, zaliczajac do pierwszego z nich wszystkie te
wskazniki k, dla ktorych Re p(By) > 0 a do drugiego pozostale wskazniki. Wtedy

n

Y |Reu(Bi)| = > Reu(Br)— > Repu(By)

k=1 kE]l kE]Q

= Re <kg]1Bk> — Re <kg]2Bk> < ZZtcl]% ‘/,L(A)‘

Podobnego oszacowania dowodzimy dla sumy >_}_; ‘ Im /,L(Bk)‘ . W konsekwencji
otrzymamy

n
Y |u(Br)| <4 sup [p(A),
= ACB
a stad postulowana nieréwnosé. [ |

Mozemy teraz przystapi¢ do sformulowania zapowiadanego twierdzenia opisu-
jacego ciagte funkcjonaly liniowe na przestrzeni C'(S) w przypadku ogdlnym.
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4.29. TWIERDZENIE (O POSTACI FUNKCJONAEOW LINIOWYCH NA PRZESTRZE-
NI C(S)). Niech S bedzie zwartq przestrzeniq Hausdorffa. Dla kazdego ciaglego
funkejonatu liniowego x* na przestrzeni C(S) istnieje dokladnie jedna miara Ra-
dona @ na S o tej wtasnosei, ze

() = /S:L'(S) du(s), x e C9).

Kazdy funkejonal powyzszej postaci jest liniowy i ciqgly na przestrzeni C(S), a

jeqo norma wynosi
[[2*]] = [u](5)-

Dowdd istnienia miary p jest trudny. Przypomina konstrukcje miary Lebes-
gue’a, a dodatkowym utrudnieniem jest fakt, ze w rezultacie otrzymujemy funkcje
zbioru o wartosciach zespolonych a nie miare nieujemna. Takze dowod jedynosci
miary 1 dowod drugiej czesci twierdzenia uzywa wylacznie metod ogolnej teorii
miary, wymaga wiec znajomosci tych metod. 7 tego powodu dowdéd pomijamy,
odsytajac np. do podrecznika [1], Twierdzenie VIII.2.2.

Na pierwszy rzut oka moze sie wydawac, ze mimo zapowiedzianej ogdlnosci
twierdzenie 4.29 dotyczy tylko bardzo szczegdlnej klasy przestrzeni topologicz-
nych. Nie daje wobec tego opisu ciaglych funkcjonatéw liniowych nawet dla takie;
przestrzeni, jak C'(R). Spodziewamy sie tu, ze przestrzenia sprzezona C(R)* jest
przestrzen miar Radona M(R). Okazuje sie, ze opis taki z twierdzenia 4.29 mozna
otrzymac oraz, ze jest o wiele bardzie skomplikowany niz mozemy przypuszczac.

Wiadomo (patrz ??), ze jezeli S jest przestrzenia topologiczna catkowicie re-
gularna, to kazda funkcje @ € C'(S) mozna jednoznaczne przedtuzyé do funkeji
ciaglej 7 na uzwarcenia Cecha-Stone’a 35 przestrzeni S. Poniewaz S lezy gesto
w S, wiec przestrzenie C(S) i C(£5) mozna utozsami¢. Twierdzenie 4.29 daje
wiec opis ciaglych funkcjonaléw liniowych na przestrzeni C'(S) jako miar Radona
na uzwarceniu (5. Doktadnie;j:

4.30. TWIERDZENIE. Niech S bedzie przestrzeniq topologiczng calkowicie regu-
larng i dla funkeji « € C(S) niech T oznacza jej jednoznaczne przedluzenie do
funkeji cigglej na uzwarcenia Cecha-Stone’a BS przestrzeni S. Dla kazdego funk-
cjonalu x* € C(S)* istnieje dokladnie jedna taka miara Radona p na S, Ze

v (2) = /ﬁ sy duts).

Wida¢ z tego twierdzenia, ze przestrzen C'(R) ma znacznie wiecej ciaglych
funkcjonaléw liniowych niz te wyznaczone przez miary Radona na prostej R. W
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szczegbdlnoscl, jezeli za miare p wybierzemy miare o masie 1 skupiona w punkcie
sp narostu SR\ R, to otrzymamy funkcjonat

z*(z) = ¥(s0),

ktory nie moze by¢ reprezentowany jako catka z funkcji © wzgledem zadnej miary

Radona na R.

7 twierdzenia 4.30 mozna tez otrzymac opis przestrzeni ({°°)*. Przestrzen (>
mozemy utozsami¢ z przestrzenia C'(N), gdzie N oznacza zbidr liczb naturalnych
z topologia dyskretna. Zatem ciagte funkcjonaly liniowe na przestrzeni /*° maja
postaé¢ miar Radona na uzwarceniu Cecha-Stone’a SN zbioru N.

Przedstawimy jeszcze jedno zastosowanie twierdzenia 4.29. Niech S bedzie
przestrzenia topologiczna lokalnie zwarta Hausdorffa. Oznaczmy przez Co(.S) zbior
wszystkich funkeji ciagtych ,znikajacych w nieskonczonosci”, tj. takich funkcji
ciagtych @ : S — C, ze dla kazdego ¢ > 0 zbiér {3 €S |a(s)] = 5} jest
zwarty. Kazda taka funkcja ma jednoznaczne przedtuzenie do funkcji ciaglte]
na uzwarceniu Aleksandrowa Soo = S U {oo} przestrzeni S (patrz ?7?), nalezy
bowiem potozyé #(oo) = 0. Zatem przestrzen Cp(S) mozna traktowaé jako do-
mknieta podprzestrzen przestrzeni C(Ss). Z twierdzenia Hahna-Banacha wiemy,
ze kazdy ciagly funkcjonal liniowy na przestrzeni Co(S) mozemy przedtuzy¢ do
ciagtego funkcjonatu liniowego na przestrzeni C'(S). Na mocy twierdzenia 4.29
musi on by¢ reprezentowany przez pewna miare Radona na przestrzeni S'U {oo}.
W szczegdlnosci funkcjonal a* € C'/(Sp)* ma postac

o) = [ o) duts) + AF(oc),

jesli miara g ma atom w punkcie oo o masie A. Poniewaz (co) = 0, wiec w
istocie x* jest reprezentowany przez miare Radona p € M(S). Udowodnilismy w
ten sposob:

4.31. TWIERDZENIE. Niech S bedzie lokalnie zwartq przestrzenig topologiczng
Hausdorffa i niech Co(S) oznacza przestrzen Banacha wszystkich zespolonych
funkeji cigglych na S, znikajacych w nieskonczonosci”. Cligglym funkcjonatom
liniowym odpowiadajg w sposéb wzajemnie jednoznaczny miary Radona na S,
mianowicie

() = /S:L'(S) du(s), z € Co(S). [
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Slaba i *-slaba zbieznos$é

Ciag {zn} elementéw przestrzeni unormowanej X nazywamy stabo zbiez-
nym do elementu z¢g € X, jezeli dla kazdego ciaglego funkcjonatu liniowego
* € X* istnieje granica lim 2*(xy) i zachodzi réwnosé

n—od

nh_)rglo 2" (xn) = 2" (20).
Element xg nazywamy wtedy slaba granica ciagu {z,}.
Ciag {z,} nazywamy stabo fundamentalnym, jezeli dla kazdego z* € X*
ciag liczbowy {a*(x,)} jest fundamentalny (Cauchy’ego) w ciele liczb zespolo-
nych.

4.32. CWICZENIA.
1. Ciag stabo zbiezny moze mie¢ tylko jedna granice.
2. W przestrzeni unormowanej X kazdy ciag zbiezny (w normie) jest stabo
zbiezny, i to do tej samej granicy.
3. W przestrzeni skonczenie wymiarowej staba zbieznos¢ jest réwnowazna
zbieznosci w normie.

UWAGA. Zbieznos¢ w normie, dla odréznienia od stabej zbieznosci nazywamy
czasem mocng zbieznoscia.

4.33. TWIERDZENIE. Slabo zbieiny ciag elementow przestrzeni unormowanej
jest ograniczony.

Dowdd: Kazdy element z,, ciagu stabo zbieznego w przestrzeni unormowanej X
wyznacza ciagly funkcjonal liniowy x)* na przestrzeni X*, okreslony wzorem
e (x*) = a*(xpn), pray czym (jak wiemy z wniosku 4.13) [[z5*|| = ||=x]|. Dla
kazdego z* € X* ciag {:1;2*(:1;*)} jest ograniczony (zbiezny), wiec z twierdzenia
Banacha-Steinhausa wnosimy, ze wszystkie funkcjonaly z}* maja wspdlnie ogra-
niczone normy. | ]

4.34. PrzYKLAD. Ciag {z,} C /P, 1 < p < o0, jest stabo zbiezny do 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy sup,, ||zn||p < 0o oraz lim z,(k) = 0 dla kazdego k =1,2,3,....
W szczegolnoéei ciag bazowy e, = (0,0, _> .,0,1,0,...), z jedynka na n-tym miej-
scu, jest stabo zbiezny do zera.

Istotnie, poniewaz ciag {x,} jest ograniczony, wiec zbieznos¢ x*(x,) — 0
wystarczy sprawdzi¢ tylko dla funkcjonaléw z* z dowolnego podzbioru gestego w
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przestrzeni (ﬁp)* =1, g=p/(p—1), aw konsekwencji z dowolnego podzbioru
liniowe gestego. Takim podzbiorem jest baza {ej, e, €3, ...} przestrzeni (7.

Podobna charakteryzacja stabej zbieznosci zachodzi dla przestrzeni ¢y i ¢, ale
nie dla (1 i (>,

4.35. ZADANIE. Dowies¢, ze ciag funkeji {xn} w przestrzeni LP(R), 1 < p < oo,
jest stabo zbiezny do zera wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest ograniczony oraz

b
/ en(t) dt — 0.

dla dowolnego przedziatu [a, b]

4.36. PrRzZYKLAD. Ciag {x,} funkcji w przestrzeni Cla,b] jest stabo zbiezny do
funkeji xg € Cla, b] wtedy i tylko wtedy, gdy sup,, ||#n|lcc < 00 oraz lim xy,(t) =
n—r 00

xo(t) dla kazdego t € [a,b]. Wynika to z twierdzenia Riesza 4.26 o postaci funk-
cjonatu i twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej. Zauwazmy, ze w prze-
strzeni Cla, b] pojecia ,stabo zbiezny” i ,stabo fundamentalny” sa rézne. Wystar-
czy wskaza¢ ograniczony ciag funkcji ciagltych, zbiezny do funkcji nieciagle;j.
Jeszcze lepiej ta réznice widaé w przestrzeni ¢g. Ciag v, = (1,1,...,1,0,0,...)
z jedynkami do miejsca n-tego jest stabo fundamentalny a nie jest stabo zbiezny.

4.37. ZADANIE. Dowies¢, ze kazdy stabo zbiezny ciag w Cla, b] jest mocno zbiez-
ny w LP(a,b) dla 1 < p < .

4.38. TWIERDZENIE (SCHUR). W przestrzeni {1 ciqg {xn} jest stabo zbieziny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest zbiezny w normie, tj. staba i mocna zbieznosé pokry-
wajq ste.

Dowéd: Zalézmy nie wprost, ze istnieje ciag {xn}, ||an|| = 1, stabo zbiezny do
zera. Zauwazmy, ze dla kazdego ustalonego p wyrazenie

D wn(k)]
k=1

dazy do zera przy m — oo. Przez indukcje wybieramy takie dwa ciagi rosnace

Pi41 oo

Pi
Mlew) <5 3 fenb)] >3 Y fenk)] <
k=1

k=p;+1 k=piy1
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Okreslmy funkcjonal x* € <€1>* = (*° wzorem

r* = (M17M27M37 .- ')7

gdzie pp = sgnan, (k), gdy p; < k < piy1. Wtedy

Pi41 Pi oo 1
k=p;+1 k=1 k=p; 41

nie dazy do zera. [ ]

4.39. TWIERDZENIE MAZURA. Jezeli podzbior A przestrzeni Banacha jest wy-
pukly @ domkniety, to wraz z kazdym ciqgiem stabo zbieznym zawiera jego granice.

Dowéd: Zauwazmy, ze zbidér A mozna tak przesunac (ciag tez), by 0 € A. Zalézmy
teraz nie wprost, ze ciag {x,} lezy w A i jest stabo zbiezny do pewnego ¢ ¢ A.
Niech 0 < ¢ < dist(xo, A) i niech A. oznacza zbiér a. = A + ¢ K, tj.

Ac={x+y:ax €A, ||| <}

Oczywiscie A¢ jest réwniez zbiorem wypuklym domknietym i zg ¢ A.. Ponadto
zbior Ae jest pochtaniajacy, bo zawiera pewne otoczenie zera. Niech p oznacza
funkcjonatl Minkowskiego zbioru A.. Wtedy p(xg) = § > 1, zatem element x; =
§7lazg lezy w A.. Okreélmy na przestrzeni jednowymiarowej Cry rzeczywisty
funkcjonal liniowy 2§ kladac

y(Ax) = A

Mamy wtedy zf(Az1) = A < p(Azy) (w istocie dla A > 0 zachodzi réwnosé, a dla
A < 0 oczywista nieréwnoéc). Na mocy twierdzenia Hahna-Banacha mozemy z}
przedtuzy¢ do funkcjonatu liniowego «* na cate X tak, aby a*(x) < p(x). Ponie-
waz p(z) < ez, wiec 2* jest ciaglym rzeczywistym funkcjonatem liniowym
na przestrzeni X . Ponadto 2*(x9) = > 1 oraz «*(x) < 1 dla € A. Zatem z*
oddziela xg od zbioru A, co przeczy stabej zbieznosci ciagu {z,} do .

W zespolonej przestrzeni Banacha bierzemy funkcjonal liniowy y* postaci

4.40. WNIOSEK. JeZeli ciqg {x,} jest stabo zbiezny do xq, to istnieje ciqg (skon-
czonych) kombinacji wypukltych tego ciggu mocno zbiezny do xq.



Slaba i *-slaba zbieznosé 85

4.41. PRZYKEAD. Niech zg € C'(R) bedzie funkcja, dla ktére]

i ot =0l ) =1
Zbadamy, czy ciag {xp}, okreslony réwnoécia x,(t) = (¢t + n), jest stabo zbiezny
w przestrzeni C'(R).
Przypusémy, ze jest to ciag stabo zbiezny do pewnej funkeji y, wtedy
y(t) = lim xp(t) = lim a(t+n) =1
n—00

n—oo

dla kazdego t € R, zatem musi by¢ y = 1. Przeczy to jednak twierdzeniu Mazura,
gdyz zbior
W = C(R): 1l t)=0, L t)y=1
{e € CR): lim o) =0, lim (t)=1}
jest wypukly i domkniety w C(R), zawiera wszystkie funkcje x,,, a nie zawiera
funkeji y.

4.42. ZADANIE. Wskazac funkcjonal * € C(R)*, dla ktérego
lim a*(x,) # «*(1).

n—oo

W przestrzeni X*, sprzezonej do przestrzeni unormowanej X poza staba zbiez-
noscia rozwaza sie jeszcze inny rodzaj zbieznosci.

DEFINICIA. Ciag {a}} elementow przestrzeni X* sprzezonej do przestrzeni unor-
mowanej X , nazywamy *-stabo zbieznym do z§ € X*, jezeli dla kazdego + € X
istnieje granica lim «(x) i zachodzi réwnosé
n—od
lim ) (z) = (o).

Wtedy x§ nazywamy *-slaba granica ciagu {«)}.

Ciag {z}} jest *-slabo fundamentalny, jezeli dla kazdego x € X ciag
liczbowy {a}(x)} jest fundamentalny w C.

4.43. TWIERDZENIE. Kazdy cigg {x}} stabo zbieiny jest *-stabo zbieiny w tej
przestrzeni. Kazdy cigg *-sltabo fundamentalny jest *-stabo zbiezny, tzn. kazda
przestrzen X* jest ciggowo *-stabo zupelna.

Dowdd: Jesli ciag {z}} jest *-stabo fundamentalny, to jest ograniczony, a wiec
rownosce
ro(z) = lim a) ()

okresla ciagly funkcjonal liniowy na X. []
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UWAGA. W przestrzeni refleksywne] pojecia stabej i *-stabej zbieznosci pokry-
waja sie.

4.44. TWIERDZENIE. Niech X bedzie osrodkowq przestrzeniq unormowang. Z
kazdego ciggu ograniczonego {x},} w X* mozna wybraé podciqg *-stabo zbieiny w

X*

Dowdd: Niech zbidr {ej, e, e3,...} bedzie osrodkiem w X. Metoda ,przekat-
niowa” z ciagu {z),} mozemy wybrac taki podciag {zn,}, aby ciag {z}, (e;)} byl
zbiezny dla kazdego ¢ = 1,2,3,.... Podciag {zy,} jest wtedy *-stabo fundamen-
talny w X*, a na mocy twierdzenia 4.43 jest *-slabo zbiezny. [ ]

Zadania uzupelniajace

4.45. W nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta kazdy ciag ortonormalny
€1,€2,€3,... jest stabo zbiezny do zera. Wskaza¢ konkretny ciag kombinacji wy-
puktych tego ciagu mocno zbiezny do zera.

4.46. Wykazaé, ze jezeli ciag {x,} elementéw przestrzeni Hilberta jest stabo
zbiezny do g oraz ||an| — ||xol|, to xn dazy do x¢ w normie.

4.47. W przestrzeni <€1>* = (> podaé przyktad ciagu *-stabo zbieznego, ktory
nie jest stabo zbiezny.

4.48. Pokazad, ze dla dowolnej funkeji @ € Cy(R) ciag xn(t) = x(t+n) jest stabo
zbiezny w Cp(R).



ROZDZIAL V

ZASTOSOWANIA
TWIERDZENIA BAIRE’A

Przypomnijmy, ze zbior E przestrzeni metryczne] X nazywamy brzegowym,
gdy ma puste wnetrze a zbiorem pierwszej kategorii w X, jezeli zawarty jest
w skonczonej lub przeliczalnej sumie zbioréw domknietych brzegowych. Twier-
dzenie Baire’a (patrz 7?7) mowi, ze: przestrzen metryczna zupelna nie jest zbiorem
pierwsze) kategorii.

5.1. TWIERDZENIE BANACHA-STEINHAUSA. Niech T1,T5,Ts, ... bedzie ciggiem
odwzorowan liniowych cigglych z przestrzeni Banacha X do przestrzeni unormo-
wanej Y . Jezeli dla kazdego x € X cigg {Thx} jest ograniczony w Y, to wszystkie
operatory Ty, majq wspdlnie ograniczone normy.

Dowéd: Zauwazmy, ze dla ustalonego n funkcja @ — ||Thz|| jest ciagla, zatem
kazdy ze zbioréw {x € X : ||Thx| <k}, k=1,2,3,... jest domkniety w X jako
przeciwobraz przedziatu domknietego [—k, k]. Wynika stad, ze zbiory

Ep ={x € X :sup ||Thz|| <k}

takze sa domkniete w X . Z zalozenia twierdzenia wiemy, ze X = Jp—; Ey ize X
jest przestrzenia metryczna zupela. Mozemy wiec stosowaé do niej twierdzenie
Baire’a ?7. Wnosimy z niego, ze przynajmniej jeden ze zbioréw FEj, powiedzmy
zbior Ej,, ma niepuste wnetrze. Mozemy wigc tak wybra¢ element z9 € X i1
liczbe € > 0, by Ej, zawieral wszystkie elementy postaci zo + ¢z, z € X, ||z]] <
1; innymi stowy, by nieréwnos$¢ ||T,(xo + €2)|| < ko zachodzita dla wszystkich
wskaznikéw n 1 wszystkich elementéw z z kuli jednostkowej przestrzeni X . Wtedy

| Tz < %(ko + ||Tn:1;0||> < Zeﬂ, co daje oszacowanie

2kq
T

[Tall = sup [[Toz]| < =

lI=11<1

jednostajne wzgledem n. [ |
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2. WNIOSEK. Zalozmy, ze T1,T5,Ts,... sq takimi cigglymi odwzorowaniami
lintowymi z przestrzeni Banacha X do przestrzeni unormowanej Y, zZe dla kazdego
x € X cigg {Tha} jest zbieiny w Y . Wtedy wzor

Tz = lim T,z
n—00
okresla ciggle odwzorowanie liniowe 2 X do Y i

1T < hmmf“T |-

Dowdd: Jest oczywiste, ze T jest dobrze okreslonym odwzorowaniem liniowym
z X do Y i ze zachodzi postulowane nieréwnosé¢ dla normy 7. Ciaglosé¢ odwzo-
rowania 7T’ jest konsekwencja wspélnej ograniczonosci norm ||T,||, ta zas wynika
bezposrednio z twierdzenia Banacha-Steinhausa.

5.3. ZADANIE. Pokazac¢ na przykladzie, ze jesli przestrzen X nie jest zupelna,
to T" moze nie by¢ odwzorowaniem ciaglym.

5.4. PRZYKLAD. Pokazemy jak, korzystajac z twierdzenia Banacha-Steinhausa,
mozna wykazac istnienie funkcji ciagltej okresowej o okresie 1, ktorej szereg Fo-
uriera nie jest zbiezny w wybranym punkcie.

Na podprzestrzeni
X ={zeC0,1]: 2(0) = (1)}

przestrzeni C[0, 1], reprezentujacej wszystkie funkcje ciaglte okresowe o okresie 1,
okreslmy ciag {z*} ciaglych funkcjonaléw liniowych, przyporzadkowujacych funk-
cji x wartos¢ n-tej sumy czesciowe] jej szeregu Fouriera w punkcie ¢ = 0, tj.

Ikl<n

Jak pamietamy z dowodu twierdzenia 3.35, funkcjonal z} ma postac

1 .
0

SN Tu
Poniewaz
1/2 n—1 L
sin(2n + 1)7wu 2n+l
|znl| = (7 ZE —_— ‘s1n2n—|—17ru‘du
0 Sln TU Slnﬂ' Ll
k=0 2n+1 2n+1
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wiec z twierdzenia Banacha-Steinhausa wnosimy, ze dla pewnej funkeji xg € X
clag {:1;;(:1;0)} musi by¢ nieograniczony. Szereg Fouriera funkeji zg nie jest wobec
tego zbiezny w punkcie ¢t = 0.

Brak zbieznosci w innych punktach mozna uzyska¢ dokonujac przesuniecia w
argumencie funkcji zg.

DEFINICJA. Powiemy, ze ciag {z,} elementéw przestrzeni liniowej unormowane;j
jest slabo zbiezny do elementu g, jezeli dla kazdego +* € X* ciag {a*(xn)}
jest zbiezny do «*(x).

5.5. WNIOSEK. W przestrzeni Banacha kazdy ciqg stabo zbiezny jest ograniczony
oraz ||zo|| < liminf||z,]. []
n—00

5.6. PRZYKELAD. W przestrzeni Hilberta kazdy ciag ortonormalny eg, e, €3, ...
jest stabo zbiezny do zera. Istotnie, dla kazdego x ciag {(en, x)} dazy do zera,
bo z nieréwnosci Bessela

- 2
S ens @) < Jl2]? < o
n=1

5.7. TWIERDZENIE BANACHA O ODWZOROWANIU OTWARTYM. Kazde ciggle
odwzorowanie liniowe T przestrzeni Banacha X na przestrzen Banacha Y jest
otwarte, tzn. obraz T(A) dowolnego zbioru otwartego A w X jest zbiorem otwar-
tym w Y .

Dowéd: Pokazemy najpierw, ze domkniecie T'(U) obrazu dowolnego otoczenia
zera U przestrzeni X zawiera pewne otoczenie zera przestrzeni Y .

Zauwazmy, ze w przestrzeniach X 1Y wystarczy rozpatrywac¢ otoczenia zera
postaci eU, eV, gdzie U = {z € X : |z < 1}, V={y e Y : |y < 1} sa
otwartymi kulami jednostkowymi odpowiednio w X 1 Y a ¢ jest liczba dodatnia.

Poniewaz zbiér wartosci operatora T wypelnia przestrzen Y, wiec dla kazdego
y € Y istnieje taka liczba naturalna n, ze y € T (nU), dostajemy wiec rozklad
przestrzeni Y

Y:GTWW.

Skorzystamy w tym miejscu z twierdzenia Baire’a. Musimy jednak w miejsce
zbioréw T(nU) wziaé ich domkniecia T'(nU), gdyz same zbiory T(nU) nie sa

na ogét domkniete w Y. Piszemy zatem

Y:GTWW.
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Wobec zalozonej zupetnosci przestrzeni Y, z twierdzenia Baire’a wnioskujemy, ze
przynajmniej jeden ze zbioréw T'(n U') ma niepuste wnetrze; ale T(nU) = nT(U),
zatem T'(U) takze ma niepuste wnetrze. Oznaczmy A = int T'(U). Poniewaz zbidr

%(A — A) jest otwartym otoczenie zera w Y i

HA=A) C 3 (T(W) = T(U) = T(3U - 3U) =T(U),

to dla pewnego ¢ > 0 zachodzi inkluzja ¢ V' C %(A —A)CTU).

Pokazemy teraz, ze inkluzja ¢ V C T(U) pociaga inkluzje ¢ V. C T'(2U), czyli
ze dla dowolnego y € ¢V mozemy tak wybrac element = € X, zeby |z| < 2

i Te = y. Istotnie, skoro ¢V C T(U), to w U mozemy tak wybra¢ xq, zeby

ly — Txo|| < %5. Element y — T'zg nalezy do zbioru %5 V C T(% U), zatem w kuli
%U mozemy tak wybraé element x1, zeby ||(y — Two) — Tx1]| < %5. Powtarzajac
to postepowanie wielokrotnie zbudujemy ciag xg,x1,x2,... o te] wlasnosci, ze
|en|| < ZL” oraz

1
||y—TZn||<W€ n:0,1,2,...,

gdzie z, = 2o+ x1 + ... + . Poniewaz szereg Y p_, ||xk| jest zbiezny, wiec
ciag {zp} jest fundamentalny w X a poniewaz X jest przestrzenia zupelna, jest
zbiezny do pewnego elementu x. Dla tego elementu z mamy

o0 o0 1
lzll < Dl < D o =2,
k=0 k

oraz 7z ciaglosci odwzorowania T
ly = Tzl| = lim [ly = Tzn| = 0,
n—oo
tj. y="Tx.

Latwo juz teraz uzyskac teze twierdzenia. Jezeli A jest zbiorem otwartym w
X oraz x € A, to takze x + U C A dla pewnego 6 > 0. Dlatego

T(A)DT(x+86U)=Tax+8T(U) D Tx+ 38V,

co oznacza, ze element Tz lezy w T(A) wraz z pewnym swoim otoczeniem. [ |

Wiszystkie dalsze twierdzenia tego paragrafu sa wnioskami z twierdzenia Ba-
nacha o odwzorowaniu otwartym.

5.8. TWIERDZENIE BANACHA O ODWZOROWANIU ODWROTNYM. Jezeli T' jest
wzajemnie jednoznacznym i cigglym odwzorowaniem liniowym z przestrzeni Ba-
nacha X na przestrzen Banacha Y, to odwzorowanie odwrotne T' 1Y — X
jest takze ciagle, tzn. przestrzenie X @ Y sq izomorficzne.

Dowéd: Ciaglosé odwzorowania T~' to otwartosé odwzorowania 7. [ ]
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5.9. PRZYKEAD. Wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie liniowe przestrzeni Ba-
nacha na przestrzen Banacha moze nie by¢ izomorfizmem topologicznym, cho¢
oczywiscie jest izomorfizmem algebraicznym. Niech X bedzie przestrzenia Bana-
cha z baza topologiczna {e;}32, np. jedna z przestrzeni cg, ¢ lub #, 1 < p < 0.
Baze ta uzupehijmy dowolnie do bazy Hamela {eq}aca przestrzeni X i wy-
bierzmy dwa rézne wektory eq, 1 €4, tego uzupeklienia. Odwzorowanie liniowe
T : X — X zamieniajace miejscami wektory eq, 1 eq, jest wzajemnie jedno-
znaczne 1 odwzorowuje X na X. Nie jest odwzorowaniem ciaglym, bo ciagte
odwzorowanie liniowe przestrzeni X jest jednoznacznie wyznaczone przez swoje
wartosci na wektorach bazy topologicznej, a na nich T jest identycznoscia.

5.10. TWIERDZENIE. Niech T bedzie ciggtym odwzorowaniem liniowym przes-
trzeni Banacha X na przestrzen Banacha Y i niech Xg = {x € X : Ta = 0}
bedzie jego jadrem. Wtedy przestrzenie X/ Xo i Y sq izomorficzne. [ ]

5.11. TWIERDZENIE O DWU NORMACH. Zalozmy, ze w przestrzeni liniowej X
dane sq dwie normy zupelne || ||1 @ || ||2 czyli, Ze przestrzenie (X, I ||1> i (X, I ||2>
sq zupelne. Jezeli istnieje taka stala Cy, zZe

el < Cillellz, =€ X,

to takze
|2[]2 < Colz])1, v € X,

dla pewnej staley Co

Dowdd: Identycznos¢ I odwzorowuje wzajemnie jednoznacznie przestrzen Bana-
cha (X,H ||1> na przestrzen Banacha (X,H ||2> Poniewaz ||z||1 < Cil|z]|2 dla
wszystkich © € X, to [ jest odwzorowaniem ciagltym. 7Z twierdzenia Banacha
o odwzorowaniu odwrotnym wynika, ze takze odwzorowanie odwrotne ="' jest
ciagte. Zatem

lzllz = 177 ell2 < [ H]llelh
dla wszystkich z € X. []

UWAGA. W przestrzeni X z przyktadu 5.9 normy ||| = ||| i |||z = ||Tx|| sa
zupelne, ale nie sa réwnowazne.

DEFINICIA. Méwimy, ze dwie normy || |1 i || [[2 w przestrzeni liniowej X sa
zgodne, jezeli dla kazdego ciagu {z,} w X warunki ||z, — 2/|y = 0 i ||&, —
2"||2 — 0 pociagaja 2’ = .
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Jezeli w przestrzeni liniowej X dane sa trzy normy]|| ||1, || ||2 1 || ||3 oraz
[zlls < Cullelly,  [[z]ls < Coflaflz, =€ X,

dla pewnych statych (1 1 Cy, to wszystkie te normy sa zgodne.

5.12. TWIERDZENIE. JeZeli normy zupelne || |1 ¢ || ||2 w przestrzeni liniowej sq
zgodne, to sq rownowazne.

Dowéd: Okreélmy jeszcze dodatkowa, trzecia norme, ktadac |||z = ||2||1 + [|z]|2-
Dzieki zgodnosci norm || ||1 i || ]2 norma ta jest takze zupelna a poniewaz
l|z|l1 < ||x||3, wiec z twierdzenia o dwu normach wnioskujemy, ze ||z||3 < Cillz|]1
dla pewnej stalej C1, w szczegdlnosci ||x||2 < Ci|x|l1. Podobnie pokazujemy, ze

2]l < Cafl2l2. [

DEFINICIA. Wykresem odwzorowania liniowego 7' : X — Y nazywamy pod-
zbiér Wy produktu X x Y

Wr ={(z,Tz): x € X}.

Odwzorowanie T nazywamy domknietym, jezeli jego wykres jest podzbiorem
domknietym przestrzeni X x Y z topologia produktowa.

Zauwazmy, ze T jest odwzorowaniem domknietym wtedy 1 tylko wtedy, gdy
ze zbieznosci ciagow {zp} w X i {Tz,} w Y wynika réwnosé

T( lim :L'n> = |lim Tz,.

n—oo n—oo

Kazde odwzorowanie ciagle jest oczywiscie domkniete.

5.13. TWIERDZENIE O WYKRESIE DOMKNIETYM. Domkniete odwzorowanie li-
niowe z przestrzeni Banacha X do przestrzeni Banacha Y jest ciggle.

Dowéd: Przestrzen X xY znorma |[(x,y)|| = ||z||+||y|| jest przestrzenia Banacha
a wykres W odwzorowania T' jej domknieta podprzestrzenia liniowa, Wr jest
zatem przestrzenia Banacha.

Odwzorowanie S : (x,Tx) — x przestrzeni Wr na X jest wzajemnie jed-
noznaczne, liniowe i ciagle. 7 twierdzenia Banacha o odwzorowaniu odwrotnym
wynika istnienie takiej stalej €', ze

[z, To)| < Cllzll, = €X,

co daje

172 < Cllzfl,  zeX. []
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5.14. PRZYKEAD. Na przestrzeni sg tych ciagéow (w1, x2,23,...) liczb zespolo-
nych, dla ktorych tylko skonczenie wiele wyrazow moze by¢ réznych od zera, wpro-
wadzmy norme ||(x1, x2,x3,...)|| = max, |z,|. Wtedy odwzorowanie T': so — sp
okreslone wzorem

T(x1,x2,23,...) = (21,222,323, ...)

jest domkniete a nie jest ciagte. Nie przeczy to twierdzeniu o wykresie domknie-
tym, bo przestrzen sp nie jest zupelna.

Zadania uzupelniajace

5.15. Niech {a,} bedzie ustalonym ciagiem liczbowym. Jezeli szereg > anby
0 n=1
jest zbiezny dla kazdego ciagu ograniczonego {b,}, to >_ |an| < co.

n=1

5.16. Niech beda przestrzeniami Banacha oraz T' ciaglym odwzorowaniem linio-
wym z X na Y. Dowies¢, ze dla pewnej staltej ' 1 kazdego y € Y mozna tak
wybrac element @ € X, by Ta =y i ||z|| < C|y]-

5.17. Niech 1 < p < ¢ < oo. Czy na przestrzeni LP(R) N LY(R) normy || ||, i
Il sa zgodne?

5.18. Niech || |l1 i || ||2 oznaczaja normy standartowe w przestrzeniach (1 i
0%, Jezeli T jest odwzorowaniem liniowym z przestrzeni Banacha X do ¢! oraz
T2 < ||z]| dla kazdego @ € X, to T jest odwzorowaniem ciagtym, tj. ||Tz||; <
Cllz|| dla x € X.

5.19. Jezeli X jest domknieta podprzestrzenia liniowa przestrzeni C[0, 1] zlozona
z funkcji majacych ciagta pochodna, to dim X < co.



ROZDZIAL VI

PRZESTRZENIE LINIOWE
TOPOLOGICZNE

Topologie liniowe

Przestrzen liniowa X z topologia Hausdorffa 7 nazywamy przestrzenia li-
niowa topologiczna jezeli dzialania dodawania wektorow i mnozenia wektora
przez liczbe sa ciagle. Chodzi tu o ciagltos¢ odwzorowan (x,y) -z +y z X x X
do X oraz (A\,x) > Ax z Cx X do X, przy czym X x X i C x X traktujemy
jako przestrzenie z topologia produktowa.

Niech = bedzie punktem przestrzeni liniowej topologiczne; X. Zbiér U C X
nazwiemy otoczeniem punktu z, gdy zawiera on x w swoim wnetrzu, a ro-
dzine U, otoczen punktu z nazwiemy baza otoczen punktu z, jezeli w kazdym
otoczeniu punktu z lezy pewien zbiér rodziny U, . Zauwazmy, ze odwzorowanie
y — = + y jest homeomorfizmem X na X. Wynika z tego, ze jezeli U jest baza
otoczen zera, to rodzina U + x = {U + 2 : u € U} jest baza otoczen punktu .

6.1. ZADANIE. Rodzina U podzbiorow przestrzeni liniowe] X jest baza otoczen
zera topologii liniowej wtedy 1 tylko wtedy, gdy
a. mUEU U= {0}7
VUl,Uzeu EIVEU . V C U1 N Uz,
VUEU EIVEL{ V—|—VC U,
VUEU EIVEU V|)\|<1 . )\V C U,
Vieu Voex Iaso 2 € AU, tzn. ze U jest zbiorem pochtaniajacym.

® &0 p

6.2. PRZYKLAD. Rozwazmy przestrzen liniowa £(0,1) wszystkich zespolonych,
mierzalnych w sensie Lebesgue’a funkcji na przedziale (0,1). Dla @ € £(0,1)

b fe()]
||9‘/'||:/0 mdt-

potézmy
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Wtedy funkcja d(x,y) = ||x — y|| jest metryka i wyznacza w L£(0,1) topologie
liniowa. Baza otoczen zera tej topologii tworza np. zbiory {U.}.>0, gdzie

Us ={x € L(0,1) : ||z]| < e}

Ciaglos¢ dodawania wektoréw wynika natychmiast z nieréwnosci ||z + y|| <
llz|| + |ly]|. Aby dowiesé¢ ciaglosci mnozenia przez liczbe zobaczmy, ze zbiez-
nos¢ w metryce d jest rownowazna zbieznosci wedtug miary. Rzeczywiscie, jezeli
|en — || = 0 pray n > o0 i Ee(n),dlae>01in=1,2,..., oznacza zbior

E:(n) ={t € (0,1) : [en(t) — 2(t)] > e},

to

ealt) — ()] [ .
W — x| > dt > dt = | . ,
len =<l /Ea(n)1+|xn<t>—x<t>| oy T2 = Bl

wiec |Ee(n)| — 0 przy n — oo.
7 drugiej strony, gdy |E:(n)| < e dla n > ng, to

| :
T, — | = dt < |FE:(n)| +¢|F.(n)] < 2e.
o=l = (. )Ty o < B0+ 1)

Latwo jest juz teraz sprawdzi¢, ze mnozenie przez liczbe jest ciagle, tzn. ze gdy
An — A a ciag x, zbiega do x wedlug miary, to Az, zbiega wedtug miary do
Azx.

Przestrzen L£(0,1) z topologiq zbieinosci wedlug miary jest przestrzeniq liniowq
topologiczng.

Przestrzen £(0,1) jest waznym obiektem w teorii funkcji rzeczywistych. 7Z
punktu widzenia analizy funkcjonalnej niej jest jednak az tak atrakcyjna. Poka-
zemy, ze

Na L£(0,1) nie ma cigglych niezerowych funkcjonalow liniowych.
Przypusémy, ze taki funkcjonal z* istnieje. Istnieje zatem takze taka funkcja = €
L£(0,1), ze *(x) = 1. Podzielmy przedzial [0, 1] na n réwnych przedziatéw i niech
Yt oznacza funkcje charakterystyczna k-tego z nich. Zauwazmy, ze co najmnie]j
dla jednej z funkcji na xg zachodzi nieréwnoéé a*(nayg) = 1. W przeciwnym razie
z réwnosci @ = xx1 + xx2 + ... + xxn wynikaloby, ze |¢*(z)| < 1. Wybierzmy
jedna z nich i oznaczmy ja przez z,. Otrzymujemy w ten sposéb ciag funkcji w
L£(0,1) o tej wlasnosci, ze a*(xy) > 1 oraz ‘{t € [0,1] : xn(t) # 0}‘ < 1/n.
Ta ostatnia nieréwnosc oznacza, ze x, dazy do zera Wedlug miary. Powinno stad
wynikac, ze @*(xn) — 0, a tak nie jest.
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6.3. ZADANIE. Sprawdzié, ze na zbiorze LP(0,1), 0 < p < 1, funkeji catkowal-
nych w sensie Lebesgue’a z p-ta potega na [0,1], funkcja d(x,y) = ||z — y,

gdzie
1
o] = / ()P,

jest metryka. W metryce tej LP(0,1) staje sie przestrzenia liniowa topologiczna
zupela. Dowies¢, ze jedynym zbiorem wypuklym w LP(0, 1) o niepustym wnetrzu
jest cala przestrzen.

Aby nie mie¢ tego typu patologicznych przykladow najczesciej zada sie by
topologia liniowa w przestrzeni X byla lokalnie wypuktla tj., by istniala baza
otoczen zera zlozona ze zbioréw wypuktych.

6.4. LEMAT. Przestrzen liniowa lokalnie wypukla posiada baze otoczen zera zlo-
zZong ze zbiorow absolutnie wypuktych i pochtaniajgcych.

Dowdd: Pokazemy, ze jezeli U jest otoczeniem zera, to zbior

R

|AI>1
jest takze otoczeniem zera. Poniewaz operacja mnozenia przez skalary

CxX3(Ne)— deeX

jest ciagta, wiec istnieje takie otoczenie zera V 1 takie ¢ > 0, ze uV C U,
gdy |p| < e. Wobec tego ¢V C AU dla kazdego A € C, |A] > 1. Jezeli U
jest wypuklym otoczeniem zera, to zbidr ﬂ|)\|>1 AU jest absolutme wypuktym
otoczeniem zera. Jest tez zbiorem pochtaniajacym, bo takim jest kazde otoczenie

zera. | |

Wiemy, ze funkcjonal Minkowskiego pys zbioru absolutnie wypuktego i po-
chlaniajacego W jest pétnorma, stad otrzymujemy:

6.5. TWIERDZENIE. Przestrzen liniowa topologiczna jest lokalnie wypukia wiedy
i tylko wtedy, gdy jej topologia jest wyznaczona przez rodzing potnorm {pataca ©
tej wltasnosci, Ze po(x) =0 dla wszystkich o € A pocigga x = 0.

Wazna klase przestrzeni liniowych topologicznych to przestrzenie lokalnie wy-
pukle metryzowalne. Przestrzen taka ma przeliczalna baze otoczen zera, a wiec
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jej topologia jest wyznaczona przez przeliczalna rodzine pétnorm {p, }o°

o1 - Mo-

zemy przy tym zalozy¢, ze polnormy speiaja nieréwnosci p1 < p2 < p3 < ...

przyjmujac np.
n
4n = Zpk
k=1

zamiast p,. Za metryke zas mozna przyjac

o0

(6.30) day) =Y %%.

n=0

Jesli przestrzen X jest zupela w tej metryce, to nosi nazwe przestrzeni typu

By

6.6. TWIERDZENIE. Zalozmy, ze X jesl przestrzeniq lokalnie wypuktq = topologiq
wyznaczong przez rodzing potnorm p1 < py < p3 < ... Jezeli x* € X*, Lo isinieje
taki wskaznik n i stata C', ze

(6.31) 2" (2)| < Cpnlx), x€X.

Wynika stqd, ze x* jest cigglym funkcjonalem liniowym na przestrzeni unormo-
wanej (X/ ker py, pn>. Kazdy funkcjonal lintiowy tej postaci jest cigglty na X .

Dowdéd: Jedli warunek (6.31) nie jest spelniony, to w X istnieje taki ciag {xn},
ze

1 = ‘:1;*(:1;”)‘ > npp(an).
>

Poniewaz pi(xn) < pn(zn) = 1/n dla n > k, wiec 2, = 0 w X, zas§ «*(x,) nie

dazy do zera, wiec sprzeczno$é. Reszta jest oczywista. [ ]

6.7. WNIOSEK. Dla kazdego wektora xo # 0 przestrzeni liniowej metrycznej lo-
kalnie wypuklej istnieje taki ciggly funkcjonal liniowy x*, ze x*(xg) #0. []

6.8. PRZYKLAD. W przestrzeni C'*°[0, 1] funkcji zespolonych dowolna liczbe razy
rézniczkowalnych na [0, 1] mozna okresli¢ topologie lokalnie wypukta wybierajac
rodzine poinorm

pn(a) = tr&g}f] ‘x(")(t)‘, n=0,1,2,....

Widaé, ze w metryce (6.30) przestrzen C>[0,1] jest zupelna, jest zatem prze-
strzenia typu By. Zauwazmy tez, ze wielomiany tworza w niej podzbidér gesty.
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Postuzymy sie twierdzeniem 6.6 dla wyznaczenia wszystkich ciaglych funkcjo-
natow liniowych «* € (COO[O, 1]>* Zauwazmy w tym celu, ze topologia przestrzeni
C*°[0, 1] nie zmieni sie, gdy definiujace ja pétormy p, zastapimy przez

n
pnlz) = max ‘x(k)(t)‘.
=0 t€[0,1]
Wtedy po < p1 < p2 < ... a kazda z nowych pélorm p,, staje sie norma.
Uzupehienie przestrzeni C'*°[0,1] w normie p,, daje przestrzen C"[0,1], funkcji
majacych ciagte pochodne do rzedu n wtacznie. 7 twierdzenia 6.6 wynika za-
tem, ze z* jest ciaglym funkcjonalem liniowym na przestrzeni C°°[0, 1] wtedy i
tylko wtedy, gdy dla pewnego n jest ciaglym funkcjonatem liniowym na C™[0, 1].
Poniewaz przestrzen C"[0,1] jest izomorficzna z produktem C" x C[0,1] (patrz
przyktad 1.32), wiec «* musi by¢ postaci

# )= Y we0)+ [ a0 duto),
k=0 0

dla pewnego wektora (Ag, A1,...,Ap—1) € C" oraz miary zespolonej p € M|0,1].

6.9. PRZYKLAD. Przestrzen Schwartza S(R) sktada sie z funkcji zespolonych
na prostej] R dowolnie wiele razy rozniczkowalnych i szybko dazacych do zera w
nieskonczonosci, tj. takich funkcji x, ze

sup ‘th(n)(t)‘ < oo
teR
dla wszystkich k,n =0,1,2,... . Jest to przestrzen typu By.

Funkcjonaly «* € S*(R) nosza nazwe dystrybucji temperowanych. Prze-
strzen Schwartza zajmuje wazne miejsce w analizie z tego wzgledu, ze transforma-
cja Fouriera przeprowadza ja z powrotem na siebie (patrz ?7). Pozwala to okresli¢
transformate Fouriera dystrybucji temperowanej wzorem

TH(x) = 2*(F), x € SR).
Dla przyktadu, dla dystrybucji «*(z) = 2”(0) otrzymujemy

T (z) =2"(0) = /R47r2t2x(t)dt.

6.10. ZADANIE. Niech X oznacza przestrzen liniowa wszystkich funkeji ciagtych
na przedziale [0,1] z topologia lokalnie wypukla wyznaczona przez rodzine pol-

norm {p¢ };efo,1] postaci
pe(x) = |(1)].

Czy topologia ta jest metryzowalna? Opisac przestrzen X*.
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Stabe topologie
w przestrzeniach Banacha

Niech X bedzie przestrzenia Banacha oraz X* jej przestrzenia sprzezona.
Symbolem 7, oznaczymy najstabsza topologiec w X, w ktorej kazdy funkcjonal
x* € X* jest ciagly. Topologie T, nazywamy slaba topologia w X. Jest to
topologia wyznaczona przez rodzine potnorm py+, x* € X*, postaci

Przestrzen (X, 7,) jest zatem lokalnie wypukta.

6.11. TWIERDZENIE. Topologia staba i normowa w przestrzeni Banacha pokry-
wajq sie wledy i tylko wtedy, gdy jest to przestrzen skonczenie wymiarowa.

Dowod: Zalézmy, ze przestrzen X ma wymiar skonczony i niech z7,23,...,2
bedzie baza Hamela przestrzeni X*. Wtedy funkcjonat
z||t = max |zi(x
Jolh = e Joi)

jest norma w X wyznaczajaca staba topologie. Jest to norma réwnowazna z norma
wyjsciowa.

Jezeli X jest przestrzenia nieskonczenie wymiarowa, to kazde jej otoczenie zera
U topologii stabej jest zbiorem nieograniczonym. Rzeczywiscie, mozemy zalozy¢,
ze U jest zbiorem bazowym tzn., ze dla pewnej liczby ¢ > 0 i zbioru skonczonego
ey, 25,2y w XY

U:{:L'EX: ‘:1;};(:1;)‘ <e dla kzl,Z,...,n}.

Zauwazmy, ze U zawiera niezerowa podprzestrzen liniowa
n
*
ﬂ ker zj,
k=1

nie moze by¢ zatem zbiorem ograniczonym. W przestrzeni unormowanej istnieja
ograniczone otoczenia zera, np. kule. [ |

6.12. TWIERDZENIE. Slaba topologia w nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni
Banacha nie jest metryzowalna.

Dowdd: Zatézmy, ze taka metryka istnieje. Rozumujac jak w dowodzie poprzed-
niego twierdzenia stwierdzamy, ze kazda z kul o srodku w zerze jest zbiorem nie-
ograniczonym. Mozemy zatem znalez¢ ciag zbiezny do zera w metryce, ale nie-
ograniczony w normie. Jak wiemy z twierdzenia Banacha-Steinhausa (patrz takze
5.1), taki ciag nie moze by¢ stabo zbiezny. Tu sprzecznosc.
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6.13. PRZYKEAD. Niech e1,e2,€e3,... bedzie ukladem ortonormalnym w nie-
skonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta H oraz A podzbiorem H , ztozonym z
elementow postaci \/n e,. Pokazemy, ze zero lezy w stabym domknieciu zbioru A
ale, jak wida¢, nie jest granica zadnego stabo zbieznego ciagu elementéw zbioru A.
Niech
U={zeH: ‘(:1;, yl>‘ <e, 1=1,2,...k}

bedzie bazowym otoczeniem zera w stabej topologii ‘H. Poniewaz

> Jben wi)]* < oo
n=1
dla kazdego 1, wiec
00 k 2
> (Slten ) <o
1=1

n=1

Wynika stad, ze dla pewnego wskaznika ng zachodzi

k
X w00l < G

wiec \/ngep, € U.

6.14. ZADANIE. Dowiesc, ze jezeli punkt xg lezy w stabym domknieciu zbioru
ograniczonego A w przestrzeni (%, to jest on staba granica pewnego ciagu ele-
mentow zbioru A.

7 twierdzenia 77 o oddzielaniu zbioréw wypuklych wynika, ze kazdy domkniety
podzbior wypukly przestrzeni Banacha jest stabo domkniety. Takie stwierdzenie
zdecydowanie nie jest prawdziwe dla dowolnych zbioréw domknietych.

6.15. ZADANIE. Pokazac, ze w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha X
stabe domkniecie sfery {x € X : ||z||2 = 1} jest kula { € X : ||z|]2 < 1}.

W przestrzeni X*, sprzezonej do pewnej przestrzeni Banacha X', poza topolo-
gia normowa i topologia staba, wazna role odgrywa topologia *-staba, oznaczana
T Tub o(X*, X). Jest to z definicji najstabsza topologia, w ktérej wszystkie funk-
cjonaly 7(x) € X**, x € X, postaci

T(z)(z") = 2" (x)

sa clagle.
Topologia T+« jest lokalnie wypukla i moze byé¢ wyznaczona przez rodzine
pétnorm {py},ex postaci
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UWAGA. Przestrzenie ¢* i ¢} sa identyczne z przestrzenia (1, a wiec (1 ma
dwie stabe topologie T i Ty. Topologie te sa nieporéwnywalne, tzn. nie zachodzi
zadna z inkluzji T C To, To C T . Istotnie, niech ¢ i g oznaczaja odpowiednio
izometryczny izomorfizm przestrzeni /! na c* i ¢}

[o@)
— 1 i
e(y)(z) =0 kggo Tk + I;l‘k Yk+1, T € c,
L k=
po(y) () =D wry, z € co.
k=1

Zbior Uy = {y A ‘Eyk‘ < 1} jest otoczeniem zera w topologii T, a nie
jest otoczeniem zera w topologii To, za$ dla zbioru Uy = {y ci?: |yl < 1} jest
odwrotnie.

6.16. TWIERDZENIE BANACHA-ALAOGLU. Niech X bedzie przestrzeniq Bana-
cha. Zbior A C X* jest *-stabo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony
(w normie) i *-stabo domkniety.

Dowod: Zalézmy, ze zbior A jest *-slabo zwarty w X*. Poniewaz T+ jest topo-
logia Hausdorffa w X*, otrzymujemy natychmiast, ze A jest *-stabo domkniety.
Nim przystapimy do dalszej czesci dowodu, przedstawimy inny, wygodniejszy
model przestrzeni (X*, %*) .
Dla kazdego © € X polézmy C, = C (cialo liczb zespolonych) i okreslmy
odwzorowanie T : 2* — C¥ = erX C, wzorem

Ta* = {x*(x)}xeX’

tj. Ta* jest elementem produktu C¥, dla ktérego z-ta wspélrzedna jest ¥ ().
Jezeli CX traktowaé jako przestrzen topologiczna z topologia produktowa, a zbidr
T(X™*) jako podprzestrzen z topologia indukowana z CY, to poréwnujac otwarte
zbiory bazowe w (X*, %*) oraz w T'(X™*) dochodzimy do wniosku, ze przestrzenie
te sa homeomorficzne.

Dla kazdego y € X niech P, : cX — Cy oznacz rzut z produktu na os
Cy . Poniewaz kazde odwzorowanie P, jest ciagle, a T' jest homeomorfizmem, to
odwzorowanie P,/T : X* — C, jest ciagle. W szczegélnosci PyT(A) = {z*(y) :
x* € A} jest zbiorem zwartym w C, = C dla kazdego y € X . Istnieja wiec takie
stale My, >0, ze

sup ‘x*(y)‘ < M,y,.
r*€cA
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Korzystajac teraz z twierdzenia Banacha-Steinhausa dochodzimy do wniosku, ze

sup [|z*]] < oo.
z*€A

W dowodzie w druga strone mozemy zalozyc, bez ograniczania ogdlnosci, ze
A jest domknieta kula jednostkowa K* = {:L'* e X" |2 < 1} przestrzeni
X*. Oczywiscie K* jest zbiorem ograniczonym w X*. tatwo tez mozna pokazac,
ze K* jest zbiorem *-stabo domknietym. Jezeli wiemy juz, ze K* jest zbiorem
*-stabo zwartym, to poniewaz A jest zbiorem ograniczonym, to istnieje taka stala
c>0,z7e ACcK*. Zbiér ¢ K* jest *-stabo zwarty, bo mnozenie przez skalary
jest homeomorfizmem w (X*,'E*), a wiec A jest *-slabo zwarty, jako *-stabo
domkniety podzbior w ¢ K*.

Niech wiec A = K*. Dla kazdego x € X niech
Ky ={z€C:|z| <|z|}.

Oczywiscie K, jest zwartym podzbiorem w C, ponadto

T(K*) C H K,.

Istotnie, jezeli a* € X*, to T(z*) = {x*(:z;)}xex oraz |x*(x)| < [|«*| ||=]|. Twier-
dzimy, ze T(K™*) jest podzbiorem zwartym w T(X*). Wystarczy w tym celu po-
kaza¢, Ze jest domknietym podzbiorem [],cy K., gdyz ten ostatni zbiér z twier-
dzenia Tichonowa ?? jest zwarty w CX . Zalézmy, ze punkt {s;},cx nalezy do
domkniecia zbioru T'(K*) w C¥ . Ustalmy dowolne z1,22 € X i ¢ > 0. Niech

Ue = {{ux}xeX € (CX : ‘uml _le‘ < %’ ‘u@ _5132‘ < %7 ‘um-l-xz _5:61-1-1:2‘ < g}

bedzie bazowym otoczeniem punktu {s;},ex w CX . 7 zalozenia istnieje taki
element x* € X*, ze Tx* € U.. Stad

Sx1+x9 — Sz — 51:2‘ < ‘le—l—xz - w*(l'l + 1'2)‘ + ‘le - w*(l'l)‘ + ‘sz - w*(l'Z)‘ <eg,
a poniewaz € > 0 jest dowolne, wiec w rezultacie

Spidws = Sz T Suo-
Podobnie pokazujemy, ze

Sye = ASg, dla ze X, e C
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Wynika stad, ze przyporzadkowanie x — s, jest funkcjonatem liniowym na X, a
poniewaz |s;| < ||z, wiec {sz}eex € T(K™).
Reasumujac, T'(K™) jest domknietym podzbiorem w [], ¢ K., ten za$ z kolei

zwartym podzbiorem w CX ; odwzorowanie T jest homeomorfizmem, zatem A jest
*stabo zwarty w X*. []

Jako wniosek z Twierdzenia Banacha-Alaoglu otrzymujemy ponizsze twierdze-
nie o uniwersalnosci przestrzeni C'(5) dla wszystkich przestrzeni Banacha.

6.17. TWIERDZENIE. Dla kazdej przestrzeni Banacha X istnieje zwarta prze-
strzen Hausdorffa S o tej wlasnosci, ze X jest izometrycznie izomorficzna z do-
mknietq podprzestrzeniq liniowq przestrzeni C(S5).

Dowdd: Za przestrzen S wybierzmy kule jednostkowa K™ przestrzeni sprzezonej
X* 1 zaopatrzmy ja w topologie *-staba. 7Z twierdzenia Banacha-Alaoglu wynika,
ze S jest zwarta przestrzenia Hausdorffa. Jesli teraz elementowi © € X przypo-
rzadkujemy funkcje fp € C(S) wzorem

to |||l = || fz|lc na mocy wniosku 4.13).  []

Zadania uzupelniajace

6.18. ZADANIE. W przestrzeni 7, 0 < p < 1, ciagébw sumowalnych z p-ta po-
tega, analogicznie jak w LP(0, 1), topologia liniowa jest wyznaczona przez metryke

d(z,y) = ||z —yl|, gdzie
(0.0]
2]l = lzal.
n=1

Opisac przestrzen ((F)*.

6.19. ZADANIE. Niech X bedzie przestrzenia liniowa wszystkich funkeji ciagtych
na przedziale (0,1). Dla @ € X i & > 0 oznaczmy przez U, . zbiér tych y € X,
ze |x(t) —y(t)] < e dla wszystkich ¢ € (0,1). Niech T bedzie topologia w X, wy-
znaczona przez wszystkie takie zbiory Uy .. Pokazaé¢, ze w topologii T dodawanie
funkcji jest operacja ciagta, a mnozenie funkeji przez liczby nie.



ROZDZIAL VII

OPERATORY LINIOWE

Przestrzen operatoréw linowych

Norma operatora

Operator liniowy T' z przestrzeni liniowej unormowanej X do przestrzeni liniowe]
unormowana Y nazywamy ograniczonym, jezeli istnieje taka stata M, ze

[Tx) < M |||

dla wszystkich @ € X. Kres dolny takich statych oznaczamy ||T'|| i nazywamy
norma operatora 7 .

7.1. TWIERDZENIE. Dla kazdego operatora ograniczonego T : X — Y zachodzi
nierownosé ||Tx|| < [|T||||=]|, » € X, a takze

17N = sup [[Te]| = sup [|Tz].
ol loll=1

Dowéd: OZHELCZmy M = SupHxH:l ||T{L’|| idla x € X, x 7£ 0, polézmy Yy = ﬁw

Weedy [lyl| = 1, wiec

[T = Tyl =]l < M |[]]

Y/ /AN

co daje ||T|| < M. 7 drugiej strony, gdy ||z|| < 1, to [|[Tz| < ||T||, wiec

sup || Tl < |71 [
el <1

7.2. ZADANIE. Operator liniowy jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ciagly. Dla ograniczonosci operatora wystarcza jego ciagltos¢ w zerze.
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UwWAGA. Niech X =Y = C". Kazdemu operatorowi A : X — Y odpowiada w
sposob wzajemnie jednoznaczny macierz {ai7j}?j:1 wzorem

all a12 PP aln 1}1

a21 a22 PP azn 1}2
Ax = ) ) )

anl an2 .. Upn Tn

Bezposrednie obliczanie normy || A|| zwykle jest bardzo skomplikowane. Pokazemy
pozniej, ze mozna to zrobi¢ w nastepujacy sposob:
., . . —T
1. znalezé macierz A*A, gdzie A* = A,

2. znalez¢ wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycznego
det (21 — A*A)

(okazuje sie, ze sa to liczby rzeczywiste nieujemne).

3. obliczy¢

JA] = max |z
1<k<n

7.3. PRZYKLAD. Porownajmy bezposrednia i opisana wyze] metode obliczania

normy ||A|| na macierzy A = (} _01) Mamy tu
1/2 _N1/2
JAll=  swp  (e—yP+ )= sup (2]’ + |y’ — 2Rea) .
|22 +]y|?|=1 2|2 +]y|?|=1
Poniewaz |z|? + |y|* = 1, wiec |z| = cost, |y| = sint dla pewnego ¢ € [0,5).

Oznaczajac s = argx, u = arg y, otrzymamy

|Al| = sup (2 cos’t 4 sin”t — 2sint cost cos(s — u))l/z

te[o,g)
s, u€eR
= sup (2 cos2t 4 sint 4 2sin f cos t)1/2
t€[0,%)
= sup (% + %COS 2t + sin 2t>1/2.
te[0,%)

Supremum to jest osiagniete dla ¢ = %arc tg2 1 wynosi 4/ %, zatem

34+V5
Al = /2%
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7, drugiej strony A* = ( ! 1), A*A = ( 2 _1), a poniewaz wielomian

-1 0 -1 1
charakterystyczny det(z/ — A*A) = 2% — 3z + 1 ma pierwiastki z; = 3+2\/57
29 = 3_2\/57 WIQC

4] = max { /355 /i) =\ 355

Zwréémy jeszcze uwage, ze do obliczenia ||A|| nie wystarczy znajomosé pier-
wiastkow wielomianu charakterystycznego samej macierzy A. Dla rozpatrywanej
macierzy wielomian charakterystyczny

det(z[—A)zzz—z—l—l

ma pierwiastki 1_1_;\/5 i #, oba o module 1.
7.4. ZADANIE. Przeprowadzi¢ analogiczne poréwnanie obu metod obliczania no-

rmy || A]| na macierzy

W praktyce, przy badaniu wlasnosci operatoréw, znajomos¢ ich normy nie jest
az tak istotna, zadowala nas znajomos¢ oszacowan od géry. Zdarza sie jednak, ze
rozstrzygniecie, czy badany operator jest ograniczony, a wiec znalezienie jakiego-
kolwiek oszacowania od gory, moze by¢ trudne. Zilustrujemy to na przyktadzie
transformaty Laplace’a.

7.5. PRZYKLAD. Transformacja Laplace’a to operacja przyporzadkowujaca
funkcji @ na pétprostej (0,00) funkcje La postaci

(7.32) La(t) = /00 e a(s)ds, t € (0,00).

Jezeli @ € L?(0,00), to funkcja L jest dobrze okreélona. Wynika to z nieréwnosci
Schwarza

oo 00 1/2
‘Ll’(t)‘ </ e ()| ds < </ e_ZStaLS) Il ||2
(7.33) 0 0

Lo
= ——||lx|l2.
S
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Powstaje jednak pytanie, czy Lz € L*(0,00)? W kazdym razie z oszacowania

1
V2t
z przestrzeni LP(0,00), 1 < p < oo. Sprawdzmy wobec tego na przykladach czy
mozna sie spodziewac¢ odpowiedzi pozytywnej na postawione pytanie.

(7.33) tego nie widaé, bo funkcja nie lezy L?(0,00), nie lezy nawet w zadnej

Dla x = X(q,1) otrzymujemy

1 —et

La(t) = .

Jest to funkcja z L?(0,00), bo Lz(t) < 1 dla t € (0,1] i Lz(t) < t7! dla
te[l,00).

Niech teraz x(t) = L Oczywiscie x € L*(0,00) oraz ||z|]2 = 1, za$

1+
[o@)
L:L'(t):/ st ds )
0 1+s

Jesli powyzsza calke rozdzielimy na dwie fol/t + flo/ot i w pierwszej z nich skladnik

e~%! zastapimy przez 1 a w drugiej skladnik ﬁ przez ﬁ, to po obliczeniu

otrzymanych calek dostaniemy

1 1
Ly < (14 1)
z(t) <In i)t T

Prawa strona tej nieréwnosci przedstawia funkcje z L2(0,00), wiec tym bardzie]
Lz € L*(0,00).
Proponuje troche inna metode dowodu tego faktu. Wybierzmy dowolnie liczbe

a € (—1,1) i po przedstawieniu funkcji e~st1 w postaci iloczynu (5_”/26_5t> .

1+s
(3”/211?> zastosuymy nieréwnos¢ Schwarza. Wtedy otrzymamy
|La(t)]” < Cuto,
gdzie

_ oaa—1 > —a_—u > 54
Co=2 /0 u %e du/o (1—1—5)2d8

=29710(1 — )’ (1 4 a).

Wybér @ < 0 pociaga calkowalno$é¢ funkcji |Lz|? na (1,00) a wybér a > 0
catkowalno$¢ na (0,1).
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Jeszcze lepszy efekt otrzymamy wybierajac przedstawienie postaci e 2— =

1+s
<S—a/2€—st/2> <Sa/2€—st/2 11?> *

> > —a —st > a _—st
||L:1;||2 / </ s ds) </0 s%e (1—1—5) ds)d
a—1 a —st
/ / a)t e (1+ BE dsdt
a 1 > a—1 _—st
—F(l—a)/o Sm/o t" e dtds

:rwwu_@A e s = el

Trzeba jednak zatozy¢, ze 0 < a < 1, aby wszystkie catki byty zbiezne.

Zwroémy uwage, ze W powyzszym rozumowaniu nigdzie nie korzystalismy z
postaci funkcji z. Mozna zatem je powtérzyé dla dowolnej funkcji z L?(0,00).
To dowodzi ograniczonosci operatora L. Zwrocmy tez uwage, ze sposrod réznych
stalych a najlepsza jest a = %, dla niej || Lz||2 < /7 ||z]]2.

7.6. TWIERDZENIE. Transformacja Laplace’a
(0.0]
L:L'(t):/ e St a(s)ds
0

jest ograniczong operacjq liniowq = L*(0,00) do L*(0,00) i ma norme /7.

Dowdd: Niech x bedzie dowolna funkcja ciaglta o nosniku zwartym na pélproste;j
(0,00). Wtedy

2

||L:1;||% = / ‘/ (e_St/25_1/4> . (e_t5/251/4:1;(3)> ds| dt
0 0

/ / e_Sts_l/zds-/ e~ 12|z (s)|2ds dt
/ / D(1/2)t 258512 |u(s) | ds di

_m/g)/o s2 (s )|2/0 Y263t ds
= v [P = T2
zatem ||L|| < T(1/2) = /7.
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7 drugiej strony dla ¢ > 0 i funkcji x. okreslonej wzorem () = (Y 2te ot
mamy

o0
|ze||3 = / te e 2 g = 272 (2¢)
0

oraz
Ll’e(t) = / 5_1/2+6e_(t+1)5d5 — F(l/Q + 5) (t T 1)—1/2—57
0
wiec
e =10/2 427 [T o = ra 2 4oy
Le = . ‘
2 0 (t + 1)1—1—25 ¢
Poniewaz I'(2¢) = F(127'|;26)7 wiec

[Lzell3 _ T(1/2+¢)
lzelld 27T (1 + 2)

Metode ,preparowania” funkcji podcatkowej przed stosowaniem nierdéwnosci
Schwarza, ktora z sukcesem stosowalismy dla dowodu ograniczonosci transformaty
Laplace’a, mozna uogdlni¢ w nastepujacy sposob:

7.7. KRYTERIUM SCHURA. Niech (Q,u) bedzie dowolng przestrzeniq miarowq
oraz K : Q x Q — C funkcjg p x p mierzalng. Zatozmy, zZe istnieje taka funkcja
mierzalna dodatnia ¢ na Q) i takie dwie stale M, N, zZe

/‘K(Sat)‘ e(s)ds < Mp(t) dla teQ,
(7.34) o
AM@JMM&@<N¢@ dla seq

Wtedy operator catkowy K, okreslony na przestrzeni L*(), 1) wzorem
Kﬂﬂ:/K@ﬂ@@@,
o

jest ograniczony i zachodzi nierdwnosé | K|| < vVMN.

Dowéd: Dla @ € L?(Q,u), po zastosowaniu nieréwnosci Schwarza a nastepnie
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kolejno nieréwnoéci (7.34), dostajemy

ol [ (RGOl Il o) ds)
< [ [t ntptds [0l le(s) Pete) ™ dsas
<M [ WO el et dsa
= [ el ol [ K s, ottt s

<N [ Jolo)f ds = MN Jalf. ]
Q

Postugujac sie kryterium Schura mozna tatwo dowodzi¢ ograniczonosci wielu
operatoréw. Klopot polega na odgadnieciu funkcji ¢. Proponuje sprobowac swych
sit 1 pomystowosci przy rozwiazywaniu nastepujacego zadania:

7.8. ZADANIE. Pokazaé, ze na przestrzeni (* operator wyznaczony przez ma-

przyporzadkowujacy wektorowi x = (x1,x2,23,...) wektor y = (y1,y2,y3,...)
okreslony wzorem

o0

1
yk—Zm 79 k—172737...
]_

jest ograniczony i jego norma nie przekracza .
Podamy na zakonczenie jeszcze jeden przyklad. W nim postuzymy sie nierow-
noscia Schwarza dla obliczenia normy operatora Volterry na L?(0,1). Kryterium

Schura nie ma tu zastosowania.

7.9. PRZYKLAD. Na przestrzeni L*[0,1] operator Volterry V

ma norme ||V = %
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Dla funkcji @ € L*[0,1] z nieréwnoéci Schwarza otrzymujemy

, 1) gt
||V:1?||2—/0 / ()dS —/ / \/ €05 5 s \/K ‘ dt
A Jz(s) [ lz(s)
</ / cos—sds/ —dsdt = / / —t dsdt
0 €os %5 cos Zs
|2
2 e O g L aopas = et

co dowodzi, ze ||V < % Réwnos¢ jest wymuszona przez funkcje x(1) = cos 5t,
bo Va(t) = %sin 5t, a funkcje sin 5t 1 cos 5t maja te same normy. Mozna tez
zauwazy¢, ze dla funkcji z(1) = cos 5t powyzsza nieréwnos¢ Schwarza przechodzi

W TOWNOSE.

Przestrzen £(X,Y)

7.10. TWIERDZENIE. Niech X i Y bedq przestrzeniami unormowanymi. Zbior
L(X,Y) wszystkich ograniczonych operatorow liniowych z X w Y, po wprowa-
dzeniu dziatan dodawania operatoréw i mnozenia operatorow przez liczby w sposcb

nastepujqcy

(T + S)x =Ta + S,
(ANTax = ATz,

oraz normy jako normy operatorowej, staje si¢ przestrzenia liniowq unormowang.

Jezeli przestrzen Y jest zupelna, to L(X,Y) takze jest przestrzeniq zupelng.

Dowéd: Sprawdzenie, ze £(X,Y) jest przestrzenia liniowa unormowana jest nie-
trudne. Udowodnimy wiec tylko druga czes¢ twierdzenia. Zatozmy, ze Y jest prze-
strzenia zupeta i niech {7} bedzie ciagiem Cauchy’ego w L(X,Y’). Poniewaz
dla kazdego = € X
[Tne = Tona|| < T = Tonl[ ||,

wiec {Thz} jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni Y. 7 zupelnosci Y wynika
istnienie granicy limy o T, ktéra oznaczymy Tx. Pokazemy kolejno, ze przy-
porzadkowanie @ — T'x jest liniowe, ciagte oraz, ze |1, — T|| — 0

Liniowos¢ odwzorowania T otrzymujemy tatwo przechodzac do granicy w row-
nosciach

Tn(l'l + 1'2) =Thz1 + Tn$27
To(Az) = AThe.



112 VII. OPERATORY LINIOWE

Pokazemy, ze operator T' jest ciagly. Zauwazmy w tym celu, ze {||T,||} jest licz-
bowym ciagiem Cauchy’ego, a wiec dla pewnej statej M zachodzi ||T,] < M,
n = 1,2,3,..., stad dla kazdego x € X otrzymujemy ||Thz|| < M ||z|, a to z
kolei pociaga
| T|| < M ||z|.
Pozostaje wiec tylko dowieé¢, ze T, dazy do T' w L(X,Y). Dla dowolnego ¢ > 0
mamy
[Tne = To|| < || T — Tl [| ]} < ]
przy dostatecznie duzych m 1 n. Ustalajac n 1 przechodzac do granicy przy m —
oo otrzymamy
Ty — T < < ]

a to z definicji normy operatorowej daje |T,, — T|| <e. []

7.11. ZADANIE. Gdy Y jest przestrzenia niezupetna, to £(X,Y’) takze jest nie-
zupelna.

Operatory odwracalne

DEFINICIA. Niech T' € L(X,Y). Jezeli istnieje taki operator S € L(Y, X), ze
ST 1 TS sa operatorami identycznosciowymi odpowiednio na przestrzeniach X
i Y, to méwimy, ze S jest operatorem odwrotnym do T i piszemy S = 77!,
Operator odwrotny jest jedyny, bo jezeli S, S sa odwrotnymi do 7', to

(7.35) Si= 811 =S1(TSy) = (S1T)Sy = 1S, = S,

7.12. UWAGI.
1. Moze sie zdarzy¢, ze zachodzi tylko jedna z réwnosci, np. ST = [, zas T'S #
I. Méwimy wtedy, ze S jest lewym odwrotnym dla 7', a T prawym
odwrotnym dla S. Rozpatrzmy na przestrzeni (% operatory

S(xy,x2,23,...) = (x2, 23, 24, . ..),
T(x1,x2,23,...) = (0,21, 22,...).
Wtedy ST =1, zas TS(x1,x2,23,...) = (0,29, 23,...) # (x1,22,23,...),
wiec T'S # 1.
2. Ze wzoru (7.35) wynika, ze jezeli operator S jest lewym odwrotnym dla

T, a So prawym odwrotnym dla T', to S1 = S, tzn. operator T jest
odwracalny.

3. Jezeli operator T € L(X,Y) jest odwracalny, to przestrzenie X i Y sa
izomorficzne. Pozwala to sprowadzi¢ badania do przypadku X =Y.
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7.13. TWIERDZENIE. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha. Zbior elementow
odwracalnych w L(X) tworzy grupe wzgledem mnozenia i jest podzbiorem otwar-
tym w L(X). Na nim odwzorowanie T — T~ jest ciggle.

Dowdd: Jezeli operatory T' i S sa odwracalne, to odwracalny jest tez operator

TS i(TS)t=571T71 bo
(rsys—'rh=rEsThrt=11r" =1

oraz (STYI=1)(ST) = I. Oznacza to, ze operatory odwracalne w £(X) z operacja
sktadania tworza grupe.

Pokazemy teraz, ze jezeli T jest operatorem odwracalnym oraz ||S — T <
1/|T7Y|, to S jest takze operatorem odwracalnym. Wystarczy w tym celu poka-
zaé tylko, ze A = T~LS jest operatorem odwracalnym. 7 zalozenia mamy

1= A = T~ =S| <IT~IT = S| < 1,
wiec szereg

B= i([—A)"

(przyjmujemy tu (I — A)Y = I') jest bezwzglednie zbieszny w £(X). Poniewaz

AB:B—([—A)B:i([—A)"—i([—A)":[

oraz BA=B— B(I — A) =1, wiec B= A1,

Operator S™! mozna wprost napisaé¢ wzorem

S = i [Tt -] T

n=0

Jezeli ||S —T|| <el|T7Y ™!, gdzie 0 <& <1, to [|S7L| < 1%6 NT7L|, wiec
— — — — — — 2 —
I~ =17 = 1S7HT = )T < NSTHHIT = SINT =M < g IT7Y1- [

7.14. TWIERDZENIE (O PROMIENIU SPEKTRALNYM). Niech X bedzie przestrze-
niq unormowang. Dla kazdego operatora T € L(X,Y) istnieje granica

r(T) = lim || T7|"".

n—oo
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Liczba r(T') nosi nazwe promien spektralny operatora T .

Dowdd: Ustalmy liczbe naturalna m i przedstawmy n w postaci n = km + r,

gdzie 0 < r < m. Niech M = max{1, ||T|,[|T?,..., [|T™ |}, wtedy

n m |k r m |k
[T < [T < M T,

skad
limsup |77 < lim MY |7 |*".
n—o00 n—0o0
. .k 1 r 1 .
Poniewaz — = — — — — — przy n — oo, otrzymujemy
n m m m
Lim sup |77/ < (77|,
n—oo
co daje

limsup | 77|/ < liminf || 7Y™, []
n—00 m—00

7.15. PRZYKLAD. Podamy przyklad operatora operatora quasi-nilpotentne-
go, tzn. operatora, ktérego promien spektralny wynosi zero. Jest nim operator V'
okreélony na 0, 1] wzorem

Va(t) = /Otx(s)ds,

zwany operatorem Volterry.

Latwo sprawdzamy przez indukcje, ze

+— 8)77,—1

t
(7.36) Vi(t) = / (7:1;(5) ds, n=1,2,3...
g (=1

Pokazemy, ze ||[V"|| = % Jezeli @ € C0,1] 1 ||2||ec < 1, to

¢ n—1
sup [Va(t)] < sup [ (o)

t€fo,1] tefo,1
t _ -1 1 _ n—1 1
< sup / %dSZ/ %dSZ—.
Poniewaz nieréwnosci te przechodza w réwnosci dla « = 1, wiec ||[V"]| = i'
n.

Wynika stad, ze r(T') = limp—o0 ||V"||1/" =0.
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7.16. TWIERDZENIE. Niech T bedzie ograniczonym operatorem liniowym na
przestrzeni Banacha X i niech r(T') oznacza jego promien spektralny. Jezeli liczba
zespolona X\ spelnia nieréwnosé |\ > r(T), to operator (A — T)~! istnieje i
mozna go przedstawi¢ w postaci bezwzglednie zbieznego szeregu

o0

_ "
n=0
Dowod: Zauwazmy, ze
oW TN e s ()
A A el = i VIl = =5 < 4

a wiec szereg (7.37) jest bezwzglednie zbiezny w L(X), a skoro L£(X) jest prze-
strzenia zupelna, to szereg ten jest takze zbiezny. Niech S oznacza jego sume.
Sprawdzamy latwo, ze S(A\[ —T) = (M —T)S = I, a wiec, ze S = (M —T)7 .

[]

7.17. PRZYKLAD. Wiemy juz, ze dla operatora Volterry V zachodzi réwnosé
r(V) = 0. Wobec tego dla dowolnej liczby zespolonej A # 0 operator (Al — V)

jest odwracalny. Wynika stad, ze réwnanie catkowe

o) = xalt) = [ ats)ds,

tzn. réwnanie y = (Al — V)x ma rozwiazanie
© n
B y
v Z An+1’
n=0

Mozna przy tym korzystac ze wzoru (7.36).

7.18. PRZYKLAD. Zalozmy, ze chcemy zbudowac kolumne mostu tak, by napre-
zenie w kazdym punkcie kolumny pod naciskiem sity Cj byto state i wynosito c.
Jezeli (1) oznacza pole przekroju kolumny na wysoko$ci ¢t mierzonej od szczytu
a p ciezar wlasciwy materiatu z ktérego wykonamy kolumne, to otrzymamy réw-
nanie

Qp [ as)ds = calt),

czyli réwnanie typu
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n .
= .7, wiec

gdzie y(1) = %1(1‘) 1A= ; Poniewaz V1(t fo NG

— V(i o
()= 3T = 93 o = L = Lesp(pfe)
n=0

n=0 ¢
7.19. PRZYKLAD. Réwnanie rézniczkowe 1-szego rzedu
¢ = oz + xo, aeC, x9€C[0,1]
ma rozwiazanie

t
x(t):/ e (t=s) xo(s) ds.
0

Istotnie, potézmy A\ = E y = AVag. Wtedy vy = X2’ — z, lub inaczej y =
(074
Ax — V. Zatem

00 00
- Z - Z Vn-l-le . Z o Vn+1$()
n—|—1 - n -
A n=0 A n=0

Uwzgledniajac wzor (7. 36) otrzymamy

t
/ :1;0(5) ds = / (=) xo(s) ds.
0

Operator sprzezony

7.20. TWIERDZENIE (O OPERATORZE SPRZEZONYM). Niech H bedzie przestrze-
niq Hilberta. Dla kazdego operatora T € L(H) istnieje dokladnie jeden operator
T* € L(H) o tej wlasnosci, Ze

(7.38) (T, y) = (z, T"y)
dla kazdej pary x,y € H. Ponadto zachodzi rownosé | T*|| = ||T|.

Dowéd: Ustalmy y € H. Odwzorowanie @ — (Tx, y) jest liniowe, a ponie-
waz [(Tx, y)| < ||T] ||z|| |ly]|, jest tez ciagle. Okresla zatem ciagly funkcjonal
liniowy na H. 7 twierdzenia Riesza o postaci funkcjonatu liniowego 4.10 wynika,
e (Tx, y) = (x, z) dla pewnego wektora z € H. Wektor z jest jedyny, ale za-
lezy od wyboru y. Oznaczmy go zatem z = T*y. 7Z wtasnosci iloczynu skalarnego
wnioskujemy, ze przyporzadkowanie y — T*y jest liniowe, a poniewaz

1Tyl = sup [(z, T"y)| = sup [Tz, y)| <[[T]|yll;

llll<1 llll<1
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to okresla ograniczony operator liniowy 7% na H o normie ||[T*| < [|T||. W
istocie zachodzi réwnos¢ ||T*|| = ||T||, gdyz z nieréwnosci ||T*|] < ||T'|| wynika
nieréwnos¢ ||T**|| < ||T*|, a jak widac z (7.38), T** =T

DEFINICJA. Operator T* nazywamy operatorem sprzezonym do 7'. Jezeli za-
chodzi réwnosé¢ T = T, to méwimy, ze T' jest operatorem samosprzezonym lub
hermitowskim. Operator T', dla ktérego T*T = T'T™*, tzn. operator komutujacy
ze swollm sprzezonym, nosi nazwe operatora normalnego.

7.21. PRZYKLADY.

1. Operator S* sprzezony do operatora przesuniecia S na (?

S(xy,x0,23,...) = (0,21, 22,...)

ma postac
S*(x1, w2, 23, ...) = (x2, 23,4, .. .),
bo
o0
(Sa,y) = anTng1 = (x, S*y).
n=1

2. Dla operatora Volterry Va(t) = fot:zj(s) ds na przestrzeni L?(0,1) otrzy-
mujemy

Va(l) = /tlx(s)ds,

(Va, y) // y(t) ds dt = // y(t)dtds = (x, V*y).

3. Jezeli A jest operatorem liniowym na C", o macierzy {a; ;}7
rator sprzezony A* ma macierz {a;;}"

bo

ij=1> to ope-

i j=1> transponowang sprzezona.

7.22. TWIERDZENIE. Operacja T — T* ma nastepujgce wlasnosci:

1. (T+5) =1T*+ 5",

2. (\NT)* = \T*,

3. T =T,

4. (ST)* =T*5*,

5. 170 = 171

6. |77 = 7|12,

7. jesli T~ istnieje, to istnieje tez (T*)~1 ¢ (T*)~t = (T'~1)*.
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7.23. TWIERDZENIE. Norma operatora hermitowskiego wyraza sq wzorem

17N = sup KTz, z)l.
ol

Dowéd: Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy ||T|| = 1. Istotnie, dla T =
0 twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe, a gdy T # 0, to ktadac S = ﬁT

otrzymamy

1= sup ‘ (Sx, x ‘ —— sup ‘<T$, :1;>‘,
Joll<t ”T” Joll<t
a stad
IT|| = sup ‘ (Tx, x ‘
ll=]l<1
Zalézmy wiec, ze ||T|| =1 1 oznaczmy SUPa<1 ‘<T$ x ‘ = a. Mamy pokazac, ze

a = 1. 7 nieréwnosci Schwarza wynika, ze
2
(T, «)| < | Tall ||l < [l
zatem a < 1. Ustalmy € H 1 oznaczmy y =z 4+ Tx, z = v — Tx. Wtedy

(Ty, y) = (Tx, x) + (T?z, 2} + (Tx, Tx) + (T?%z, Tz),
(Tz, 2) = —(Tx, x) + (T*x, z) + (T, Tx) — (T?z, Tx).

Odejmujac te nieréwnosci stronami i uwzgledniajac, ze (T%z, ) = (Tx, Tx) =
| Tz||?, otrzymujemy

(Ty, y) —(Tz, 2) = 4||T|*
7. drugiej strony ‘<T$, y>‘ < ally|]? oraz ‘<TZ, Z>‘ < allz||?, wiec
4| T))* < [Ty, )| + (T2 )| < alllyl® +1I207) = alle + T |* + [l = Tz]?).
Korzystajac z réwnosci rownolegltoboku 1 tego, ze ¢ < 1 mozemy napisac
A Te* < 2a(flel* + | T2])?) < 2alle|® + 2| T,

czyli
|1 Te]* < a |,

a stad juz tatwo otrzymujemy 1 = [|T'[| = sup, <1 |T7| < a. []
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7.24. TWIERDZENIE.

1. Kazdy operator T' € L(H) ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
T =T+,

gdzie T 1 Ty sq operatorami hermitowskimi.
2. Operator T' jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy Th @ Ty komutujq.

3. Dla operatora normalnego zachodzi rownosé

1T = ll7¢ + 72

Dowod: Jezeli rownosé T' = Ty 4 15 zachodzi, to T* = 11 — i1y, wiec T} =
%(T +T*) 1Ty = %(T — T%), mozna zatem te dwie ostatnie réwnosci przyjac
jako definicje operatorow 17 1 Ty. Punkt 2 wynika z réwnosci T*T — TT* =
20(Ty Ty — ToTy) a punkt 3 z tego, ze || T']|? = |T*T|| oraz T*T = T12 + T22. []

Operatory normalne

Operatory normalne, w szczegolnosci macierze normalne n X n, tworza wazna
klase operatoréw. Zachodzi dla nich twierdzenie spektralne (patrz ?7), ktore dla
macierzy oznacza mozliwos¢ sprowadzenia do postaci diagonalnej, tzn. pozwala
przedstawié macierz A w postaci A = UT'BU, gdzie U jest macierza unitarna a
B macierza diagonalna.

7.25. LEMAT. W L(H) promien spektralny ma wlasnoseci:
Lor(T) <71,
2. r(TF) = r(T)*,
3. r(T*)=r(T).

Dowod: Poniewaz ||Tk"||1/" < ||T"||k/", wiec przy n — oo otrzymujemy r(1T%) <
r(T)*. 7 drugiej strony, gdy n = km +r, 0 < r < k, to ||T"||k/" < M||TF™,
gdzie M = maxggr<k [|T7]], wiee ||Tk||k/" < ||Tkm||1/m MFE/m dlatego r(Tk) <
r(T).

7.26. TWIERDZENIE. Dla operatora normalnego T € L(H) zachodzi rownosé

[T =11Tf*, n=1,2,3,...,

w szezegolnosci r(T) = ||T|.
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Dowod: Mamy
T2 = () T2 = (D)) = |T*T|)° = |||

a dalej przez indukcje dostajemy ||T2n|| = ||T||2n Wynika stad, ze r(T') = ||T|.
Poniewaz T™ jest takze operatorem normalnym, wiec ||T"|| = r(T"), ale z Lematu
wynika, ze t(T") = r(T)" wiec [|[T"|| = ||T||", co konczy dowéd.

7.27. TWIERDZENIE (O CHARAKTERYZACJI OPERATOROW NORMALNYCH).
Operator T € L(H) jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy ||[Tx| = ||T*z|| dla
kazdego x € H.

Dowéd: Niech T'€ L(H) i niech S =TT* —T*T. Wtedy dla dowolnego = € H

(Sz,2) =TT 2 —T"Tx, z) =TTz, ) — (T"Tx, )
= (T*2, T*e) = (Tx, Ta) = | T*||* — || T|.

Jezeli T jest operatorem normalnym, to S = 0, a zatem réwnosc ||T*z|| = ||T||
zachodzi dla kazdego x € H.
7 drugiej strony wiemy, ze ta réwno$é¢ pociaga (Sw, ) = 0 dla wszystkich

x € H. Poniewaz S jest operatorem hermitowskim, to

151 = sup [(Sz, z)] =0,
el <1

ceyli T*T =TT*. []

7.28. TWIERDZENIE. Niech T bedzie operatorem normalnym w L(H). Operator
odwrotny T~ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

inf ||Tz|| > 0.
[|=[|=1

Dowod: Oznaczmy
inf ||Tz|| = e
[|=[|=1

Jezeli operator odwrotny T~! istnieje, to dla dowolnego = € H mamy

lzll = 1T~ (Ta)| < IT~H Tl

a stad
1Tl = (1T~
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Zalézmy teraz, ze ¢ > 0. Latwo pokazuje sie, ze dla dowolnego = zachodzi nie-
rownosce .

ol < LTl
wynika stad, ze T' jest operatorem réznowartosciowym, gdyz réwnos¢ Tz = Txo
pociaga ||x1 — a2 < % |Tx1 — Taal| =0, czyli 1 = x2.

Aby dowieéé, ze T~ istnieje, nalezy jeszcze pokazaé, ze T(H) = H. Spelnione
wtedy beda zalozenia twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym.

Pokazemy najpierw, ze T(H) jest domknieta podprzestrzenia liniowa w H.
Niech y € T(H). Istnieje taki ciag {xn}, ze Txyp — y. ciag {Txy,} jest ciagiem
Cauchy’ego w H, a z tego, ze ||an — x| < %HTJ}n — Tapl|, n,m =1,2,3,...
wynika, ze takze {z,} jest ciagiem Cauchy’ego w H. Oznaczmy lim, 5o 25 = .

Wtedy

[Tz —y|| = lim [T, —y|| =0,
n—oo

w rezultacie y € T(H).

Teraz dowod sprowadza sie do pokazania, ze T(H)J‘ = {0}. Wezmy y €
T(H)J‘. Wtedy
(v, T*y) = (Tx,y) =0

dla kazdego = € H. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy T*y = 0. 7 zalozenia
operator T' jest normalny, zatem ||T*y|| = ||Ty||, co daje

1
0= [IT"yll = [Tyl = [yl

czyliy=0. []
Forma kwadratowa operatora

DEFINICIA. Niech T' € L(H). Funkcje fr: H — C postaci
fr(z) = (Tz, )

nazywamy forma kwadratowa operatora 7'

7.29. TWIERDZENIE. Niech T bedzie operatorem w zespolonej przestrzeni Hil-
berta H a fr jego formq kwadratowq. Wtedy:

a. fr jednoznacznie wyznacza T'.

b. fr jest funkcjq rzeczywistq wtedy i tylko wtedy, gdy T jest operatorem

hermitowskim.

c. Jezeli oznaczymy || fr| = sup|.<1 ‘fT(l‘)‘, to

Izl < TN < 211l
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Dowdd: 7 rownosci rownolegtoboku mamy
1 . . . .
(7.39) (T, y) = I [fT(l' +y)— frle —y)+ifrlz+iy) — o fr(x — zy)].

wynika stad, ze jezeli fr, = fr,, to (Thz, y) = (The, y) dla wszystkich z,y € H, a
wiec 11 = Ty . Zauwazmy, ze T jest operatorem hermitowskim wtedy i tylko wtedy,
gdy fr jest funkcja rzeczywista. Poniewaz fr(x) < [|fr|||z]|* dla dowolnego
wektora @ € H, wiec z (7.39) wynika, ze

1 . .
(T, y)| < 7 Ll (le +yll> + lz — ylI* + o+ iyl)* + ||z — y]]%)
< |12l (el + [lyll?),
wiec
1T = sup. (T, y)| <21 frl.
llvll<1

Nieréwnosé || fr|| < ||T|| jest oczywista. [ ]

UWAGA. W rzeczywistej przestrzeni Hilberta zadna z wlasnosci a, b, ¢ nie zacho-

dzi. Kontrprzykladem na kazda z nich jest operator T = (_01 é) w R?. Mamy
tu fr =0.

UWAGA. Dla dowolnego operatora T' na przestrzeni Hilberta zbior
(T, w) || <1}

jest domkniety i wypukly (Twierdzenie Toeplitza-Hausdorffa, patrz [H])



Operatory dodatnie 123

Operatory dodatnie

Operator T' € L(H) nazywamy dodatnim i piszemy T > 0, jezeli jest hermi-
towski oraz (T'x, x) > 0 dla wszystkich @ € H

7.30. TWIERDZENIE. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta. Wtedy
1. T*T jest operatorem dodatnim dla dowolnego T € L(H).

2. W zespolonej przestrzeni Hilberta warunek (T'x, x) > 0 dla wszystkich x €
H pocigga hermitowskosé operatora T .

3. Jezeli T >0, to (I+T)~" istnieje ¢ ||(I+T)7 < 1.
Dowdd: ad 3. Mamy
17+ Thall* = floll* + T2 ]|* + 2(Tw, @) > |||,

wiec spelnione sa zalozenia twierdzenia o istnieniu operatora odwrotnego dla ope-
ratora normalnego 7.28. Otrzymana nierownosc pociaga takze nieréwnosé H([ +

<1 [

DEFINICJA. Dla operatoréw S, T € L(H) zapis S < T, lub T > S oznacza, ze
T — S jest operatorem dodatnim.

7.31. ZADANIE. Niech A, B, C beda operatorami na przestrzeni Hilberta H.
Pokazac, ze:

1. A< BAB<K<A=A=8B.

AL BABLC=ALC.

A <A NB < By= A1+ B < Ay + By
A<LBAXNZ0= MDA < AB.

AL B=-A>-8B.

b A

7.32. PRZYKLAD. Niech T bedzie operatorem hermitowskim. Wtedy
ml<T<MI,

gdzie m = ”iﬁlf (Tx, ), M = sup (Tx, x). Ponadto
=1 [[z]|=1

17 = max {[ml], [M]}.

DEFINICJA. Liczby m, M nazywamy odpowiednio kresem dolnym oraz kre-
sem gornym operatora T'.
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7.33. TWIERDZENIE. Jezeli m > 0 oraz mI < T < M I, to operator odwrotny
T istnieje i spelnia nieréwnosci

1 -1
M[gT < =1

1
m
Dowdd: 7 zalozenia T'=m 1 4+ A, gdzie A > 0, zatem

IT|? = m? 2] + || Az|* + 2m(Ax, ) = m?|«|]*.

7 twierdzenia o operatorze odwrotnym do operatora normalnego 7.28 wnosimy, ze
operator T~1 istniejei [|T7Y| < % Wiec (T e, z) < [|T7Y|||z||?, a to oznacza,
ze
T LT
m

Jesli oznaczymy m’ = inf||x||:1<T_1:1;, zy, to (T~ e, z) = (y, Ty) > 0 dla = =
Ty, wiec rozumujac jak poprzednio dla T otrzymamy M = ||T| < %, czyli
m' > %, a stad

1 —1
M[gT . [

7.34. TWIERDZENIE (UOGOLNIONA NIEROWNOSC SCHWARZA). Dla operatora
dodatniego T w L(H) 1 dowolnych x,y € H zachodzi nieréwnosé

(T, )| < (T, 2)(Ty, y).

Dowéd: Funkcja ((x, y)) = (tx, y) ma wszystkie wlasnosci iloczynu skalarnego, z
wyjatkiem by¢ moze ((z, y)) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0. Dla tej funkeji
mozna powtérzyé standartowy dowéd nieréwnoéci Schwarza. | |

7.35. WNIOSKI.
1. Jezeli S >0, to dla kazdego © € H

1S ||* < IS {Se, «).
2. Jezeli S >0, to rownosé (Sxo, x0) = 0 pocigga Sxg = 0.
Dowdd: 7 uogélnionej nieréwnosci Schwarza dostajemy
82! = [(Se, So)f < (Sw, 2)(S(S2), S2) < (Se, )] [Sall

a stad zadana nieréwnosé. [ ]
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Ciagi monotoniczne operatorow

DEFINICIA. Ciag {T,} operatoréw hermitowskich na przestrzeni Hilberta nazy-
wamy monotonicznym, jezeli 71 <To < T3 < ... lub 11 > To > T3> ....

7.36. TWIERDZENIE (O CIAGACH MONOTONICZNYCH). Kazdy monotoniczny i
ograniczony ciqg operatorow hermitowskich jest mocno zbieziny, tzn. istnieje taki
operator T € L(H), Ze
lim ||The —Tx|| =0
n—oo

dla kazdego v € H.

Dowdd: Wystarczy pokazac, ze dla kazdego x € H istnieje granica limy o0 Th,
gdyz rownos¢ Tx = limy_yoo The, © € H okresla na przestrzeni H operator
liniowy i ograniczony.

Dla ustalonego © € H ciag {(tnx, x)} jest monotonicznym i ograniczonym
ciagiem liczb rzeczywistych, jest wiec zbiezny. Pokazemy, ze pociaga to zbieznosé
ciagu {Thz}. Dla dowolnych wskaznikow m, n mamy

[Tne — Topz|| = (T = Tin )| = [(Ton = To)]-

Poniewaz przynajmniej jeden z operatorow T, — T, T, — 1), jest dodatni, po-
wiedzmy Ty, — T}, , zatem z wniosku 7.35.1 otrzymujemy

[Tz — Tl = (T — Tl < [T — Toll (T — T}, 2)
< 2M<<Tn:1;, z) — (T, :1;>>,

gdzie M = supysq || Tk||-

Wiemy juz, ze ciag {(Thx, x)} jest zbiezny, jest wiec ciagiem Cauchy’ego a
to, na mocy dopiero co udowodnionej nieréwnosci oznacza, ze {Tpx} jest ciagiem
Cauchy’ego w H, jest zatem zbiezny. [ ]

7.37. TWIERDZENIE (O PIERWIASTKU KWADRATOWYM). Dla dowolnego ope-
ratora dodatniego T istnieje, i to dokladnie jeden, taki operator dodatni S, ze
S? =T. Operator ten komutuje z kaidym operatorem komutujgcym z T .

Dowdd: Idea dowodu jest ukryta w nastepujacym prostym twierdzeniu z analizy:
dla dowolnej liczby a € [0,1] ciag rekurencyjny

ag =0, an_H:%(ai—l—l—a), n=20,1,2,...
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jest monotonicznie rosnacy i zbiezny do 1 — \/a. Zastosujemy to twierdzenie do
operatora T', o ktérym bez ograniczenia ogolnosci mozemy zatozyc, ze 0 < T < 1.
Utwoérzmy rekurencyjny ciag operatorow

So =0, Sn+1:%(S§+I—T), n=0,1,2,....

Wtedy 0 < 51 < 52 < ... < [, a wiec z twierdzenia o ciagach monotonicznych
7.36 ciag ten jest mocno zbiezny w L(H) do pewnego operatora dodatniego B.
Poniewaz 0 < B < I, wiec operator S = [ — B jest dodatni. Przechodzac do
granicy w réwnosci

1
Spt1T = 5(53; +1—T)a,
prawdziwe] dla kazdego x € H, otrzymamy
B = 3(B*+1-T)z,
czyli
Tz = (I — B)’z = 5%z,
astad T = 52,

Dowdd bedzie zakonczony, jezeli pokazemy, ze S jest jedynym operatorem
dodatnim o wlasnosci S? = T. Jezeli dany jest operator S’ > 0, S = T, to
S'T =SB = T8, tan. S jest przemienny z T. Latwo pokazujemy, ze wtedy
S'Sy = SpS' dla n = 1,2,3,... 1 w konsekwencji, ze S'B = BS’. Mamy wiec

S!S = 88" aréwnosé S' = S wynika z ponizszego lematu. | |

7.38. LEMAT. Jezeli operatory dodatnie S, T komutujq, to réwnosé S* = T?

pocigga rownosé S =T
Dowéd: Niech x € Hiy=(5S—1T)x. Wtedy

0= ((S* =Tz, y) ={(S+T)y, y) = (Sy, y) + (T'y, y).

Poniewaz S 1 T sa operatorami dodatnimi, wiec z wniosku 7.35.2 otrzymujemy
Sy =Ty =0, a w konsekwencji

|z — Tx|| = (Sy — Ty, ) = 0. []

DEFINICJA. Operator S z twierdzenia 7.36 nazywamy pierwiastkiem kwadra-
towym z operatora T' 1 oznaczamy T2,

7.39. WNIOSEK. Operator T jest dodatni wtedy ¢ tylko wtedy, gdy jest postaci
T=5S. []
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DEFINICIA. Operator U € L(H) nazywamy izometria, jezeli |[Uz| = ||z| dla
kazdego = € H. Jest to rownowazne réwnosci U*U = [. Operator U jest cze-
Sciowq izometriq, jezeli H = Ho & Hi, oraz Uly, =01 Uly, jest izometria.

7.40. TWIERDZENIE O ROZKLADZIE BIEGUNOWYM. Kazdy operator T € L(H)
mozna jednoznacznie przedstawic¢ w postaci

T=US,
gdzie S jest operatorem dodatnim a U czesciowq izometrig na H.
Dowod: Dla operatora S = (T*T)l/2 1 v € H mamy
(7.40) |Sz||* = (S%x, &) = (T*Tx, x) = (Tx, Tx) = ||Tz|>

Oznaczmy Hy = S(H); jest to podprzestrzen liniowa w H, cho¢ moze nie by¢
domknieta. Dla y € H; istnieje taki wektor € H,ze y = Sx. Potézmy Uy = T'x.
Wektor Uy jest dobrze okreslony, bo jesli Sxq = Sag, tzn. S(x; — x2) =0, to z
(7.40) takze Tay = Txg. 7 (7.40) wynika takze, ze U jest izometria liniowa na
H1, zatem przedhiza sie jednoznacznie do izometrii na Hj. Kladac Uz = 0 dla
r € Ho = Hf‘ otrzymamy czeéciowa izometrie spetniajaca réwnosé¢ T'= US. [ ]

Widmo operatora, wartosci wlasne

Liczbe zespolona A nazywamy wartoscia wlasna operatora T € L(X) jezeli
dla pewnego xg € X, xg # 0, zachodzi

Txzog= Xxzg.

Zbiér op(T) wszystkich wartosci wlasnych operatora 7' nazywamy widmem
punktowym lub spektrum punktowym operatora 7.

Niech X € 0,(T"). Wektor @ € X spelniajacy réwnos¢ Te = Aa nazywamy
wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Zbiér wszystkich ta-
kich wektoréw tworzy domknieta podprzestrzen liniowa w X, zwana podprze-
strzenia wlasng operatora 7 .

7.41. PRZYKLAD. Na przestrzeni /% rozpatrzmy operator przesuniecia S postaci

S(xy,x0,3,...) = (v2, 3, 24, . ..).

Jesli liczba A € C jest wartoscia wlasna operatora S, a « = (x1,22,23,...)
odpowiadajacym jej, niezerowym wektorem wtasnym, to

(7.41) Tpy1 = Az, k=1,2,3,..., oraz x1#0.
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Gdy |A] < 1, todla = = (1,A,A%,...) mamy Sz = Az, wiec A € 0,(5). Jezeli
|A| > 1, to warunek (7.41) nie moze by¢ spetniony dla zadnego wektora x € (2.
Dlatego 0,(5) = {2 € C: |z| < 1}. Dla operatora sprzezonego 5*

S*(x1, w2, 23,...) = (0,21, 22,...)
0.

otrzymujemy o,(.5")

7.42. TWIERDZENIE. Niech T bedzie operatorem hermitowskim na przestrzeni
Hilberta H. Wtedy:

a. Wartosci wlasne operatora T sq liczbami rzeczywistymi.

b. Podprzestrzenie wlasne odpowiadajgce réznym wartosciom wtasnym sq or-
togonalne.

c. Wosrodkowej przestrzeni Hilberta zbior op,(T') jest co najwyzej przeliczalny.

UWAGA. 7 przyktadu 7.41 widaé, ze zadna z wlasnosci a, b, ¢ nie przystuguje
wszystkim ograniczonym operatorom na przestrzeni Hilberta.

DEFINICJIA. Niech T' bedzie ograniczonym operatorem na przestrzeni Banacha
X. Widmem lub spektrum o(7') operatora T nazywamy zbiér

o(T)={Ne C: (A —T)7! nie istnieje}.
Zauwazmy, ze o,(T) C o(T).

7.43. TWIERDZENIE. Niech T € L(H). Wtedy:
o(T) jest podzbiorem domknietym plaszczyzny.
o(AT)=Xo(T).

o(T*)=0o(T).
sup{|A|: A € a(T)} < r(T).

a0 T

Dowéd: Domknietosé o(T') wynika wprost z otwartoéci zbioru elementéw odwra-

calnych przestrzeni £(H) a réwnoéé zbioréw o(T*) i o(T) z tozsamosci
(N —T)1 " = (N1 —T*)7L

Jezeli A > r(T), to szereg

(0.0] Tn

jest bezwzglednie zbiezny w L(H), jego suma to operator odwrotny do operatora

M —T,zatem X\ ¢ o(T). []
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UWAGA. Pokazemy potem ??, ze o(T') jest zbiorem niepustym oraz, ze w d za-
chodzi réwnosé. To tlumaczy nazwe ,promien spektralny” dla liczby »(T).

7.44. PRZYKLADY.
1. Dla operatora S z poprzedniego przykladu mamy

o(S)=0(5")={z€C:|z| < 1}.
Istotnie, operator S jest kontrakcja, wiec r(S) < ||5]| < 1, co oznacza, ze
o(S) C {z € C:: |z| < 1}. Zawieranie D wynika z o(5) D 0,(5) = {7 €
C:|z| < 1} i domknietosci o(.5).
2. Niech operator 1' € /J(LZ(O, 1)) bedzie okreslony wzorem

Tz(t)= f(t)x(t), te€(0,1),

gdzie f jest ograniczona funkcja mierzalna na (0,1). Liczba A jest warto-
Scia wlasna operatora T wtedy i tylko wtedy, gdy réwnosé¢ f(t) = A za-
chodzi na zbiorze miary dodatniej. Liczba A lezy w spektrum operatora T'
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ > 0 zbioér {t € (0,1) : ‘f(t)—)\‘ <e}
jest miary dodatniej. W szczegdlnosci dla funkeji f ciaglej otrzymujemy

o(T) = f((0,1)).
7.45. TWIERDZENIE. JeZeli T' jest operatorem normalnym w L(H), to

o(T) C{(Tw, z) : ||| = 1}.

Wynika stqd, ze widmo operatora hermitowskiego jest podzbiorem prostej rzeczy-
wistej a widmo operatora dodatniego podzbiorem polprostej [0,00).

Dowéd: Jezeli A ¢ {(Tx, ) : ||z|| =1}, to

0< ”iﬁlil (AT =Tz, )| < ”iﬁlil (A1 =1,

a wiec operator A [ — T' jest odwracalny na mocy twierdzenia 7.28 o istnieniu

operatora odwrotnego dla operatora normalnego. [ |

Rezolwenta operatora

Dla operatora ograniczonego T' na przestrzeni Banacha X oznaczmy przez
p(T') dopetnienie widma o(T') operatora T'. Jest to otwarty podzbiér ptaszczyzny
zespolonej a dla kazdego A € p(T') istnieje operator

RONT) =T =T) 1,

zwany rezolwenta operatora T'.
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7.46. LEMAT (ROWNANIE HILBERTA). Niech T € L(X). Jesli \,u € p(T), to
R()‘v T) - R(/“Lv T) = (/“L - )‘) R()‘v T) R(/“Lv T)

Dowéd: Operatory R(A,T) i R(p,T) komutuja, wiec

()‘ I — T) R()‘v T) R(M? T) = R(M? T),
(ul—T)RNT)R(u,T) = RO\ T).

Po odjeciu tych réwnoéci stronami otrzymamy postulowane réwnanie. | |

7.47. LEMAT. Niech T € L(X). Dla dowolnych x € X, «* € X* funkcja
A— a” (R()\, T):L')

jest holomorficzna na p(T).

Dowéd: Pokazalismy jez wezesnie] (patrz ?7), ze funkcja A — R(X,T') jest ciagla.
7 lematu 7.46 mamy wiec
a* (R()\, T):L') —a* <R(M, T):L')

I = lim 2*( — RO\ T)R(u, T
lim - limy 2™ ( — B(A, T) B(u, T)e)

= —z" <R()\,T)2$>.

Oznacza to, ze funkcja A — z* (R(A,T)) ma pochodna w kazdym punkcie A €

p(T). [

7.48. TWIERDZENIE. W zespolonej przestrzeni Banacha X widmo dowolnego
operatora ograniczonego jest zbiorem niepustym.

Dowdéd: Jezeli || > ||T||, to R(A,T) = >

AL .
——, wiec
17

n

— 7" 1
RO T < 2_:0 DEE - A =T

Wynika stad, ze lin)y -0 HR()\, T)H = 0. Zalézmy niewprost, ze o(T') jest zbiorem
pustym. Wtedy dla kazdych + € X 1 2* € X* funkcja A — 2* (R()\,T):L') jest
catkowita (holomorficzna na calej plaszczyznie zespolonej) i dazy do zera przy
|A| = oo. Jest wiec ograniczona. 7 twierdzenia Liouville’a wynika, ze jest funkcja
stata, musi wiec by¢ funkcja tozsamos$ciowo réwna zeru. Poniewaz dla kazdych
2 e X* i ax e X mamy x*(R(A,T):z;) = 0, wiec R(A\,T) = 0, co przeczy
odwracalnosci operatora R(A,T). []
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7.49. TWIERDZENIE (O PROMIENIU SPEKTRALNYM). Niech T bedzie ograniczo-
nym operatorem na zespolonej przestrzeni Banacha X 1 niech

r(T) = lim || T7||"/"

n—oo

oznacza jego promien spekiralny, wtedy

r(T) = \max AL,

tzn. r(T) jest promieniem najmniejszego kola domknietego w C zawierajgcego

zbior o(T).
Dowdd: Niech A oznacza zbior
A={zeC:leo(T)}

i niech ro = dist(0, A). Ustalmy dowolnie ¢ > 0 i wybierzmy 0 < r1 < 19 < 72
tak, aby % — % < e. 7 okreSlenia rg wynika istnienie takiej liczby Ao € o(T'),

ze ﬁ <ro.Dlaz e X ia* € X* niech [ bedzie funkcja okreslona na C\ A

wzorem
f(2) ::1;*<R(%,T):1;>, z #0,

oraz f(0) = 0. Poniewaz lim,_0 f(2) = 0 = f(0), wiec funkcja f jest holomor-

ficzna w C\ A. Oznacza to, ze mozna ja przedstawi¢ w postaci szeregu potegowego

flz) = Z an 2",
n=1

ktorego promien zbieznosci wynosi rg. Wynika stad w szczegélnosci, ze gdy |z] =
r1, to szereg ten jest zbiezny, wiec

sup |an|r] < oo.
nzl

(0.0]
Zauwazmy, ze gdy |z| < ﬁ, to R(%,T) = S T wiec

n=0
an =" (T"z).
Mamy zatem

sup ‘x*(r?T"m)‘ < oo dla kazdych =z € X, 2" € X*.
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7 twierdzenia Banacha-Steinchausa wynika, ze

sup ||r{T"z|| < oo,
n

a dalej, ze
sup ||r7T"]| < o0
n

co oznacza, ze r1 (1) < 1 Mozemy zatem napisac

r(T)<i<i—|—5< | Aol +¢.
T2

1

Wida¢ stad, ze poza kolem o promieniu r(7') — ¢ mozna wskaza¢ punkt z widma
o(T). To dowodzi tezy twierdzenia. [ |

Operatory unitarne

Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi. Operator T € L(X,Y)
nazywamy izometria, gdy
[T]| = ||

dla wszystkich = € X.

7.50. TWIERDZENIE. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta. Dla operatora T €
L(H) nastepujgce warunki sq rownowazne:

i. T jest izometriq,
i, (T, Ty) = (v, y), v,y € H,
m. 77 =1.
Jezeli T jest izometrig, to T(H) jest domknigta podprzestrzenig w H. []
7.51. PRZYKLADY.

1. Na przestrzeni ¢? operator przesuniecia
S(xy,x0,23,...) = (0,21, 22,...)
jest izometria. Operator sprzezony
S*(x1, w9, 23,...) = (v2, 23,24, ...)

juz izometria nie jest.
2. Jezeli f jest funkcja ciagla, odwzorowujaca przedzial [0,1] na [0,1], to
operator T', okreslony na przestrzeni C[0, 1] wzorem

(7.42) Ta(t) = 2 (f(1)).

jest 1zometria.
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7.52. ZADANIE. Czy kazda izometria przestrzeni C[0, 1] ma postac (7.42)7

DEFINICJA. Operator U € L(H) nazywamy operatorem unitarnym, gdy jest
izometrycznym izomorfizmem H na H.

7.53. TWIERDZENIE. Dla operatora U € L(H) nastepujoce warunki sq rowno-
wazne:

i. U jest unitarny,
1. U i U* sq izometriamd,

iii. U~ '=U*, teon. U'U=UU*=1. []

UWAGA. Operator unitarny na przestrzeni Hilberta przeprowadza uktady orto-
normalne wektorow na uktady ortonormalne. Dla dowolnych ukladéw ortonormal-
nych zupelych {eq}taca i {fataca istnieje doktadnie jeden operator unitarny U
o tej wlasnosci, ze Ueq = fq, a € A.

7.54. PrRZYKLAD. Niech f € C(R). Operator T € /J(LZ(R)) okreslony wzorem

jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy |f(¢)] = 1.

7.55. TWIERDZENIE (VON NEUMANN). Niech T bedzie operatorem hermitow-
skim w L(H) i niech
Up = (T —iI)(T +4i1)~%
Wtedy:
a. Up jest operatorem unitarnym,
b. operator (I — Up)~! istnieje,
c. zachodzi wzor

T=i(I+Up)(I—-Up)™.
Operator Ur nazywamy transformata Kelley’a operatora T'.

Dowéd: Zauwazmy, ze Ul = (T + il)(T —iI)~!. Poniewaz operatory T + il i
T — I komutuja, wiec
UrUp = UpUf =1,

co dowodzi a. Punkt b wynika z rownosci

[—Up=[(T+il)= (T —iD](T+i)™ =2 (T +iI)7",
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zas € 7z rownosci
i1+ Un)(I—Up)™ =i (T +iD) [ S(T+iD] =T, []

7.56. ZADANIE. Czy kazdy operator unitarny jest transformata Kelley’a pew-
nego operatora hermitowskiego?

Projektory

Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Operator P € £(X) nazywamy pro-
jektorem lub rzutem, gdy P? = P.

7.57. TWIERDZENIE. JeZeli P jest projektorem w L(X), to istnieje jednozna-
czny rozktad przestrzeni X

X=X1 3 X

na topologiczng sume prostq dwoch podprzestrzeni domknietych X1 i Xo, przy
czym Pr = dla x € X1 oraz Px =0 dla v € X3.

Dowdd: Oznaczmy
X1 ={x € X: Pz =z}, Xo={x € X: Pz =0}

Poniewaz X1 = ker(I — P), Xy = ker P, oba zbiory Xi, X sa domknietymi
podprzestrzeniami liniowymi w X . Oczywiscie X7 N Xy = {0}.

Dla dowolnego wektora = € X polézmy x1 = Pz, 22 = * — Px. Wtedy
x1 € X1, 2 € Xy. Istotnie,

P:1;1:P2:1;:P:1;::1;1,
Pl’z:P(J}—PJ}):PJ}—PZJ}:PJ}—PJ}ZO.

Ponadso flz1]| < 1P| el ezl < 17 — Pl . @ poniewai = = =i + 25
przedstawienie to jest jednoznaczne (bo X7 N Xz = {0}), mamy X = X7 & Xo.

[]

UWAGA. O projektorze P mowimy, ze jest rzutem na podprzestrzen X; wzdluz
podprzestrzeni X, .

7.58. WNIOSEK. Na to, by przestrzen Banacha byla topologiczng sumgq prostaq
podprzestrzent X;, 1 = 1,2,3,...,n, potrzeba 1 wystarcza, aby w przestrzeni X
istnialy takie projektory P;, ze PP =0, gdy1# j, I =PI+ P+ P +...+F,
oraz Pi(X)=X; dla 1 =1,2,3,...,n. []
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DEFINICJA. Projektor P na przestrzeni Hilberta nazywamy projektorem orto-
gonalnym lub rzutem ortogonalnym, jezeli odpowiadajace mu podprzestrze-
nie X1, X2 z poprzedniego twierdzenia sa ortogonalne.

7.59. TWIERDZENIE. Dla rzutu P na przestrzeni Hilberta nastepujgce warunki
sq réwnowazne:

1. P jest projektorem ortogonalnym,
. P* =P,
iii. ||P|| <1, tzn. P jest kontrakejq.
Dowdd: 1=-ii. Zalézmy, ze P jest projektorem ortogonalnym w H. Dla =,y € H

oznaczmy x1 = Px, 9 = x — Px, y1 = Py, y2 = y — Py. 7 zalozenia x1 L yo
oraz xg 1 yi, a wiec

(z1, y) = (21, y1) + (21, Y2) = (21, Y1),

<$, y1> = <$1, y1> + <$2, y1> = <$1, y1>‘

Widzimy zatem, ze

(Px,y) = (Pz, Py) = (x, Py)

dla dowolnych x,y € H, czyli P* = P.
ii=-iii. Dla dowolnego = € ‘H mamy

|Pal* = (Pa, Pa) = (P Pa 2) = (PP, 2)
= (Pux, x),
co z nieréwnoéci Schwarza daje ||Pz||? < ||Px||||z]|, i w rezultacie

[Pl < =[]

iii=i. Niech H1 ={x € H: Pz =x}, Ho = {x € H: Px = 0}. Mamy poka-
zal, ze Hi L Ho tzn., ze dla dowolnych a1 € Hy, x2 € Ha zachodzi (a1, x2) = 0.
Jest tak, gdy zo = 0. Jezeli x5 # 0, to dla wektora x = 21 — A xy otrzymamy

Px = Pxy — XA Pxy = aq,

zatem
[z1]] = | Pzl| <[P [|l=]] < []=]l,

co oznacza, ze Nierownosé

0 < [J]]* = [le1]l® = =Xa1, 2) = Maw, 22) + M|z



136 VII. OPERATORY LINIOWE

(x1, z2)

jest spelniona dla dowolnej liczby A. Po podstawieniu A = ool
T2

otrzymamy

— (a1, $2>\2

>0
[

a stad (z1, 22) =0. []

7.60. PRZYKLAD. W przestrzeni R? rozpatrzmy rzut P na prosta X7 wzdhiz
prostej Xa, tworzacych ze soba kat «. Jezeli wybierzemy wektor x tak jak na
rysunku, to

[Pl = o=zl = =]

Réwnosé zachodzi doktadnie, gdy o =

TR ]

7.61. TWIERDZENIE. Dla kazdej domknietej podprzestrzeni liniowej Hy C H ist-
nieje dokladnie jeden rzut ortogonalny P na Hy. Jezeli x € H, to Pz realizuje
minimum odleglosci wektoréw z podprzestrzeni Hy od x.

Dowod: Niech x1 bedzie dowolnym wektorem w H;. Wtedy
le = @1f* = |le = Pe + Pe —a1|* = |l — Pe|® + [|Pe — a1|]%,

bo wektory * — Pz i Px — x1 sa do siebie ortogonalne. Wyrazenie po prawej
stronie réwnosci przyjmuje najmniejsza wartosé, gdy ||Pax — x1|| = 0, tzn. gdy

r1 = Pr. []

Operatory zwarte

Niech X i Y beda przestrzeniami Banacha oraz K = {@ € X : [jz]| < 1}
kula jednostkowa w przestrzeni X. Operator T € L(X,Y) nazywamy zwartym,
jezeli obraz T(K') kuli K jest zbiorem warunkowo zwartym w Y . Zauwazmy, ze
operator T' jest zwarty wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego ograniczonego ciagu
{zn} w X, ciag {T'z,} zawiera podciag zbiezny.

7.62. PRZYKLAD. Z twierdzenia Arzeli 7?7 wynika, ze operator identycznoSciowy
z przestrzeni C''[a,b] w przestrzen C[a,b] jest zwarty.
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7.63. TWIERDZENIE. Operator zwarty T € L(X,Y) przeprowadza ciqgi stabo
zbiezne w ciggi mocno zbiezne. Jezeli X jest przestrzeniq refleksywng, to praw-
dziwe jest tez twierdzenie odwrotne.

Dowdd: Zalézmy, ze {x,} jest ciagiem w X, slabo zbieznym do z. 7 ciagto-
Sci operatora T wynika, ze ciag {T'x,} jest wtedy stabo zbiezny w Y do Tz.
Pokazemy, ze dla kazdego ¢ > 0 zbidr

{neN:|Tz,—Tz| > ¢}

jest skonczony. Gdyby zbidr ten byl nieskonczony, to na mocy ograniczonosci ciagu
{zn} 1 zwartosci operatora T', moglibysmy z ciagu {T'z,} wybraé taki podciag
{T'xy, }, ktory bylby mocno zbiezny do pewnego wektora y i jednoczesnie spelniat
nieréwnoé¢ ||1T'xy, —1T'x|| > ¢. Poniewaz zbieznoé¢ mocna pociaga zbieznos¢ staba,
otrzymalibysmy y = T'x, a to przeciez jest niemozliwe.

W przestrzeni refleksywnej z kazdego ciagu ograniczonego mozna wybrac pod-
ciag stabo zbiezny (patrz 4.44). []

7.64. WNIOSEK. Kazdy ograniczony operator liniowy z przestrzeni (P, 1 < p <
oo, do przestrzeni 1 jest zwarty.

Dowéd: Twierdzenie Schura 4.38 méwi, ze w przestrzeni (! pojecia stabej zbiez-
nosci ciagdéw 1 mocnej zbieznosci pokrywaja sie. Teza wynika wiec z drugiej czesci
poprzedniego twierdzenia. | |

UwacGA. W skonczenie wymiarowe] przestrzeni unormowanej kazdy zbiér ograni-
czony jest warunkowo zwarty. Wynika stad, ze jezeli T € L(X,Y) jest operatorem
skonczenie wymiarowym, tzn. dim7'(X) < oo, to jest zwarty.

7.65. ZADANIE. Wykazaé, ze operator T' € L(X,Y") jest skohiczenie wymiarowy
wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego n istnieja takie elementy x7,23,...,2), W
X* oraz y1,Y2,...,yn W Y, Ze

n

Tx = Zx,ﬁ(m) Y.

k=1

7.66. PRZYKELAD. Niech Ai, A3, A3,... bedzie ograniczonym ciagiem liczb zespo-
lonych. Na przestrzeni ¢ okreslmy operator 7' wzorem

T(x1,x2,23,...) = (A1, Adaxa, Azxs, .. .).

Pokazemy, ze T jest operatorem zwartym wtedy i1 tylko wtedy, gdy A, — 0.
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Zatézmy, ze A\, — 0. Mamy pokaza¢, ze dla kazdego ¢ > 0 dla obrazu T(K)
kuli jednostkowej K istnieje skonczona e-sie¢. Najpierw dobierzmy tak wskaznik
m, aby [A\;] < 5, gdy k& > m a nastepnie w zbiorze {(t1,%2,...,%,0,0,...) :
S [tk]? < 1} wybierzmy skoticzona ﬁ—sieé {z1,29,...,2,}. Wtedy zbidr
{Tx1,Tag,...,Ta,} jest e-siecia dla T(K).

Warunek A, — 0 jest konieczny. Istotnie, wiemy (patrz 4.34), ze ciag {en}
wektoréw bazy standartowej przestrzeni (%, e, = (0,0,...,0,1,0,...) z 1 na
miejscu n-tym, jest stabo zbiezny do zera a ciag Te,, = Az, jest mocno zbiezny
(do zera) tylko wtedy, gdy A, — 0.

UWAGA. Mozna sprawdzi¢, ze wszystkie operatory z powyzszego przyktadu sa
normalne. Pokazemy potem ?7?, ze na przestrzeni Hilberta nie ma innych opera-
toréw zwartych normalnych niz te, opisane w Przyktadzie 7.66.

7.67. TWIERDZENIE. Granica zbieznego ciggu operatorow zwartych jest takze
operatorem zwartym. Operatory zwarte tworzq zatem w L(X,Y) domknietq pod-
przestrzen liniowq.

Dowdd: Zatézmy, ze T1,T5,T5,... sa operatorami zwartymi i ze T, — T w
L(X,Y). Niech K oznacza kule jednostkowa w X. Jezeli |1 — T, < § oraz

3

{y1,92,...,ym} jest S-siecia dla zbioru T,(K'), to jest tez e-siecia dla zbioru

T(K). [] ’

7.68. TWIERDZENIE. Niech T € L(X,Y), S € L(Y,Z). Jezeli przynagmniej
jeden z operatorow T, S jest zwarty, to zwarty jest takze operator ST .

7.69. WNIOSEK. Operator T € L(H) jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy ope-
rator sprzezony T jest zwarty.

Dowdd: Zauwazmy najpierw, ze {T*z,} jest ciagiem Cauchy’ego wtedy i tylko

wtedy, gdy {TT*z,} jest ciagiem Cauchy’ego. Implikacja w jedna strone jest
oczywista a w druga wynika z nieréwnosci

| T* 2y — T*em|* = (TT 2y — TT 2, @p — ) < 2M [|TT 2y — TT* 2.
Zalézmy teraz, ze {x,} jest dowolnym ciagiem ograniczonym w H. Jezeli T' jest
operatorem zwartym, to ciag {1'T*x, } zawiera podciag zbiezny, wiec ciag {T*xz,}

réwniez zawiera podciag zbiezny. | ]

Zobaczymy za chwile, ze prawdziwe jest ogélniejsze twierdzenie.
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DEFINICJA. Dlaoperatora T' € L(X,Y') okreslmy operator T : Y* — X* ktadac
(THy")a = y*(Tx).

Jest jasne, ze T* € L(Y*, X*) 1 ||T*|| = ||T||. Operator ten nosi nazwe operatora
sprzezonego do T'.

Nastepuje tu pewna kolizja oznaczen, operator sprzezony byl juz definiowany
wczednie] dla operatora na przestrzeni Hilberta i byl znéw operatorem na tej
same] przestrzeni. 7Z twierdzenia 4.10 o postaci ciaglych funkcjonaléw liniowych na
przestrzeni Hilberta wynika, ze mozemy utozsamic¢ H i H*, mianowicie wektorowi
y przyporzadkowac¢ funkcjonal z —< z,y >. Nalezy pamietaé jednak, ze nie
jest to operacja liniowa, mnozeniu wektorow przez skalary odpowiada mnozenie
funkcjonatow przez skalary sprzezone. Nalezy wiec stale deklarowac w jakim sensie
T™ jest operatorem sprzezonym to T'. W istocie roznica obu pojec¢ nie jest az tak
istotna. Dla przykladu, jesli T € L({?) jest operatorem mnozenia przez ciag
ograniczony {A,}, to operator sprzezony T* w sensie powyzszej definicji pokrywa
sie z T', a w zwyklym sensie jest operatorem mnozenia przez ciag {\,}.

7.70. TWIERDZENIE (SCHAUDER). Operator T € L(X,Y) jest zwarty wtedy i
tylko wtedy, gdy zwarty jest operator T™.

Dowod: Zalézmy najpierw, ze T' jest operatorem zwartym. Niech K oznacza kule
jednostkowa w przestrzeni X a S domkniecie w Y zbioru T'(K). Jezeli {y}} jest
ciagiem ograniczonym w Y *_ to jego obciecia do S tworza jednakowo ciagla i ogra-
niczona rodzine funkcji na zbiorze zwartym S. 7 twierdzenia Arzeli wynika wiec
istnienie podciagu {y;k} jednostajnie zbieznego na .S, czyli zbieznos¢ podciagu
{T™yp,, tw X~

Jezeli T™ jest operatorem zwartym, to zwarty jest takze operator T** : X** —
Y**. Operator T' jest izometryczny z obcieciem T™* do domknietej podprzestrzeni
7(X) C X** (patrz (4.23)), jest wiec tez zwarty. [ |

7.71. PRZYKLAD. Operator Volterry V € E(C[O, 1])

Va(t) = /Otx(u) du

jest zwarty. Wynika to natychmiast z twierdzenia Arzeli. Zobaczmy, czy jest on
zwarty takze jako operator z LP(0,1) do LP(0,1), 1 < p < 0.
Jezeli 1 < p < 00, to z nieréwnosci Holdera

to o1
‘Vl’(tl) — Vl'(tz)‘ < / ‘:1;(3)‘ ds < [t1 —to| 7 ||z]|p-

5]
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Wynika stad, ze jezeli {x,} jest ciagiem ograniczonym w LP(0,1), to {Va,} jest
ograniczonym ciagiem funkcji jednakowo ciaglych. Istnieje wiec podciag {Vap, }
zbiezny jednostajnie na [0, 1], a wiec zbiezny takze w LP(0,1).

Dla p =1 mamy
1
Vie(t) = / x(s)ds,
t

wiec mozna powolaé sie na twierdzenie Schaudera i doktadnie powtérzy¢ poprzed-
nie rozumowanie dla operatora V* na L*(0,1).

DEFINICIA. Ciag Ty, € £(X,Y) nazywamy mocno zbieznym, gdy dla kazdego
z € X ciag {T,a} jest zbiezny w Y. 7 twierdzenia Banacha-Steinhausa wynika,
ze sup,, [|Th]| < oo. Zatem operator T : X — Y, okre§lony wzorem

Tx = lim Ty, r e X,
n—oo
lezy w L(X,Y). Ponadto dla kazdego ciagu zbieznego v, — @ w X ciag {Thxn}
jest zbiezny do T'x. Mamy bowiem
Ty — Tall < M lJn — 2] + | T — Tt

gdzie M = sup,, ||Ty]|, a oba sktadniki po prawej stronie daza do zeragdy n — oo.

7.72. TWIERDZENIE. Niech X, Y, Z bedq przestrzeniami Banacha. Jezeli ope-
rator S € L(X,Y) jest zwarty a ciqg operatorow Ty, € L(Y, Z) jest mocno zbiezny,
to cigg {T,S} jest zbiezny w normie.

Dowéd: Zalézmy niewprost, ze ||1T,S — TS| > ¢ > 0 dla n = 1,2,3,.... Niech
{zn} bedzie takim ciagiem wektoréw z kuli jednostkowej przestrzeni X, ze

(7.43) | T Sn — T San|| > g

Poniewaz istnieje podciag zbiezny {Sxy, } ciagu {Szy,}, wiec |1y, San, —T Szy, ||
dazy do 0, a to przeczy nieréwnosci (7.43). [ ]

UWAGA. Odpowiednik tego twierdzenia nie zachodzi dla ciagu {S7T,}. Jezeli dla
przyktadu przyjmiemy Tj, = T", gdzie T jest operatorem przesuniecia w (2
T(ty,ta,1s,...) = (ta, 13, t4,.. ")
a S rzutem na pierwsza os
S(ty,ta,t3,...) = (11,0,0,...),

to S jest zwarty a T, — 0 mocno. Poniewaz ||ST,| = 1, wiec {ST,} nie dazy
do zera w normie. Nawet wiecej ||STy, — ST = V2, gdy m # n.
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7.73. WNIOSEK. Jezeli przestrzen Y ma baze topologiczng, to kazdy operator
zwarty T € L(X,Y) jest granicq (w normie) ciqgu operatorow skoriczenie wymia-
rowych.

Dowdd: Jezeli y1,y2,y3, ... jest baza topologiczna w Y, oraz

Pn(Z)‘kyk>:Z)‘kyk7 n:172737"'7
k=1 k=1

to {P,} jest ciagiem projektorow skonczenie wymiarowych, zbieznym mocno do
operatora identycznosciowego na Y, wiec z twierdzenia 7.72 ciag {P,T'} jest
zbiezny w normie do 7. [ ]

UWAGA. Przypomnijmy, ze nie kazda osrodkowa przestrzen Banacha ma baze
topologiczna. Zauwazmy jednak, ze na to, by teza Wniosku 7.73 byta prawdziwa
wystarczy mniej, mianowicie, by istnial ciag operatorow skonczenie wymiarowych
zbiezny mocno do identycznosci. Przestrzen o tej wlasnosci nosi nazwe przestrzeni
Banacha z z wlasnos$cia aproksymacji. Musi ona by¢ osrodkowa, ale nie kazda
przestrzen osrodkowa jest taka.

7.74. WNIOSEK. Operator T w osrodkowej przestrzeni Hilberta jest zwarty wte-
dy i tylko wtedy, gdy jest granicq zbieznego w normie, ciggu operatorow skonczenie
wymiarowych.

7.75. PRZYKLAD. Niech ey,e9,e3,... bedzie baza ortonormalna w przestrzeni
Hilberta H. Jezeli operator T' € L(H) spelnia warunek

o0
Do ITer]? < oo,
k=1

to jest zwarty. Rzeczywiscie, potozmy

n

Tnzz<x,ek>T6k, rE€H, n=1,2.3,...,
k=1

wtedy z nieréwnosci Schwarza dostaniemy

oo 00 1/2
e =Tal < Y- o adlI7al <ol Y Iral?)

k=n+1 k=n+1

astad |1, —T| — 0. []
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Rozklad spektralny operatora zwartego

Przejdziemy teraz do badania wtasnosci spektralnych operatorow zwartych.

7.76. TWIERDZENIE. Niech X, Y bedq przestrzeniami Banacha 1 niech S,T €
L(X,Y). Jezeli T' jest operatorem zwartym a S operatorem odwracalnym, to obraz

Im(T + 5) = (T+ 5)(X)
jest domknietq podprzestrzeniq liniowg w Y .

Dla dowodu potrzebne nam beda nastepujace lematy:

T7.77. LEMAT. Jezeli {xn} jest ciggiem ograniczonym w X a cigg {(T + S)xn}
jJest zbiezny, to {xy} zawiera podciqg zbieiny.

Dowéd: Niech y = limpyyoo (T + S)xy,. Poniewaz T jest operatorem zwartym a
{zn} clagiem ograniczonym, wiec z ciagu {T'z,} mozna wybraé podciag zbiezny
{T'zyp,} do pewnego elementu yg € Y. Wtedy podciag {Szy,, } dazy do y —yo a
poniewaz S jest izomorfizmem X na Y, wiec sam ciag {xp,} jest zbiezny. []

7.78. LEMAT. Jezeli y € (T4 S)(X), to istnieje taki ograniczony ciqgg {xn} w
X, ze (T+ S)x, = y.

Dowéd: Dla pewnego ciagu {xn,} w przestrzeni X zachodzi (T 4+ S)x, — y.
Oznaczmy Xo = ker(T + 5) oraz a, = dist(x,, Xo). W podprzestrzeni Xo wy-
bierzmy taki ciag {x]}, ze ||on — 2}|| < 20, . Jezeli {an} jest ciagiem ograniczo-
nym, to ciag {r, — z/,} ma zadana wlasno$é

(T + S) (@ — :1;;1) =(T+ S)xn, — y.

Pozostaje zatem pokazaé, ze ciag {an} jest ograniczony. Gdyby «, — oo, to

Ty — X, o

kltadac z, = otrzymaliby$my ||z,|| = 1, dist(z,, Xo) =

llzn — a2,]] llen —ahll ~
% oraz (T'+ S)zp, — 0. 7 lematu 7.77 wynika, ze ciag {z,} mialby podciag
{zn, } zbiezny do pewnego zg. Poniewaz (1'+ S)zo = limy_oo(T + S)ap, = 0,
wiec otrzymalibysmy zo € Xo, to jednak nie jest mozliwe, gdyz dist(zo, Xo) =

limy, s o dist(zp, , Xo) > % []

Dowéd Twierdzenia: Jezeli y € (T + S)(X), to z lematu 7.78 wynika istnienie
takiego ciagu ograniczonego {zp} w X, ze (T + S)xn, — y. Dzieki lematowi
7.77 mozemy zalozy¢, ze ciag {xn} jest zbiezny do pewnego x € X. Wtedy
y=(T+8z. [
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7.79. WNIOSEK. Niech T bedzie operatorem zwartym w przestrzent Banacha X
iniech A € o(T), A # 0. Wtedy X jest wartosciq wlasng operatora T' lub operatora
sprzezonego T .

Dowdéd: Jezeli A nie jest wartoscia wlasna operatora T', to Xo = (AT —=T)(X) jest
wlasciwa podprzestrzenia w X . 7 twierdzenia 7.76 wynika, ze Xg jest domknieta
w X. Jezeli 0 # 2% € X* i 2%(Xp) = {0}, to (AT —T)*(X*)={0}. []

UWAGA. Pokazemy potem, ze we Wniosku 7.79 stowo ,lub” w tezie mozna za-
2

stapi¢ stowem ,i”.
7.80. WNIOSEK. Jezeli T jest operatorem zwartym i normalnym w przestrzent
Hilberta, to

o(T) C op(T) U {0}.

Dowod: Pamigtamy, ze dla operatora normalnego A € op(T) wtedy i tylko wtedy,
gdy A € 0,(T*). Teza wynika wiec z Wniosku 7.79. []

7.81. TWIERDZENIE. Niech T bedzie operatorem zwartym na przestrzeni Hil-
berta H i niech A # 0. Operator NI — T jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy jest
roznowartosciowy.

Dowdd: Zatézmy niewprost, ze operator S = AI — T odwzorowuje ‘H na H, a
mimo to ker S # {0}. Utwérzmy w ‘H ciag domknietych podprzestrzeni liniowych
Ho = {0}, Hyp = ker S, n=1,2,3,.... Wtedy Ho C H1 C H2 C ... 1kazda zin-
kluzji jest wlasciwa. Istotnie, niech a deZle niezerowym wektorem w przestrzeni
Hi = ker S. Poniewaz S(X ) X, wiec istnieja takie wektory xo,x3,24,..., ze
Sxp = Tp_i. Mamy wtedy S"z, = 0 oraz S" 'z, = z; # 0 a w konsekwencji
Hyp # Hn—1. W kazdej z przestrzeni H,, wybierzmy tak wektor z,, by ||zn] =1
oraz zp L Hy—1. Pokazemy, ze ciag {T'z,} nie ma podciagéw zbieznych, cho¢ T
jest operatorem zwartym. Da nam to sprzecznos$¢ z zalozeniem ker S # {0}.
Dla n > m mamy
120 = Tll = X 20 — I,

gdzie z = Az — Sz + Sz, . Poniewaz Snly = A8ty — SPa + S, =0,
wiee z € X"~ 1. W rezultacie

1720 = Tzmll > A

Dla dowodu w druga strone zalézmy, ze kerS = {0}. Wtedy S*(H)Lt =
ker S = {0}, czyli S*(H) jest gesta podprzestrzenia liniowa w H. 7 twierdze-
nia 7.76 wiadomo, ze jest podprzestrzenia domknieta. Musi wiec by¢ S*(H) = H.
Powtarzajac rozumowanie z pierwszej czesci dowodu dla operatora S™*, otrzymamy

ker S* = {0}, a stad, tak jak przed chwila S(H)=H. []
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UWAGA. Twierdzenie to jest prawdziwe dla operatorow zwartych na dowolnych
przestrzeniach Banacha. Dowdd jest jednak bardziej skomplikowany.

7.82. WNIOSEK. Jezeli T' jest operatorem zwartym (na przestrzeni Hilberta), to
liczba A # 0 jest jego wartosciq wlasng operatora T wtedy i tylko wtedy, gdy A
jest wartosciqg wltasng operatora T .

7.83. WNIOSEK. Dla operatora zwartego T (na przestrzeni Hilberta) mamy
o(T) C op(T) U {0}

a jedynym moZliwym punktem skupienia zbioru o(T) jest 0. Zatem zbior o(T)
jest co najwyzej przeliczalny.

Dowdd: Pierwsza czesé wniosku jest oczywista. Gdyby istniat taki ciag liczb {A,},
ze Ap £ Am, gdy n #£ m, Ay = Ao # 0 oraz A, € o(T'), to moglibySmy dobra¢
taki ciag niezerowych wektorow x,,, ze Txy, = Apzy, n=1,2,3,.... Wektory takie
musza by¢ liniowo niezalezne. Wobec tego dla przestrzeni Hy, = lin{x1, z2,..., 25}
wszystkie inkluzje Hy C Ho C Hz C ... sa wlasciwe. Jesli teraz, podobnie jak
poprzednio, w kazdej z przestrzeni H,, wybierzemy taki wektor z,, by ||zn]| =1
oraz zn L Hp—1, to ciag {T'z,} nie bedzie zawieral zadnego podciagu zbieznego,
a to przeczy zalozonej zwartosci operatora 1. Istotnie, poniewaz dla pewnej liczby
an wektor z, — apxy lezy w Hy—1, wiec Tz, — Apanay, € Hp—1, a stad Tz, —
Anzn € Hn—1. Jezeli n > m, to takze Tz, € Hp—1, wiec Tz — Tz = Apzn + y
dla pewnego y € H,—1. Stad natychmiast wynika, ze ||Tz, —Tzm|| = |An], a wiec
ciag {Tz,} nie ma podciagéw zbieznych. [ ]

Twierdzenie spektralne dla operatoréw zwartych

7.84. LEMAT. Wektory wlasne, odpowiadajgce rozinym wartosciom wlasnym
operatora normalnego sq do siebie ortogonalne.

Dowéd: Jesli Tay = My, Taa = daxa 1 Ay # Ag, to
Mz, 22) = (M1, xo) = (Tay, x2) = (@1, T™x2)
= (x1, Aax2) = Ao{w1, 72),

wige (A1 — Az){x1, 2) = 0, a stad (z1, v2) = 0. Wykorzystalismy tu wezesniej
udowodniony fakt (patrz ??), ze Ta = Aa wtedy i tylko wtedy, gdy T*z = A z.

[]

DEFINICIA. Jezeli A € op(1'), to zbiér Xy = {x € X : Tz = Az} jest domknieta
podprzestrzenia liniowa w X, zwana podprzestrzenia wlasna operatora T,
odpowiadajaca wartosci wlasnej A.
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7.85. LEMAT. Podprzestrzenie wlasne operatora zwartego sq skonczenie wymia-

rowe. [ ]

7.86. TWIERDZENIE (O ROZKEADZIE SPEKTRALNYM OPERATOROW ZWARTYCH)
T bedzie operatorem zwartym normalnym na przestrzenit Hilberta H. Wtedy w 'H

istnieje taki uktad ortonormalny ey, ez, es, ... (byé moze skoriczony) i taki uklad
liczb zespolonych Ai, Ag, Az, ..., Ze | M| = || > |A3| = ... oraz
(0.0]
1. Tae= > M(x, ex) e dla x € H,
n=1

2. o(T) = {1, A2, A3, ..} lub o(T) = {1, 2, A3,...} U {0}, gdy 0 nie jest

I . Ve . . v . .
wartosciq wlasng a przestrzen H jest nieskonczenie wymiarowa.

Dowdd: Ustawmy wszystkie rézne od zera wartosci wlasne gy, p2, 113, ... opera-
tora T w taki ciag, aby |u1] > |u2| = |u3| = .. .. Jest to mozliwe, bo o(T) jest
zbiorem najwyzej przeliczalnym, a jedynym mozliwym jego punktem skupienia
jest zero. W kazdej (skonczenie wymiarowej z lematu 7.85) podprzestrzeni wlasne]
H,, operatora T', odpowiadajacej wartosci wlasnej pu,, wybierzmy w dowolny
sposéb baze ortonormalna By, iniech B = |Jo_; By, . Z lematu 7.84 wynika,
ze B jest zbiorem przeliczalnym ortonormalnym. Ustawmy elementy zbioru B w
ciag e1,€9,€3,.... Jest jasne, ze sa to wektory wtasne operatora T', a wiec dla
kazdego wektora = z podprzestrzeni Hg = lin B mamy

Ty = Z)\n<x, €n) €n,
n=1

przy czym kazda z liczb A, jest jedna z liczb py, po, p3, ..., jest wiec wartoscia
wlasna operatora T' 1 w powyzszym rozkladzie wystepuje tyle razy, ile wynosi
wymiar podprzestrzeni Hy, . Takze |A1| > [A2] = |A3] > .. ..

Pokazemy, 7e dla @ € X1 zachodzi Tx = 0. Poniewaz T(X) C X oraz
T*(X)C X, bo

T x = ZE<$, €n) €n,
n=1

wiec oba operatory T, T* zachowuja podprzestrzeni X+. Niech Ty oznacza ob-
ciecie Ty = T'|y1 operatora T do podprzestrzeni a7t Operator Ty jest oczywiscie
zwarty i normalny. Jezeli Ty # 0, to r(Tp) = ||To|| # 0, wiec o(Tp) # {0} (patrz
twierdzenie 7.49). Wobec tego Ty ma niezerowy wektor wlasny odpowiadajacy
wartosci wlasnej réznej od zera. Jest to takze wektor wlasny operatora T'. Tu
sprzecznos¢, bo wszystkie taki wektory leza juz w X.

(zes¢ druga twierdzenia byla dowiedziona juz wezesniej. [ ]

. Niech
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UWAGA. Operatory zwarte ,nienormalne” moga w ogdle nie mie¢ wartosci wta-
snych. Jako przyktad niech stuzy operator Volterry Va(t) = fot z(s)ds na L*(0,1).
Wiemy, ze o(V) = {0}. Liczba 0 nie jest jednak wartoscia wlasna operatora V.

Istotnie, gdy Vo =0, to f; x(s)ds = Va(b)—Va(a) = 0 dla dowolnego przedziatu
[a,b] C [0,1]. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy x(s) = 0 prawie wszedzie.

7.87. WNIOSEK. Dla dowolnej macierzy normalne; A nxn istnieje taka macierz
unitarna U 1 macierz diagonalna B, ze

(7.44) A=U"'BU.

UWAGA. Wlasnos¢ (7.44) charakteryzuje macierze normalne. Podobnie z twier-
dzeniem spektralnym, ktore wlasnie udowodnilismy. Jesli zachodzi dla jakiegos
operatora, to jest to operator normalny.

Operatory Hilberta-Schmidta

Niech ey, ez, €3, ... bedzie baza ortonormalna w osrodkowej przestrzeni Hilber-
ta H. Operator T € L(H) nazywamy operatorem Hilberta-Schmidta i pi-

szemy T € H-S, jezeli
(0.0]
D Ten|? < 0.
n=1

Liczbe ||T|Il = 1/ >opq |T'en]|? nazywamy norma Hilberta-Schmidta opera-
tora T’
Wiemy juz (patrz ??), ze operatory Hilberta-Schmidta sa zwarte.

7.88. LEMAT. Norma Hilberta-Schmidta nie zalezy od wyboru bazy ortonornalnej
wH.

Dowéd: Niech €], e, e, ... oraz €}, €}, e, ... beda bazami ortonornalnymi w H
i niech [[|T]]| oraz |||T|||" oznaczaja normy Hilberta-Schmidta operatora T', okre-
slone przy pomocy tych baz. Rownos¢ Parsevala méowi, ze dla kazdego wektora
x € ‘H zachodzi rownosé

(o6} (o6}
lel> = 3" e e = > e, eml”.
n=1 n=1



Operatory Hilberta-Schmidta 147

Wobec tego
2 = 112 — romy|2
TN =Y NTell = > [(Ten, e
n=1 n=1m=1
(0.0] (0.0] (0.0]
=23 b Tre = Il
n=1m=1 m=1
2
= 17"
Jezeli w roli w roli pierwszej bazy wezmiemy druga, to otrzymamy ||| T||” = |||7*|||"

a stad [T = [IT*I" = 17" [

7.89. WNIOSEK. Jezeli U jest operatorem unitarnym w H a T operatorem Hil-
berta-Schmidta, to U=YTU € H-S oraz ||[ULTU|| = |IIT|||-

Dowdd: Poniewaz ciag Uey,Ues, Ues, ... jest baza ortonormalna w H, wiec
(0.0] (0.0]
UTMTUNP =Y U TUen|? =Y |ITUenl® = |IT|I*. []
n=1 n=1

7.90. WNIOSEK. Jezeli € H-S i e1,e9,¢€3,... jest bazq ortonormalng, to

irii= > firen em>\2>”z.

n,m=1

Dowéd: Wynika to natychmiast z faktu, ze ||Ten||* = > o ‘(Ten, em>‘2. []

m=1
7.91. LEMAT. Jezeli T' € H-S, to ||T|| < |||T||-

Dowéd: Dla kazdego ¢ > 0 znajdziemy taki wektor xq, ze ||zo|| = 1 oraz ||T|* <
|To||? + &. Poniewaz istnieje baza ortonormalna w H, zawierajaca wektor g,

wiee [|T]|2 < ITI* + ¢, a stad T < I []

7.92. TWIERDZENIE. Zbior wszystkich operatorow Hilberta-Schmidta z norma

Hilberta-Schmidta jest przestrzeniq Banacha. Ponadto przestrzen H-S jest alge-
bra, przy czym |||TS||| < ITIISI dla dowolnych T, S € H-S.

Dowéd: Jest jasne, ze jezeli T € H-S oraz A jest skalarem, to ||[AT|]| = |A||||T|||-
Niech T, S € H-S i niech eq, e9, €3, ... bedzie baza ortonormalna w H. 7Z wniosku
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7.90 1 nierownosci Minkowskiego wynika, ze

o0 ) 1/2
I+ 5 = ( S (T + S)en en) )

n,m=1
o0 5 1/2 %) 5 1/2
= ( Z ‘(Ten, em>‘ ) + ( Z ‘(Sen, em>‘ )
n,m=1 n,m=1
= 171l + 1511

a wiec T'+ S € H-S. Aby dowies¢ zupelosci przestrzeni H-S rozpatrzmy ciag
Ty, 15,15, ... operatorow z H-S, dla ktérego ||, — Twl|| — 0 przy m,n — oco. Z
Lematu 7.91 wynika, ze ||T), — T || — 0, dlatego istnieje taki ograniczony operator
liniowy T na H, ze ||T — Ty|| — 0. Aby dowies¢, ze T nalezy do H-S, oznaczmy
przez M kres gérny ciagu {|||Tn|||} Dla dowolnej liczby naturalnej r mamy

r r
2 _ 1 2 2
Sl = fim D s < 08
i dlatego
o0
T =D I Ter]* < M2,
k=1

Wynika stad, ze T lezy w H-S. Dla ¢ > 0 dobierzmy tak wskaznik m(e), aby
T — Tw||l < e przy m,n > m(e). Wtedy przy m > m(e)

n—oo

STNT — Twdew]|* = lim ST — Tander||” < limsup T — Tl < €2,
k=1 k=1 neo

a stad |||T — Twl|| < € przy m > m(e). Tak wiec przestrzen H-S z norma
Hilberta-Schmidta jest przestrzenia Banacha.
Niech teraz T'€ H-Si B € L(H). Wtedy

BTN =D IIBTenl> < IBIPD N Teall® = IBIITI,
n=1 n=1

wiec
ITBII = MBIl = BT < [IB1 7]l
wynika stad w szczegdlnosci, ze jezeli S € H-S, to

STAF< ST < TS,
bo [[SI<ISHl- [
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7.93. WNIOSEK. Zbior operatorow Hilberta-Schmidta jest ideatem dwustronnym
w algebrze Banacha L(H), wszystkich ograniczonych operatorow liniowych na
przestrzeni Hilberta H. Ponadto, jesli T € H-S oraz B € L(H), to ||BT]|| <
IBIITI} oraz [T B < 1T 18]

7.94. PRZYKLAD. Niech T' bedzie zwartym operatorem normalnym w przestrzeni
Hilberta H iniech Ay, Ag, Az, ... bedzie ciagiem jego wartosci wlasnych, przy czym
kazda sposrod liczb Ap wystepuje tyle razy, ile wynosi jej krotnosé. Operator
T € H-5 wtedy 1 tylko wtedy, gdy

o0
§£:|Akp < 0.
k=1

Rzeczywiscie, jezeli w ‘H wybraé baze zlozona z wektorow wlasnych operatora 7',
to

Dol = Tel® = 7.
k=1 k=1

Widac¢ stad, ze istnieja operatory zwarte, nie bedace operatorami Hilberta-
-Schmidta, np. operatory postaci

T(x1,x2,23,...) = (Ax1, Aexa, Azas, .. L),
gdy ciag A1, A2, A3, ... zbiega do zera, ale Y ;7| [A;| = oo.

7.95. TWIERDZENIE. Niech K € £2<(0, 1) x (0, 1)) Operator catkowy K , okre-
glony na przestrzeni L*(0,1) wzorem

K:L'(t):/o K(s,t)x(s)ds

jest operatorem Hilberta-Schmidta, oraz

1 1
- 2
NI = [ [ s asae
0 0

Kazdy operator Hilberta-Schmidta na L*(0,1) jest takiej postaci.

Dowéd: 7 nieréwnoéci Schwarza wynika catkowalnosé funkceji K(s,t)x(s) na zbio-
rze (0,1) x (0,1). Twierdzenie Fubiniego orzeka zatem, ze dla prawie kazdego
t € (0,1) funkcja s — K(s,t) x(s) jest calkowalna oraz, ze fol K(s,t)x(s)ds jest
mierzalna (nawet catkowalna) funkcja zmiennej ¢. Oznacza to, ze operator K jest



150 VII. OPERATORY LINIOWE

dobrze okreélony. Nie wiemy jednak, czy funkcja Kz lezy w L?(0,1), czy K jest
ciagly no i czy lezy w H-S7

Niech ¢1(s), ¢2(s),¢3(s), ... bedzie baza ortonormalna w L%(0,1). Wtedy ro-
dzina funkcji pm(s)en(t), m,n = 1,2,3,... tworzy baze ortonormalna w prze-
strzeni £2<(0, 1) x (0, 1)) . 7, réwnosci Parsevala mamy wiec

1 1
/ / (5,1) ©m(s)en(t) ds dt :/ / IK(s,1))*ds dt < co.
0 JO

7, drugiej strony, stosujac Wniosek 7.90 do operatora K, otrzymamy
K = Z (K om, em)|* =

/ / (s,1) om(s c,on()dsdt ,
m,n=1 m,n=1
1 1
K| = / / K (s, t)|2ds dt < oo.
0 0

Zalézmy teraz, ze K jest operatorem Hilberta-Schmidta i okreslmy na zbiorze

(0,1) x (0,1) funkcje K wzorem

m,n=1

tzn.

o0

K(s,t) = Z m.n Pm(s)en(t),

m,n=1

gdzie ampn = (Kom, om), m,n = 1,2,3,.... Wtedy, jak to pokazaliémy przed

chwila,
/ / K(s,0Pdsdt = 3 Jamal? = I
m,n=1
a dla @ € £2(0,1), postaci x(s) = > 0°_ by om(s) dostaniemy
Ka(t) = ZU"% Pn) pn(l) = Z am,n b Pn(l)
n=1 m,n=1

_ /OIIC(S,t)x(S)dS. [

7.96. PRZYKLAD. Na przestrzeni L?(0,1) operator Volterry
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ma jadro calkowe
1 gdy 0<s <t <,
K(S’t)_{o edy 0 <t < s <1,

lezace w L2<(0, 1) x (0, 1)) . 7 Twierdzenia 7.95 otrzymujemy wiec

1

V0| = —=.
il =
7.97. TWIERDZENIE. Kazdy operator Hilberta-Schmidta mozna przedstawié jako
granice zbieznego w normie Hilberta-Schmidta ciggu operatorow skonczenie wy-
miarowych.

Dowdd: Niech T' € H-S 1 niech ey, e9,e3,... bedzie baza ortonormalna w H. Po-

niewaz |[|T]|*? = Y.0u,|[Ten|* < oo, wiec istnieje taki ciag wskaznikéw
ni,no, N3, ..., 7€ X
2
YTl < 5
n>ng
Niech Pp, k= 1,2,3,..., oznacza rzut ortogonalny na podprzestrzen liniowa w

H, rozpicta na wektorach eq,ez,..., e, . Wtedy kazdy z operatorow Ty = T'F,
jest skonczenie wymiarowy i

1
I =1alll = | 32 ITeall? < . O
n>ng

Jak wiemy, zbiér operatoréw Hilberta-Schmidta tworzy algebre Banacha (bez
jednosci, jesli przestrzen H jest nieskonczenie wymiarowa). W zbiorze tym mozna
okresli¢ iloczyn skalarny.

7.98. TWIERDZENIE. Niech S ¢ T bedq operatorami Hilberta-Schmidta w prze-

strzent Hilberta 'H . Jezeli e1,eq,€3,... jest bazq ortonormalng w H, to szereg
(0.0]
(S, T)) = Z(Sen, Tey)
n=1

Jest bezwzglednie zbieiny i jego granica nie zalezy od wyboru bazy. Funkeja ((, ))
ma wszystkie wlasnosci iloczynu skalarnego oraz

(r, 1)) = I
dla T € H-S. Ponadto, dla operatorow S, T, R € H-S zachodzi rownosé

(ST, R)) = (T, S*R)).
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Dowdd: Bezwzgledna zbieznosc szeregu wynika natychmiast z nieréwnosei Schwa-
rza a niezaleznos¢ od wyboru bazy z nierownosci

(Sen, Ten) =Y (Sen, fa)(fm, Ten), n=1,2,3,...,
n=1
gdzie fi, f2, f3,... jest dowolna baza ortonormalna w H. Pozostate stwierdzenia

sa oczywiste.

Oznacza to, ze H-S(H) jest jednoczeénie algebra Banacha i przestrzenia Hil-
berta, a inwolucja S — S* spelnia tozsamos¢

(ST, R)) = (T, S*R)).

Takie algebry nosza nazwe H*-alebr. Wiadomo, ze kazda H*-algebra jest izome-
trycznie *-izomorficzna algebrze operatorow Hilberta-Schmidta na pewnej prze-

strzeni Hilberta.



ROZDZIAYL VIII

ALGEBRY BANACHA

Wilasnosci ogdlne

Spotkalismy sie juz wielokrotnie z przestrzeniami Banacha, w ktorych okre-
slone bylo dodatkowe dziatanie, tworzace strukture algebry. Na przyktad w prze-
strzeni C'(R) tym dziataniem bylo zwykle mnozenie funkcji, w przestrzeni L'(R)
splot

400
et = [ at= syl
— 0
a w przestrzeni L£(X) ograniczonych operatoréw liniowych na przestrzeni Bana-
cha, sktadanie operatorow. Obiekty tego typu nosza ogélna nazwe algebr Banacha.

DEFINICIA. Algebre A z jednoScia e nad ciatem liczb zespolonych nazywamy
algebra Banacha jezeli wyposazona jest w norme || || spelniajaca warunki

lell =1, e+l < el +lyl, 2yeA

i jest w tej normie przestrzenia Banacha. Algebra Banacha jest przemienna, gdy
ry = yx dla wszystkich =,y € A. Inwolucja w algebrze Banacha A nazywamy
takie odwzorowanie ¥ — z* algebry A w siebie, ze

(x+y)=a"+y",  (ay)"=y"",
(Ax)* = Az, (") =u

W myél tej definicji L(R) ze splotem nie jest algebra Banacha, bo nie posiada
jednosci. Nie jest to jednak wielka przeszkoda. Pokazemy, ze mozna tej algebrze
dotaczy¢ jednosc tak, by stata sie algebra Banacha.

Zalézmy, ze w algebrze A nie ma jednosci, ale ze spetnione sa wszystkie pozo-
stale aksjomaty algebry Banacha. Potézmy A = C x A, gdzie C jest cialem liczb
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zespolonych. Zbiér A sklada sie z wszystkich takich par [o, 2], 2e a« € C, z € A.
Dzialania i norme w A okreslamy nastepujaco

[o, 2]+ [B,y] = [a+ 8,2 +y],
[, 2][B,y] = [, ay + Bz + 2y],
Ala, ] = [Aa, Az],
[lev, 21| = laf + [l-

Jest oczywiste, ze A jest algebra Banacha z jednoscia e = [1,0], przy czym
lle|| = 1 i odwzorowanie x — [0, z] jest izometrycznym wlozeniem A w A.

Opiszemy jeszcze jedna metode ,poprawiania” algebry tak, by stata sie algebra
Banacha. Zalézmy, ze przestrzen Banacha A jest jednoczesnie algebra nad ciatem
liczb zespolonych z jednoscia e ale, ze zamiast wlasnosci ||e]| = 11 ||zy|| < ||=||||y]|
wiemy tylko, ze |le|| # 1 i ze iloczyn xy jest ciagly po kazdej ze zmiennych przy
ustalonej drugiej. Okreslmy odwzorowanie 7 : @ — Ty algebry A w algebre L(.A)
wszystkich ograniczonych operatoréow liniowych na A ktadac Tyy = zy. Jest ja-
sne, ze T jest algebraicznym izomorfizmem algebry A w podalgebre 7(.A) algebry
L(A). Pokazemy, ze 7 jest takze homeomorfizmem. Bedzie to oznaczalo, ze al-
gebra A jest topologicznie i algebraicznie réwnowazna algebrze Banacha 7(A).
Poniewaz |z|| = |lzel| = ||Twe|l < |le||||T%]|, wiec odwzorowanie 771 : Tz — =
jest ciaglte. Aby dowie$¢ ciaglosci 7 pokazemy najpierw, ze operator T € L(A)
lezy w 7(A) wtedy i tylko wtedy, gdy (Ty)z = T'(yz) dla wszystkich y,z € A.
Rzeczywiscie, jesli warunek ten jest spelniony, to ktadac = = Te, otrzymamy
Ty =T(ey) = (Te)y = ay, ten. T =T, € 7(A). To, ze kazdy operator w 7(.A)
ma wspomniang wlasnos¢ wynika natychmiast z tacznosci mnozenia. Jezeli teraz
{T,} jest ciagiem w 7(A) i T, = T, to z réwnosci

(Ty)z = nh_)rglo(Tny)z = nh_)rglo To(yz) =T(yz)

wynika, ze T" € 7(A). Dlatego 7(A) jest domknieta podprzestrzenia w L(A).
Oznacza to, ze T jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem liniowym prze-
strzeni Banacha A na przestrzen Banacha 7(A), a poniewaz odwzorowanie od-
wrotne 771 jest ciagle, wiec z twierdzenia Banacha o odwzorowanin odwrotnym
wynika, ze 7 jest homeomorfizmem.

8.1. WNIOSEK. Kazda algebra Banacha A jest izometrycznie izomorficzna z do-
mknietq podalgebrq algebry Banacha L(X) wszystkich cigglych operatorow linio-
wych na pewnej przestrzeni Banacha X .

8.2. PRZYKELAD. Algebra Cy(R) funkcji ciagtych na prostej R dazacych do zera
w nieskonczonosci, z norma ||@|| = maxecp ‘x(t)‘ , ma wszystkie wlasnosci algebry
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Banacha, z wyjatkiem posiadania jednosci. Mamy dwie mozliwosci jej dolaczenia.
Pierwsza ,standartowa”, gdzie 4 = Cx Co(R), a druga przez wybranie w algebrze
C(R) najmniejszej podalgebry (domknietej) zawierajacej Co(R). Jest nia algebra
wszystkich funkcji majacych granice w nieskoficzonosci, tzn. funkeji postaci A1 +
x, gdzie A € C, 2 € Cp(R). Jest to wiec algebra izomorficzna z A. Nie jest jednak
izometrycznie izomorficzna. Bo np. dla funkcji z(t) = t2/(1 +1%) =1 —1/(1 4+ %)

mamy
1

=2 el =1

||:Jc||“4 =1 —I—max‘
Wydaje sie, ze drugi sposéb ,dotaczania jednosci” jest lepszy.

8.3. PRZYKELAD. Podobnie jest dla algebry L(R). Drugi sposéb dotaczania jed-
nosci moze tu polega¢ na wybraniu w algebrze M(R) wszystkich miar borelow-
skich skonczonych z norma ||¢|| = Var(u), splotem

pk (A /+Oo/+oo (t+ s) dp(t) du(s)

i jednoscia &, najmniejszej domknietej podalgebry zawierajacej LY(R) (jako mia-
ry absolutnie ciagle wzgledem miary Lebesgue’a). Jest nia zbidr wszystkich miar
postaci

du(t) = Ao + x(t) dt,
gdzie A € C, » € LYR). Mamy tu ||u| = |\ + ||=]]1, a wiec algebra ta jest
izometrycznie izomorficzna z A.

DEFINICJA. Element x algebry Banacha A nazywamy regularnym, jesli po-
siada element odwrotny 2! a singularnym lub osobliwym w przeciwnym
przypadku. Widmo o(x) elementu x sktada sie z tych liczb zespolonych A, dla
ktérych element Ae — x jest singularny. Liczba [o(2)] = supyg,(y) |A| nosi nazwe
promienia spektralnego elementu x. Zbiorem rezolwenty p(x) jest dopel-
nienie C\ o(x) spektrum o(z). Funkcja z(A\) = (Ae —x)~! okreslona dla A € p(x)
nosi nazwe rezolwenty elementu x. Element « € A nazywamy prawym (odp.
lewym) topologicznym dzielnikiem zera, jezeli w A istnieje taki ciag {xn},
ze ||len|| = 1, n = 1,2,3,..., oraz xpx — 0 (odp. za, — 0). Jezeli element «
jest jednoczesnie prawym i lewym topologicznym dzielnikiem zera, to bedziemy
go nazywaé¢ dwustronnym topologicznym dzielnikiem zera.

UWAGA. Jak widzielismy we wniosku 8.1, kazda algebre Banacha A mozna trak-
towa¢ jako domknieta podalgebra algebry £(X) dla pewnej przestrzeni Banacha
X (jest nia A). Powstaje pytanie, czy pojecia — ktére przed chwila wprowa-
dzilismy — pokrywaja sie ze znanymi nam juz odpowiednimi pojeciami z teorii
operatoréw. Odpowiedz brzmi TAK.
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Dla = € A niech T, oznacza operator T,y = zy, y € A. Jezeli element =~
istnieje, to

To-1(Toy) =y = To(Typ-1y),

wiec T,-1 = T, 7 drugiej strony, gdy 7, ! istnieje, to
LT )] =y ten. (T 'y)z = T (y2)
ijesli a =T e, to az = T 'z dla wszystkich z € A. Opréez tego

ra="Tea=e¢= Tx_l(Txe) =T

x 1(6:1;) = (T_le):zj = ax,

xr

1 1

a wiec 27! = @ istnieje i Ttz = 271z,
7 rozumowania tego wynika, ze o(x) = (7). Pozwala nam to zaadoptowac
niektore sposrod twierdzen teorii spektralnej operatorow do teorii algebr Banacha

i odwrotnie. Na przyklad:

8.4. LEMAT. Multiplikatywna grupa G elementow regularnych algebry Banacha
A jest zbiorem otwartym w A, a odwzorowanie x — ™1 jest homeomorfizmem
G na siebie.

Dowéd: Pokazemy najpierw, ze (¢ zawiera kule {x € A : ||e — z|| < 1}. Rzeczy-
widcie, jezeli [Je — z|| < 1, to szereg y = > (e — x)" jest zbiezny, dlatego

(0.0] (0.0]
yr=ay=y—(e—aly=Y (e—az)' =) (e—a)"=e
n=0 n=1
W konsekwencji y = 27! i
1 S le — =]
- _ n
27" — el = nz::l(e — )"l < m-

Pokazalismy, ze (& zawiera otoczenie jednoscii 27! jest ciagla funkcja = w punkcie
e. Niech teraz = € G/ i |ly — x| < =L. Wtedy

[

le™hy —ell = ™"y = o)l < e~y — ]l < 1,

a wiec z tego, co udowodnilismy poprzednio, 7'y € G, skad y € G. Jezeli
Yn — Y, to ypy~t — e i dlatego yy, ' = (yay 1)t — e. W konsekwencji
v =y~
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8.5. LEMAT. Kazdy punkt brzegowy grupy elementow reqularnych algebry Bana-
cha jest dwustronnym topologicznym dzielnikiem zera.

Dowédd: Niech x ¢ G, z, € G, x, — x. Jezeli ciag {||:1:;1||} jest ograniczony, to
zpt —e = x;(x —x,) — 0, coz lematu 8.4 oznacza, ze v, 'z € G dla duzych n.
Przeczy to zalozeniu x ¢ . Tak wiec ciag {||:1:;1||} jest nieograniczony i mozemy

zalozyé, ze ||x; || — oo. Polézmy y, = v, 1/||z;Y|. Poniewaz ||yn|| =1 oraz
Un® = Yn(z — xp) + ﬁ — 0,
Ty = (x — Tpn)yn + ﬁ — 0,

wiec z jest dwustronnym topologicznym dzielnikiem zera. [ ]

8.6. LEMAT. Widmo o(x) elementu x algebry Banacha jest zbiorem niepustym,
ograniczonym i domknigtym. Rezolwenta x()\) = (Ae —x)~! elementu x jest ana-
lityezna na zbiorze p(x), dazy do zera przy |A| — oo i spelnia réwnanie

r(A) —a(p) = (=N z(A) x(w), A p e pz).

Dowéd: To, ze zbior p(x) jest otwarty, a w konsekwencji o(x) domkniety, wynika
z lematu 8.4. Lemat ten pokazuje tez, ze Ae—x = AMe—x /) € G dla duzych A (bo
element e — 2/ jest bliski e). Stad wynika ograniczono$¢ zbioru o(x). Poniewaz

e —x/\ — e przy |A| — oo, to z lematu 8.4 z(\) = A7 (e —x/A\)7t — 0 przy
|A| = oo. Dla dowolnych A, i € p(x) elementy x(u) i x(A) komutuja i

(Ae —z)x(A) w(pn) = x(p),

(ne —z)x(A) z(p) = z(A),

2(A) —2(p) = (=X z(A) 2 (),
skad
A) —

A i) et
Poniewaz funkcja x(A) jest ciagta dla A € p(z), ostatnia réwnos¢ dowodzi, ze
2'(A) = —[z())]?, a w konsekwencji dowodzi analitycznosci rezolwenty x()\) na

zbiorze p(x).

Na zakonczenie zauwazmy jeszcze, ze jezeli widmo o(x) jest zbiorem pustym,
to dla kazdego funkcjonatu liniowego z* € A* funkcja A — x* (:1;()\)> jest anali-
tyczna na calej ptaszezyznie C 1 dazy do zera w nieskonczonosci, dlatego réwna
jest zeru wszedzie. Poniewaz za a* mozna wybra¢ dowolny element przestrzeni
sprzezonej A*, to 0 = x(A) = x(N)(Ae — x) = e, co przeczy wlasnosci |le]| = 1.

[]
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8.7. TWIERDZENIE. Jezeli algebra Banacha nie zawiera roinych od zera dwu-
stronnych topologicznych dzielnikow zera, to jest izomelrycznie izomorficzna z cia-
tem liczb zespolonych.

Dowéd: Niech @ € A, Zgodnie z lematem 8.6, widmo o(x) jest zbiorem niepustym
1 ograniczonym, istnieje wiec punkt A nalezacy do jego brzegu. Wtedy, jak to
wynika z lematu 8.5, Ae — = jest dwustronnym topologicznym dzielnikiem zera,
zatem = = Xe. Poniewaz |e|| = 1, wiec ||z|| = |A]. []

8.8. WNIOSEK (TWIERDZENIE MAZURA-GELFANDA). JeZeli algebra Banacha
jest cialem, to jest izometrycznie izomorficzna z ciatem liczb zespolonych.

UWAGA. Mazur udowodnil ogolniejsze twierdzenie: Jezeli algebra Banacha nad
cialem liczb rzeczywistych jest cialem, to jest izomorficzna albo z cialem liczb
rzeczywistych, albo z cialem liczb zespolonych, albo z ciatlem kwaternionéw (patrz

np. [10]).

8.9. LEMAT. Promien spektralny |o(x)| elementu x algebry Banacha spelnia
rownosé
o) = Tim [l < Jle]].
—00

Dowéd: Jezeli |A] > ||z]|, to szereg E ~—— jest zbiezny, a poniewaz

Ant

Ae — ) ZAnH:Z(i_:_i:—i):e’

n=0

wiec A nalezy do zbioru rezolwenty p(x). Dlatego |o(x)| < ||z]|. Z lematu 8.6
wynika, ze rezolwenta x(A) jest funkcja analityczna na zbiorze p(x) i dlatego
dla kazdego funkcjonatu z* € A* wszystkie punkty osobliwe skalarnej funkcji
analitycznej a* (:1;()\)> zawarte sa w kole |A| < |o(x)|. Wynika stad, ze szereg
x* (:1;()\)> =307y #*(a") /AT jest zbiezny przy |A| > |o ()], a w konsekwencji,
ze dla takich A

z* (")

SUp ‘ L

< 0.

Poniewaz a* jest dowolnym elementem A*, z twierdzenia Banacha-Steinhausa
wnosimy, ze

H\MA<OO n=1,2.3,....

a stad
lim sup 2" 17 < [o(2)].

n—oo



Wilasnosci ogolne 159

Dla zakonczenia dowodu zauwazmy, ze jezeli element Ae — x jest singularny, to
singularny jest réwniez element \"e — z" | bo jest wielokrotnoscia Ae — . Dlatego
A € o(x) pociaga A" € o(x"), skad |A"| < [|2"]|, a dalej |A] < lim inf,, 00 ||:1;"||1/"
czyli, ze |o(2)| < liminfy, o0 [|2"|}".

Jezeli Ag jest podalgebra Banacha (tzn. domknieta podalgebra z jednoscia)
algebry A i « € Ap, to wraz z widmem o(z) elementu = wzgledem algebry A
mozna rozpatrywac jego widmo og(x) wzgledem podalgebry Ag. Zbiory o(z) i
oo(x), ogdlnie rzecz biorac, sa rézne, jednak — jak to wida¢ z powyzszego lematu
— ich promienie spektralne |o(x)] i |oo(x)| sa sobie réwne. Jezeli eg jest idem-
potentem w A (tzn. ¢ = eg) réinym od e i 0, a Ay = epAeg, to jest jasne,
ze op(x) C o(x) dla kazdego © € Ag Ponizszy lemat pokazuje, ze jezeli jedynka
podalgebry Ag pokrywa sie z e, to zachodzi zawieranie odwrotne.

8.10. LEMAT. Niech Agy bedzie podalgebra Banacha algebry Banacha A, majgcq
wspolng z A jedynke e. Wtedy o(x) C oo(x) dla kazdego x € Ao, a dla brzegow
tych zbiorow zachodzi zawieranie przeciwne a<ao(:1:)> C 8<0(:1;)>.

Dowod: Poniewaz jedynka e algebry A lezy w Ap, to kazdy element regularny
w Ap jest regularny w A. Dlatego po(z) C p(x), czyli o(x) C oo(x). Jezeli
A€ 8(00(1;)), to Ae — x jest punktem brzegu grupy elementéw odwracalnych
algebry Ag. 7 lematu 8.5 wynika, ze Ae — = jest dwustronnym topologicznym
dzielnikiem zera w Ag, a wiec i w A. Wynika stad, ze 8<00(:1;)> C o(x), cow
polaczeniu z zawieraniem po(x) C p(x) daje

d(oo(x)) = po(z) Nd(oo(x)) C p(x) No(x) =d(o(x)). []

8.11. PRZYKLAD. Przy oznaczeniach D = {z € C: |z] < 1} oraz T = 9D =
{z € C: |z| = 1} rozpatrzmy algebre Banacha A = C(T) i jej podzbior Ay
zlozony z tych funkcji holomorficznych w D, ktére posiadaja przedtuzenie do
funkcji ciaglej na D. 7 twierdzenia Cauchy’ego wynika, ze Ag jest domknieta
podalgebra Banacha algebry A. Dla funkcji z(z) = z mamy o(z) = T, zas
oo(x) = D. Tak wiec o(x) # oo(x), 8(0(:1;)) = 8(00(1;)). Latwo sprawdzié, ze
dla dowolnej funkcji * € Ay mamy o(x) = 2(T), za$ oo(x) = x(D), czyli o(x) C
oo(x). 7 zasady maksimum dla funkcji holomorficznych wynika, ze 6(:1;(T)> =

6(:1;(5)), tzn. 8<00(:1;)> = a<a(:1;)>.

8.12. WNIOSEK. JeZeli w lemacie 8.10 zalozymy dodatkowo, Ze oo(x) jest zbio-
rem brzegowym lub, Ze p(x) jest zbiorem spojnym, to op(x) = o(x).

Dowdéd: Jezeli og(x) jest zbiorem brzegowym, to

oo(x) = a<ao(:1;)> C a<a(:1;)> C o(x) C oo(x).
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Jezeli zbior p(x) jest spdjny iistnieje punkt A € og(x)Np(x), to mozna go potaczy¢
z nieskonczonoscia krzywa ciagla catkowicie lezaca w zbiorze p(x). Ale wtedy
znajdziemy punkt brzegowy zbioru og(x) lezacy w p(x), a to przeczy lematowi
8.10. Tak wiec zbidr oo(x)Np(x) jest pusty, co oznacza, ze og(x) C o(x) C oo(x).

[]

8.13. WNIOSEK. JeZeli w lemacie 8.10 zalozyé dodatkowo, Ze widmo op(x) jest
rzeczywiste, to pokrywa sie ono z widmem o1(x) elementu @ wzgledem dowolnej
podalgebry Banacha Ay C A, zawierajgcej x 1 jedynke algebry A.

Dowéd: Poniewaz o(x) C oo(x), wiec o(x) lezy na proste] rzeczywistej. Ponie-
waz o(x) jest zbiorem ograniczonym, wiec p(x) jest zbiorem spéjnym. Poprzedni
wniosek pokazuje, ze og(z) = o(z) = o1(z). []

DEFINICJA. Prawym (odp. lewym)idealem w algebrze Banacha A nazywamy
taka niezerowa wlasciwa podprzestrzen liniowa J w A, ze JA = J (odp. AJ =
J). Jezeli jednoczesnie JA=J i AJ = J, to ideal J nazywamy dwustronnym.
Zbiory A i {0} traktujemy jako idealy trywialne.

Poniewaz ideal jest wlasciwym podzbiorem A, nie moze zawieraé¢ zadnego
elementy regularnego i dlatego jest zawarty w dopelieniu G¢ grupy elementéw
regularnych. Poniewaz zbiér (& jest otwarty (lemat 8.4),to J C G, a wiec J # A.
Stad i z ciaglo$ci operacji algebraicznych w A wynika, ze J jest takze idealem.
Tak wiec domkniecie prawego, lewego lub dwustronnego idealtu jest znéow ideatem
prawym, lewym lub dwustronnym. Wynika stad, ze ideal maksymalny (tzn. nie
zawierajacy sie w zadnym innym ideale tego samego typu) jest zawsze domkniety.

Zatézmy, ze J jest prawym ideatem. Uporzadkujmy przez zawieranie zbior
wszystkich prawych ideatow zawierajacych J. Stosujac lemat Zorna otrzymamy,
ze zbior ten zawiera element maksymalny. Tak wiec kazdy prawy (analogicznie
lewy i dwustronny) ideal jest zawarty w pewnym maksymalnym prawym (odp.
lewym i dwustronnym) ideale. Wynika stad w szczegdlnoéci, ze jezeli element x
jest singularny, to przynajmniej jeden ze zbioréw axA lub Az jest ideatem, jest
wiec zawarty w pewnym ideale maksymalnym.

Wtasnosci idealéw zebrane sa w nastepujacym lemacie:

8.14. LEMAT. [dealy prawostronne, lewostronne i dwustronne majq nastepujgce
wlasnosci:

a. Ideal nie zawiera elementow regularnych.
b. Domkniecie ideatu jest znow idealem.

c. Ideal maksymalny jest domkniety.



Przemienne algebry Banacha 161

d. Kazdy ideat jest zawarty w pewnym ideale maksymalnym.

e. Element x lezy w przynaymniej jednym ideale maksymalnym prawostron-
nym (odp. lewostronnym) wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma prawego (odp.
lewego) odwrotnego. [ ]

Zwréémy uwage, ze klasy rownowaznosci x 4+ J, ¢ € A, wzgledem idealu
dwustronnego J tworza algebre wzgledem nastepujacych dziatan

(e )4 g+ ) = (e +y)+ .
ole+J)=(0a) + 4, (et )y+J) = (ey) + .

Algebra ta nosi nazwe algebry ilorazowej algebry A wzgledem ideatu J i ozna-
czana jest A/J. Norme w algebrze ilorazowej okreslamy wzorem

J|| = inf .
lv+ ]I = inf |z + y]|

8.15. LEMAT. Jezeli J jest domknietym idealem dwustronnym w algebra Bana-
cha A, to AJJ jest algebrq Banacha.

Dowdd: Dla uproszezenia oznaczmy przez [z] klase réwnowaznosci elementu o w
A/ J. Jest oczywiste, ze A/.J jest algebra z jednoécia [¢]. Pozostaje tylko dowies¢,
ze spelnione sa aksjomaty normy. Jezeli ||[x]|| = 0, to znajdziemy taki ciag {zn}
w J, ze ||+ a,|| = 0, a poniewaz J jest zamkniety, wiec x € J. W konsekwencji
[] = [0] tzn., ze [z] jest zerem w A/J. Zalézmy teraz, ze z,u,v przebiegaja
niezaleznie zbior J. Wtedy

il = leall = inf ey + <) < i e+ w0t + )] < 1]

Pouiewa [elll = 2l < el 1 ]l # 0, wiee ]| > 1. 7 drugiej strony
le]ll = inf.es|le + 2|| < |lell = 1. W konsekwencji ||[e]|| = 1. Podaddytywnosé
i jednorodno$é normy ilorazowej sa oczywiste. Takze zupemosé przestrzeni A/.J.

[]

Przemienne algebry Banacha

W przemiennej algebrze Banacha A kazdy ideal J jest idealem dwustronnym,
a algebra ilorazowa A/J jest przemienna. Jest ona algebra Banacha, gdy J jest
idealem domknietym. Latwo zauwazy¢, ze kazdy ideal J' algebry A zawierajacy
J jako wlasciwy podzbidr okresla w algebrze A/J ideal J'. zlozony z wszystkich
tych warstw @ = x+J, ze x € J. Odwrotnie, kazdy ideal algebry ilorazowej A/J
mozna otrzymac w ten sposob.
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8.16. TWIERDZENIE. Niech J bedzie idealem domknietym w przemiennej alge-
brze Banacha A. Algebra ilorazowa AJJ jest izomelrycznie izomorficzna cialu
liczb zespolonych wtedy i tylko wtedy, gdy J jest idealem maksymalnym.

Dowdd: Jesliideal J nie jest maksymalny, to jest wlasciwym podzbiorem pewnego
ideatu. Wtedy algebra ilorazowa A/.J posiada nietrywialny ideal i nie moze by¢
cialem. Z drugiej strony, gdy ideal J jest maksymalny, to A/J nie zawiera nietry-
wialnych idealéw, a wiec jest cialem. Teza wynika z Twierdzenia Mazura-Gelfanda.

[]

Niech 9 oznacza zbior wszystkich idealéw maksymalnych przemiennej alge-
bry Banacha A. 7 twierdzenia 8.16 wynika, ze dla kazdego M € M i kazdego
xr € A istnieje taka liczba zespolona x(M), ze  + M = x(M)e 4+ M. Jest ja-
sne, ze odwzorowania x — (M) jest homomorfizmem algebry A w cialo liczb
zespolonych C. Homomorfizm ten jest ciagly, bo |x(M)| < ||« + M|| < ||=||

8.17. LEMAT. Niech p bedzie niezerowym homomorfizmem przemiennej algebry
Banacha A w ciato liczb zespolonych i niech

M, ={ze A: p(x) =0}

oznacza jego jadro. Wiedy M, jest idealem maksymalnym algebry A @ (M) =
p(z) dla x € A. Odwzorowanie p — M, miedzy zbiorem wszystkich niezerowych
homomorfizmow i zbiorem IM wszystkich ideatow maksymalnych jest wzajemnie
jednoznaczne.

Dowéd: Poniewaz element p(z)e—x lezy w ideale M), to jest singularny i dlatego
liczba p(x) lezy w widmie o (). Z lematu 8.9 wynika, ze |u(z)] < ||2||. Oznacza to,
ze homomorfizm i jest ciagly, ideal M, domkniety a A/M,, jest algebra Banacha.
Homomorfizm p jest staly na kazdej warstwie x 4 M,, 1 dlatego wyznacza pewien
homomorfizm g algebry ilorazowej A/M,, w cialo liczb zespolonych C. Poniewaz
plae) = o, to i odwzorowuje A/M, na cale C. Wynika stad, ze A/M, jest
cialem, a w konsekwencji, ze ideal M), jest maksymalny. Réwnos¢ p(x) = x(M,,)
wynika bezposrednio z okreslenia (M, ). Odwzorowanie ¢ — M, jest wzajemnie
jednoznaczne, bo jedli M,, = M,,, to pi(z) = x(M,,) = «(M,,) = po(x) dla
wszystkich x € A. [ ]

8.18. WNIOSEK. Kazdy homomorfizm przemiennej algebry Banacha w cialo liczb
zespolonych jest ciggly.
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8.19. LEMAT. Niech M oznacza zbior wszystkich idealow maksymalnych prze-
miennej algebry Banacha A. Witedy x(IM) = o(x) oraz

(8.45) sup [a(M)] = Tim [|2"||*/".
Mem n—00

Dowéd: Element x(M)e — x lezy w ideale maksymalnym M, dlatego jest sin-
gularny, wiec #(M) € o(x). Odwrotnie, jezeli A € o(X), to element singularny
Ae — x lezy w pewnym ideale maksymalnym M. Wtedy A = x(M). Réwnoéc
(8.45) wynika z lematu 8.9. [ ]

DEFINICJA. Element x algebry Banacha A nazywamy topologicznym nilpo-
tentem, jesli ||:1;"||1/" — 0. Radykal R to zbiér wszystkich topologicznych nil-
potentéw algebry A. Jezeli R = {0}, to algebra nosi nazwe pélproste;j.

8.20. LEMAT. Radykal przemiennej algebry Banacha pokrywa sie z przekrojem
wszystkich jej ideatow maksymalnych.

Dowéd: Poniewaz x(M) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy « € M, wiec teza wynika
z lematu 8.19. [ ]

DEFINICJA. Przestrzenia strukturalna przemiennej algebry Banacha A na-
zywamy zbior 9 wszystkich jej idealéw maksymalnych wyposazony w topologie,
w ktorej baza otoczen punktu My € M tworza zbiory

U(Mo, e, F)={M €M : |[z(M)—2(Mo)| <e dla x€F},

gdzie ¢ > 0 a F jest dowolnym skonczonym podzbiorem A. Zauwazmy, ze topo-
logia ta, to najstabsza topologia w 9, w ktorej wszystkie funkcje M — x(M) sa
ciagte.

8.21. LEMAT. Przestrzen strukturalna M przemiennej algebry Banacha A jest
zwartq przestrzeniq Hausdorffa i dla kazdego © € A funkeja x(m) jest ciggla na
m.

Dowéd: Oznaczmy przez @, domkniety dysk {A € C: |A| < ||z]|} plaszczyzny ze-
spolonej i niech @ = [[,c 4 @« bedzie produktem topologicznym wszystkich tych
dyskéw. Poniewaz |a(M)| < ||z, to (M) € @, dla kazdego = € A i dlatego
kazdemu M € 9 odpowiada pewien punkt ¢ € (), mianowicie punkt o wspol-
rzednych ¢(x) = x(M). Réznym idealom maksymalnym M; i M; odpowiadaja
w () rézne punkty, bo jezeli « € My, @ ¢ Ma, to x(My) =0 # x(Ma). 7 twier-

dzenia Tichonowa (patrz ??) wynika, ze ) jest zwarta przestrzenia Hausdorffa, a
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M jest topologicznie réwnowazna pewnemu podzbiorowi przestrzeni (). Dla za-
konczenia dowodu wystarczy pokazac, ze 9 jest domknietym podzbiorem w ).
Niech A€ M, ¢ >0, F = {z,y,x +y}, gdzie x,y sa dowolnymi elementami A.
Otoczenie U(A, e, F') punktu A w @ ma niepusty przekrdj z 9, dlatego istnieje
taki ideal maksymalny M, ze

M) —a(M)] <e, |[My) —y(M)] <,
Az +y)— (2 +y)(M)] <e.

Poniewaz (x + y)(M) = (M) + y(M), a ¢ > 0 jest dowolne, to AMa +y) =
Ax) + Ay). W ten sam sposéb mozna dowiesé, ze A(e) = 1, AMax) = a(x)
i May) = M2)A(y). Tak wiec punkt A € 9 okreéla niezerowy homomorfizm
algebry A w cialo liczb zespolonych. Z lematu 8.17 wynika istnienie takiego ideatu
maksymalnego M, w M, ze x(M,) = AMz), = € A. Tak wiec A € M tzn., ze M

jest domknietym zbiorem w ().

8.22. TWIERDZENIE. Niech M bedzie przestrzeniq strukturalng przemiennej al-
gebry Banacha A, zas C(ON) algebrq Banacha wszystkich zespolonych funkeji cig-
glych na M. Wtedy odwzorowanie x — x(-) jest cigglym homomorfizmem algebry
A w C(OM), przy czym sup yreom ‘x(M)‘ < ||z||. Odwzorowanie to jest wzajemnie
jednoznaczne wtedy 1 tylko wtedy, gdy algebra A jest polprosta.

Dowéd: To, ze odwzorowanie @ — x(+) jest homomorfizmem wynika z okreslenia
x(M). 7 lematu 8.21 wynika, ze z(-) € C(IM). Nieréwnos¢ |z(M)| < ||z|| po-
kazana zostala w lemacie 8.19. Gdy A jest algebra potprosta, to z lematu 8.20
wnosimy, ze gdy #(M) = 0 dla wszystkich M € 9, to v = 0. Wtedy odwzoro-
wanie @ — x(+) jest wzajemnie jednoznaczne. Odwrotnie, jezeli to odwzorowanie
jest wzajemnie jednoznaczne, to z lematu 8.20 wynika, ze A jest pélprosta. [ ]

8.23. PRZYKLAD. Niech K bedzie zwarta przestrzenia Hausdorffa. Pokazemy, ze
w algebrze C'(K) kazdy funkcjonal liniowy i multiplikatywny g dany jest wzorem

plx) = x(to), gdzie to € K.

Pokazemy najpierw, ze istnieje taki punkt tg € K, ze jezeli u(x) =0, to x(tg) = 0.
Istotnie, gdyby takiego punktu nie bylo, to dla kazdego ¢t € K istniatby taki
element z; € C(K), ze p(xy) = 0 oraz w4(t) # 0. Kladac w razie potrzeby
T T W miejsce xp, mozemy zalozyé, ze x(s) = 0 1 x(t) > 0. Zbiory otwarte
Ug={s € K :ax(s) >0} pokrywaja cala przestrzen K, ze zwartosci K wynika
mozliwos¢ wybrania takich punktéw ¢1,¢2,...,t, € K, ze K = Ji_; U, . Wynika
stad, ze y(s) = x4 ()t ae,(s)+.. .+ 2, (s) > 0 dla wszystkich s € K, czyli, ze y
jest elementem odwracalnym w C(K). 7 drugiej strony u(y) = pu(xe,) + p(ae,) +
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oot pu(xe,) =0, co prowadzi do sprzecznoéci. Istnieje wiec zadany punkt ¢g. Niech
x bedzie dowolnym elementem algebry C(K). Jezeli u(x) = o, to pu(x —ae) =0,
skad (x — ae)(to) = 0, czyli a(to) = o = p(x). Widzimy wiec, ze M = K i ze
odwzorowanie © — x(-) jest po prostu tozsamoscia.

8.24. PRZYKEAD. Niech S bedzie przestrzenia topologiczna lokalnie zwarta i
niech Cp(S) oznacza algebre funkcji ciagtych na S, ,znikajacych w nieskonczo-
nosci”, tzn. takich funkcji = : S — C, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje taki zbior
zwarty K C S, ze |x(t)] < e dla t ¢ K. Rozpatrzmy algebre Banacha A wszyst-
kich funkeji ,majacych granice w nieskonczonoéci”, tzn. postaci x(t) = A + xo(?),
gdzie A € C, z9 € Co(5), z norma ||z|| = sup;cs |#(¢)|. Dla takiej funkcji na-
piszemy limi oo #(t) = A. Rozumujac podobnie jak w poprzednim przykladzie
pokazujemy, ze jedynymi funkcjonatami liniowymi multyplikatywnymi algebry A
sa funkcjonaly postaci

plx) =x(to), to€ S, lub p(x)= lim x(t).
t—o0
Oznacza to, ze przestrzen strukturalna 91 algebry A pokrywa sie ze zbiorem
SU{oc}. Jak poprzednio, tatwo pokazujemy, ze topologia na przestrzeni S odzie-
dziczona z M pokrywa sie z wyjsciowa topologia 5. Oznacza to, ze 9 jest uzwar-
ceniem jednopunktowym, tzw. uzwarceniem Aleksandrowa, przestrzeni 5.

8.25. PRZYKEAD. Niech S bedzie przestrzenia topologiczna catkowicie regu-
larna. Pokazemy, ze przestrzen strukturalna 9t algebry C'(5) jest homeomorficzna
z uzwarceniem Cecha-Stone’a 3.5 przestrzeni S.

Rzeczywiscie, poniewaz S jest przestrzenia catkowicie regularna, to przypo-
rzadkowanie ¢t — My = {x € C(5): x(t) = 0} € M jest wzajemnie jednoznaczne.
Niech Mg oznacza obraz zbioru S przez to odwzorowanie. Pokazemy, ze Mg lezy
gesto w M. Gdyby tak nie byto, to w 9 istnialoby otoczenie postaci

{MED)T: ‘l‘k(M)—l'k(Mo)‘ <e, k:1,2,...,n}

roztaczne z Mg. Polézmy yr = a2 — x5 (Mo) e. Wtedy dla kazdego t € S istnieje
taki wskaznik k, ze |yr(t)| > €. Niech

y(t) =Y yr(t) yu(t).
k=1

Wtedy y(t) > ? dla wszystkich ¢ € S, wiec dla y w C(S) istnieje funkcja od-
wrotna y~!. Wtedy y nie lezy w zadnym ideale maksymalnym, choé¢ y(Mp) = 0.
Tu sprzecznosé. Rozumowanie to pokazuje, ze Mg lezy gesto w M. Ponadto dla



166 VIIl. ALGEBRY BANACHA

kazdego © € C(S) funkcja x(M) jest ciagta na 9 i jest przedtuzeniem na M
funkeji @(My) = x(t). Dla zakonczenia dowodu wystarczy wiec pokazac, ze od-
wzorowanie t — M; jest homeomorfizmem S na Mg . Przeciwobrazem otoczenia

(a) {MtEQﬁS: ‘wk(Mt)_l'k(Mto)‘ <e, k:1,2,...,n}
przez to odwzorowanie jest zbior
(b) {tES: ‘l‘k(t)—l'k(to)‘ <e, k:1,2,...,n},

ktory z powodu ciagtosci funkeji xp, £ = 1,2,...,n jest otwarty. Oznacza to,
ze rozpatrywane odwzorowanie jest ciagle 1 wystarczy tylko sprawdzié, ze jest
otwarte. Zauwazmy w tym celu, ze kazdy zbior otwarty w S jest suma zbiorow
typu (b). Istotnie, jezeli U jest otoczeniem punktu g a @ € C(S5) jest funkcja
oddzielajaca punkt tg od zbioru S\ U, (tzn. x(to) =1, 2(t) =0 dla t ¢ U) to
zbior

{tes:|a(t)—a(to)| < §}

jest otoczeniem punktu to typu (b), zawartym u otoczeniu U.

8.26. PRZYKEAD. Wykazemy, ze w algebrze L'(R) kazdy funkcjonal multipli-
katywny p dany jest wzorem

o0 .
plx) = / x(t)edt, gdzie seR.

— 00

Zauwazmy najpierw, ze L'(R) nie jest algebra Banacha, bo nie posiada jednosci,
winni$émy wiec bada¢ algebre A = C® L!(R) powstala przez dolaczenie jednosci.
Kazdy niezerowy funkcjonal multiplikatywny na A jest postaci

Hde + @) = A+ p(e).

Jednym sposréd dopuszczalnych funkcjonatéow jest po(Ae + ) = A. Pozostale
sa niezerowymi funkcjonatami multyplikatywnymi algebry LY(R). Oznacza to, ze
przestrzen strukturalna 9 algebry A4 mozna utozsami¢ ze zbiorem R U {po}.
Pozostawiamy jako ¢wiczenie pokazanie, ze 9 jest uzwarceniem Aleksandrowa
przestrzeni R.

Funkcjonal s, jako ciagly funkcjonal liniowy na przestrzeni LY(R) musi mieé
postac

+o0o
uo) = [ et
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gdzie £ € L™(R). Z wlasnosci multyplikatywnosci g otrzymujemy warunek

/_:O (/_:Ow(t - S)y(s)d5> ¢(t)dt = /_:ox(t) £(t)dt /_:O y(s) E(s) ds.

Réwno$é ta zachodzi dla wszystkich @,y € LYR). Zatem &£(t 4 s) = £(t) £(s)
prawie wszedzie. Wobec mierzalnosci funkcji €, musi ona by¢é postaci £(¢) = e*t
dla pewnego z € C. Poniewaz funkcja £ jest istotnie ograniczona, wiec z musi
by¢ czysto urojona, tzn. z = 1s, s € R. Oczywiscie dla réznych s funkcjonaty,

ktore otrzymamy sa rozne. Poniewaz funkcja

+o0 .

Z(s) = / x(t) e dt
— 0

jest ciagla funkcja zmiennej s, dazaca do zera w nieskonczonosci, wiec istotnie

przestrzen strukturalna 9 algebry A mozemy utozsami¢ z uzwarceniem Alek-

sandrowa R U {oo} prostej R. Punkt oo jest tu reprezentowany przez funkcjonal
iy

8.27. PRZYKELAD. Stosujac podobna technike mozna pokazac, ze kazdy funk-
cjonal multyplikatywny p na algebrze ¢}(Z) wszystkich ciagéw sumowalnych

x=(...,2_1,20,21,...) ze splotem, jest postaci
400 '
/,L(l') = Z Tn elnt7
— 0

gdzie t jest liczba rzeczywista (spetniajaca warunek 0 <t < 27, by odpowiednio$¢
byla wzajemnie jednoznaczna).

DEFINICJA. Powiemy, ze algebra Banacha A jest generowana przez zbiér A C
A, jezeli najmniejsza domknieta podalgebra z jedynka e i zawierajaca A jest A.
Zbior A nazywamy wtedy zbiorem generatoréw algebry A.

8.28. PRZYKELAD. Algebra dyskowa A(D) jest generowana przez zbiér jedno-
elementowy, ztozony z funkcji identycznosciowej fo(z) = z. Algebra C(T') jest
generowana przez zbiér {fo, fo}. Wynika to z twierdzenia Stone’a-Weierstrassa.
Zaden zbiér jednoelementowy nie generuje C(1').

8.29. TWIERDZENIE. Przestrzen strukturalna przemiennej algebry Banacha A
generowanej przez zbior A C A jest homeomorficzna z domknictym podzbiorem
produktu zbiorow [[o(a), gdzie a przebiega zbior A.
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Dowéd: Zgodnie z lematem 8.19, x(9M) = o(x) i dlatego przyporzadkowanie
M — x(M) okresla odwzorowanie przestrzeni I w [],c 4 o(x). Odwzorowanie
to jest ciagle, bo ciagle sa wszystkie funkcje «(+). Zalézmy, ze (M) = x(M>) dla
wszystkich @ € A. Poniewaz zbior A generuje A, to y(My) = y(Ms) dla wszyst-
kich y € A, stad My = My, bo jezeli y € My oraz y ¢ M, to y(My) = 0 #
y(Mz). Rozpatrywane odwzorowanie jest wiec ciagle i wzajemnie jednoznaczne z
przestrzeni zwartej Hausdorffa 9 w (zwarta) przestrzen Hausdorffa [], .4 o(x),
jest wobec tego homeomorfizmem a obraz 9 jest domkniety w [[,c 4 o(x).

8.30. WNIOSEK. Przestrzen strukturalna przemiennej algebry Banacha z jednym
generatorem jest homeomorficzna ze spektrum tego generatora.

Przemienne C*-algebry

C*-algebra nazywamy algebre Banacha z inwolucja *, spelniajaca dodatkowo
warunek ||z*z| = ||z

Jest jasne, ze algebra C'(K'), gdzie K jest przestrzenia zwarta, jest C*-algebra
przemienna, jezeli za inwolucje * wybraé zwykle sprzezenie zespolone *(t) =
z(t). Mamy wtedy [|z*z|co = |||2|*||cc = [|z|% . Innym dobrze znanym nam
przyktadem C*-algebry, tym razem nieprzemiennej, jest algebra L(H) wszystkich
ograniczonych operatorow na przestrzeni Hilberta H. Inwolucja, to sprzeganie
operatoréw (T*z, y) = (x, Ty), x,y € H. Wiemy, ze | T*T|| = ||T||* dla kazdego
T e L(H).

Niech T bedzie operatorem normalnym na przestrzeni Hilberta H, zas A
najmniejsza domknieta podalgebra w L(H) zawierajaca T', T* oraz . Wtedy A
jest przemienna C*-algebra.

W algebrze dyskowej A(D) mozna wprowadzié inwolucje ktadac z*(z) = z(%).
Jednak A(D) nie jest C*-algebra. Mamy bowiem dla funkcji x(z) = z+41; ||a*z|| =
sup,ep |27 + 1| = 2, natomiast ||z|| = sup.cp |z +i| = 2.

A=l

8.31. LEMAT. Jezeli A jest przemienng algebrq Banacha, to || i

|lz*|| = ||z|| dla kazdego = € A, a takie e* = e.
Dowod: Mamy
Il = [|(=*)*a?[| = [[(z")%2*|| = [|[(2"2)(a"2)"|| = l|l2"2|l = [|2]|*.

Tak wice [[2?|| = [|z|*. Dalej [Jz||* = [la*z| = [Jza*| = [Ja**2*|| = [Ja*|*, skad
|2*|| = ||=]|. W konicu e* = ee* = e**e* = (e*e)* = ™ =e.
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DEFINICJA. Homomorfizm h z C*-algebry A w C*-algebre B nazywamy *-homomorfizmem,
jesli zachowuje inwolucje tzn. [h(:z;)] = h(x*). Jezeli *~homomorfizm jest izomor-
fizmem, to nazywamy go *-izomorfizmem.

8.32. LEMAT (ARENS). Jezeli M oznacza przestrzen strukturalng przemiennej
C*-algebry A, to odwzorowanie x — x(-) algebry A w algebre C(OM) jest *-ho-
momorfizmem.

Dowdd: 7 twierdzenia 8.22 poprzedniego paragrafu wiemy, ze odwzorowanie x —

z(+) jest homomorfizmem. Pozostaje wiec wykazac, ze a*(A) = x(A) dla wszyst-
kich A € 9 oraz « € A. Niech z(\) = o+ i, za§ z*(\) = v + 4, gdzie
liczby a, B,vd sa rzeczywiste. Pokazemy, ze zalozenie 5 + § # 0 prowadzi do
sprzecznosci. Potozmy

I
 B+6

y <:1;—|—:1;*—(oz—|—’y)e>.

Wtedy y* =y oraz y(A) = ¢ a dla dowolnej liczby rzeczywiste] m mamy
(y+ime)(A) =y(A)+im =1i(1+m).
Wobec tego |1 +m| < ||y +imel, czyli

(L+m) <|ly+imel*=|(y+ime)(y+ime)l|=|(y—ime)(y+ime)|
= [ly* + m’e|| < [ly[I* +m*.

Nieréwnosc ta nie moze by¢ prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych, np.

dla m = ||y||?, tu sprzeczno$é. Dowiedliémy w ten sposéb, ze 5+ & = 0, tzn.
z(A) = a 418, 2*(X) = v — 1. Ale wtedy (ia)(A) = ia(A) = —F + 1a, za$
(1z)*(X) = —ia*(A) = —f — iv. Ma mocy udowodnionej juz czeéci twierdzenia

wnosimy, ze a —y = 0, tzn. 2*(\) = (). []

8.33. TWIERDZENIE GELFANDA-NAIMARKA. Przemienna C*-algebra jest izo-

*

metrycznie *~izomorficzna algebrze C (M) wszystkich funkcji cigglych na swojej

przestrzent strukturalnes.

Dowod: Niech 91 oznacza przestrzen strukturalna algebry A. 7 lematu 8.31 wy-
nika, ze ||z™| = ||=||™, gdy m jest potega 2. Z lematu 8.19 poprzedniego paragrafu
wynika, ze

sup [o(N)] = lim /]l = ]|
Wobec tego odwzorowanie © — x(-) jest izometria A w C(9M) i A nie posiada
radykalu. 7 lematu 8.32 wiemy, ze odwzorowanie to jest *-homomorfizmem. Po-
zostaje dowies¢, ze jest ono ,na” tzn., ze kazdej funkcji ciagte] na 91 odpowiada
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pewien element @ € A. Skorzystamy w tym celu z twierdzenia Stone’a. Oznaczmy
przez B podalgebre C(9M) rozpieta na wszystkich funkcjach x(-), € A. Ponie-
waz ||z = sup, on ‘:1;()\)‘ , oraz przestrzen A jest zupela, wiec B jest domknieta
podalgebra w C'(901). Niech A1, A2 beda dwoma réznymi idealami maksymalnymi
w M iniech y € A1, y ¢ do. Wtedy y(A1) # y(A2), tzn. B rozdziela punkty
M. Lemat 8.32 pokazuje, ze spelnione sa zalozenia twierdzenia Stone’a. Dlatego

B=cmm). []

8.34. WNIOSEK. Kazda przemienna C*-algebra operatorow na przestrzeni Hil-
berta jest izometrycznie *~izomorficzna C*-algebrze wszystkich funkecji cigglych na
swojej przestrzeni strukturalnes.

8.35. WNIOSEK. Jezeli B jest domknietq C*-podalgebrq przemiennej C*-algebry
A i B i A majq wspolng jedynke e, to element y € B jest odwracalny w A wiedy
i tylko wtedy, gdy jest odwracalny w B. Wynika stad, ze widmo op(x) elementu x
wzgledem algebry B pokrywa si¢ z widmem o4(x) wzgledem calej algebry A. []

Dowod: Jezeli y jest odwracalny w B, to tym bardziej jest odwracalny w A, bo
obie algebry maja wspolna jedynke. Zalézmy teraz, ze y jest odwracalny w A. Po-
niewaz (y~1)*y* = (yy~H)* = e* = ¢, wiec takze y* jest odwracalny w A a w kon-
sekwencji odwracalny jest takze element yy*, 7 twierdzenia Gelfanda-Naimarka
wynika, ze widmo elementu yy* jest rzeczywiste, dlatego zbior p(yy*) jest spojny.
7 wniosku 8.12 wynika, ze yy* jest odwracalny w B. [ ]

8.36. WNIOSEK. Niech x bedzie elementem przemiennej C*-algebry A i niech
C*(x) oznacza najmniejszq domknietq C*-podalgebrq zawierajgcq x i jedynke e al-
gebry A. Wtedy algebra C*(x) jest izometrycznie *-izomorficzna z algebrq

C(U(:L')).

Dowéd: 7 poprzedniego wniosku wynika, ze widmo o(z) elementu = wzgledem
algebr C*(z) i A pokrywaja sie. Dlatego mozemy zalozy¢, ze wielomiany od
x* 1 e leza gesto w A, tzn. A = C*(x). Niech 9 oznacza przestrzen strukturalna
algebry A. Mamy wtedy o(z) = 2(9). Rozwazmy ciagle odwzorowanie A — x(A)
przestrzeni 9 na o(x). Pokazemy, ze jest ono wzajemnie jednoznaczne. Jezeli
z(A) = z(N), to 2*(A) = 2(A) = 2(N) = 2*(V), a wiec y(A) = y(V) dla kazdego
elementu y bedacego wielomianemod z, z* i1 e. Poniewaz elementy takiej postaci
leza gesto w A, otrzymujemy y(A) = y()\') dla wszystkich y € A. Z twierdzenia
Gelfanda-Naimarka wynika, ze kazda funkcja ciagla na 9 przyjmuje jednakowe

wartoéci w punktach A i ) i dlatego musi byé A = X. Reasumujac, funkcja
A — x(A) odwzorowuje w sposéb ciagly i wzajemnie jednoznaczny przestrzen
zwarta 90 na przestrzen zwarta «(9M) = o(x). Zbiory te sa wiec homeomorficzne.

[]



ROZDZIAL IX

TWIERDZENIE
SPEKTRALNE

Twierdzenie spektralne, ktére udowodnimy, jest uogolnieniem znanego nam
twierdzenia z algebry o sprowadzaniu macierzy normalnej n X n do postaci dia-
gonalnej. Obiektem naszych rozwazan bedzie dowolny ograniczony operator nor-
malny na przestrzeni Hilberta H, tzn. operator spetniajacy rownos¢ TT™* = T*T,
gdzie T™ oznacza operator sprzezony, zwiazany z T réwnoscia (T'x, y) = (x, T*y)
dla wszystkich =,y € H. Zauwazmy, ze najmniejsza domknieta podalgebra z
jednoscia w L(H) zawierajaca T i T* jest przemienna C*-algebra. 7 twierdze-
nia Gelfanda-Naimarka wynika, ze jest izometrycznie *-izomorficzna z C*-algebra
C(O‘(T)) (patrz wniosek 8.36 z poprzedniego rozdzialu). Pozwala to kazdej funk-
cji ciaglej na o(T') przyporzadkowaé operator dzialajacy na przestrzeni H, przy
czym funkcji f(A) = A odpowiada operator T'. Naszym celem bedzie rozszerzenie
tego odwzorowania na szersza klase funkcji — wszystkich funkcji borelowskich
ograniczonych na o(T). Funkcjom charakterystycznym podzbioréw beda odpo-
wiadaly projektory ortogonalne. Rodzina tych projektorow nosi nazwe miary
spektralnej. Jej zwiazek z operatorem T odpowiada zwiazkowi funkcji f(A) = A
z funkcjami charakterystycznymi podzbioréw widma o(T') i bedzie opisany w
twierdzeniu spektralnym.

Miara spektralna

Zalézmy, ze dane jest ciato ¥ podzbioréw ustalonego zbioru S oraz funkcja F
odwzorowujaca ¥ w algebra L£(X) ciaglych operatoréw liniowych na przestrzeni
Banacha X. Zalozmy, ze funkcja F jest addytywna i ograniczona tzn., ze

(9.46) E(Uo)=FE()+ E(o) oraz [[E(o)|| <K

dla kazdej pary rozlacznych zbioréw 6,0 w X i pewnej stalej K. Potem, w twier-
dzeniu spektralnym bedziemy zaktadali, ze E jest miara spektralna tzn., ze X
jest przestrzenia Hilberta a operatory E(4) projektorami ortogonalnymi. Na razie
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jednak takie zalozenie nie jest potrzebne. Wymagamy jednak by funkcje, ktére
bedziemy catkowaé byly ograniczone i ¥-mierzalne.

Zespolona funkcje f na S nazywamy Y-mierzalna, jezeli f71(A4) € ¥ dla
kazdego borelowskiego podzbioru A C C. Jezeli ¥ jest rodzina wszystkich pod-
zbioréw borelowskich przestrzeni topologicznej S, to funkcje Y-mierzalne nosza
nazwe borelowskich. Przestrzen B(S,Y) wszystkich ograniczonych i ¥-mierzal-
nych funkeji zespolonych na S jest domknieta podprzestrzenia liniowa w prze-
strzeni wszystkich zespolonych funkcji ograniczonych na S z norma || ||oo . Zwroé-
my uwage, ze funkcje charakterystyczne zbioréw z ¥ tworza zbior liniowo gesty
w B(S,Y)

Funkecje f: 5 — C nazywamy Y -prosta, gdy jest postaci

(9 47) f = Z aan'kv
k=1

gdzie X4, jest funkcja charakterystyczna zbioru o € ¥. Z addytywnosci funkeji

E latwo wyprowadzié, ze jezeli Y i a;Xy = ETzl BiXs; » to S aiE(oy) =
" B,E(5;). Dlatego caltke z funkcji X-prostej postaci (9.47) mozna okrelié
j=1F3 J g € J p Y

rownoscia

/5 F(5) B(ds) = 3 e Fo).

Poniewaz pelne wahanie kazdej skalarnej funkeji addytywnej zbiorow g ma X nie
przekracza 4sup,ey ‘/,L(O')‘, to dla kazdej funkcji ¥-prostej f otrzymamy

:1;*</Sf(3) E(ds)):z; = ‘Af(s)x"(E(dsO)x

< 4sup [f(s)|sup [|E(a)||||<][[|="]

S1ES oEY

dla dowolnych x € X oraz z* € X*. W takim razie
| [765) Eas)

gdzie K jest stala z nieréwnosci (9.46). Nieréwnos¢ ta dowodzi, ze jezeli ciag
{fn} funkecji ¥-prostych jest zbiezny w B(S5,%) do funkecji f, to ciag calek
{fS fnl(s) E(ds)} jest zbiezny w L(X) i jego granica zalezy tylko od f, a nie
od konkretnego wyboru ciagu {f,}. Mozemy zatem okresli¢ catke z funkcji f

< 4K sup [£(5),
s€eS

WZzorein

/Sf(s) E(ds) = lim [ fu(s) E(ds).

n—oo S
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Dla zbioru o € ¥ calke [ f(s) E(ds) bedziemy rozumiecjako [q f(s) Xq(s) E(ds).
Jest jasne, ze odwzorowanie f — [ f(s) E(ds) jest ciaglym odwzorowaniem linio-
wym przestrzeni o B(S,Y) w algebre L£(X), ograniczonych operatoréw liniowych
na X.

Jezeli funkcja E jest miara spektralna, to odwzorowanie f — [ f(s) E(ds)
okazuje sie by¢ homomorfizmem algebr. Rzeczywiscie, niech f,g € B(S,Y). Za-

uwazmy, ze oba operatory [ f(s)g(s) E(ds) i (fS f(s) E(ds)) X (fS g(s) E(ds))
w sposob liniowy i ciagly zaleza od ¢ 1 ze jezeli ¢ jest funkcja charakterystyczna
zbioru ¢ w X, to

Aj@ﬂ$ﬂ%%iéﬂ$ﬂﬁﬂ®=Aj@EM$M®

_ [/Sf(s)E(ds)] [/Sg(s)E(ds)].

Wynika stad, ze jezeli f € B(S5,Y), to réwnos¢

[ st s = | [ e | oo v

zachodzi dla wszystkich funkcji ¥-prostych ¢, a w konsekwencji, z ciagtosci obu
stron wzgledem ¢, dla dowolnych funkcji f,¢g € B(S,Y), Jak widac, niezbedne
jest, by funkcja E spetniata warunek

E(ocNd)=FE(o)E(), dla o,6d€X.

W szczegdlnosci wszystkie operatory F(o) musza by¢ projektorami na X . Jezeli
ponadto X jest przestrzenia Hilberta, a F funkcja samosprzezona tzn. F(o)* =
E(o) dla wszystkich o € ¥, to odwzorowanie f — [o f(s) E(ds) jest *-homo-
morfizmem C*-algebry B(S,Y) w C*-algebre wszystkich ciagltych operatoréw li-
niowych na przestrzeni Hilberta. Aby tego dowies¢ rozpatrzmy funkcje X-pro-
sta f. Mamy tu

|:/Sf(S)E(dS):|* = Zz:;oz_iE(cSi) — /SWE(dS),

a poniewaz funkcje proste leza gesto w B(9, X), otrzymujemy [fS f(s) E(ds)] =
Js f(s) E(ds) dla wszystkich f € B(S, ).

DEFINICJIA. Niech ¥ bedzie cialem podzbiorow ustalonego zbioru S a H prze-
strzenia Hilberta. Funkcje £ : ¥ — L(H) nazywamy miara spektralna, jezeli

a. F(6Uo)= E(d)+ FE(o) dla roztacznych 6,0 w X.
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b. F(6No)= E(J) E(o) dla wszystkich §,0 w X.
c. F(§)=FE(d)* dla wszystkich § € X.

Mamy wtedy

9.1. TWIERDZENIE. Niech E bedzie miarg spektralng w przestrzeni Hilberta H.,
okreslong na ciele ¥ podzbiorow zbioru S. Wtedy odwzorowanie f — T(f), okre-
slone wzorem

T(f) = /5 f(s)E(ds),  fe B(S,5),

jest cigglym *-homomorfizmem C*-algebry B(S,X) ograniczonych, X -mierzal-
nych funkcji zespolonych na S w C*-algebre ograniczonych operatoréw na prze-

strzens Hilberta H. [ ]

Twierdzenie spektralne

Udowodnimy najpierw bardzo ogdlne twierdzenie (ogélne twierdzenie spek-
tralne). Zapowiadane wczesniej twierdzenie spektralne dla ograniczonych opera-
toréw normalnych bedzie jego szczegolnym przypadkiem.

9.2. OGOLNE TWIERDZENIE SPEKTRALNE. Kazda przemienna C*-algebra A ope-
ratorow na przestrzeni Hilberta H jest izometrycznie *~izomorficzna z C*-algebrq
C(OM) wszystkich funkeji ciaglych na swojej przestrzeni strukturalnej. Ponadto
kazdy izometryczny *~izomorfizm f — T(f) miedzy tymi algebrami jednoznacznie
okresla miare spektralng F na ciele B wszystkich podzbiorow borelowskich prze-
strzeni strukturalne; M i posiadajgeq nastepujace wlasnosci:

I. dla dowolnych x,y € H funkcja zbiorow (E(o)x, y), o € B jest reqularna i
przeliczalnie addytywna;

IL E(S)T =TE(S),5€ B, T € A;
IIL. T(f) = [y, F(\) E(d)), f € COR).

Dowdd: Pierwsza cze$é twierdzenia, to przytoczone twierdzenie Gelfanda-Naimar-
ka. Dla dowodu drugiej potrzebny bedzie lemat:

9.3. LEMAT. KazZda ograniczona forma dwuliniowa [x,y] na przestrzeni Hilberta
H, spelniajaca warunek [y,z] = [z,y] jednoznacznie wyznacza taki ograniczony
operator samosprzezony A, zZe [v,y] = (Ax, y).

Dowdd: Dla ustalonego y € H, warto$¢ [z,y] w sposdb liniowy i ciagly zalezy
od x, a wiec w H istnieje taki element Ay, ze [x,y] = (x, Ay). Poniewaz forma
[, y] jest ograniczona i dwuliniowa, wiec operator A jest liniowy i ograniczony a

réwnosé [x,y] = [y, x| pokazuje, Ze jest on samosprzezony.
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Kontynuujac dowod twierdzenia zauwazmy, ze dla kazdej pary wektorow T,y
w H liczba < T(f)x,y > zalezy w sposéb liniowy od f oraz ‘ (f)=, ‘ <
IF Iz |[|y|l. Wobec tego z twierdzenia Riesza o postaci funkcjonatu na C(Dﬁ)
istnieje dokladnie jedna taka miara regularna p, ., ze

(9.48) <ﬂﬁ%y¢34gumww», fecmm),

(9.49) 100(0)] < lptagl(@) < lelllyll, o€ B.

Poniewaz (T'(f)(ax), y) = a(T(f) x, y) to z (9.48) otrzymujemy

/f ) oy (dN) = /f Jajay(dN),  f€C(m),

a poniewaz miara jest jednoznacznie wyznaczona przez funkcjonal, ktéry reprezen-
tuje, wiec flar,y = @ iy y. Analogicznie pokazujemy, ze (i, W sposob dwuliniowy
zalezy od x i y Jezeli funkcja f jest rzeczywista, to T(f) = T(f) = T(f)*, a
stad (T'(f)x, y) ={(T(f)y, x), co z (9.48) daje

/f"/myﬁ t/f Ve, feC(m),

a z jednoznaczno$ci przedstawienia p,, = [y ,. Lemat 9.2 i nieréwnosé (9.49)
pokazuja, ze dla kazdego § € B istnieje dokladnie jeden taki operator samosprze-
zony E(0) w L(H), ze py y(6) = (E(0) z, y). Jest jasne, ze funkcja § — E(J) jest
addytywnana B, az (9.49) wynika, ze ||E(d)|| < 1. Dlatego punkt III twierdzenia
wynika z (9.48). Aby dowiesc, ze E(dNo) = E(J) E(0) zauwazmy, ze dla kazdej
pary f,g w C(9) mamy

!&ﬂméﬂmmwmwzégmlﬁwEwo
zéjWﬂﬂﬂﬁﬁﬂUmzﬂﬁﬂm

= [ svr@ @) = [ 1) [ ) BB,
m m m
Wobec czego
| st Etdnns) = [ g E@VEG). e, ge o)
m m

a dalej E(oNd) = FE(o)E(d) dla dowolnych 6,0 € B. Wobec tego F jest miara
spektralna i w szczegoélnosci wszystkie projektory komutuja. Z wlasnosci 3 wynika
wtedy, ze projektory ortogonalne F(d) komutuja takze z T'(f), a to konczy dowéd.
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9.4. WNIOSEK. Miara spektralna jest przeliczalnie addytywna w mocnej topologii
operatorowe;.

Dowdd: Jezeli ciag {d,} zbiorow borelowskich zstepuje do zbioru pustego, to na
mocy wlasnosci I

1E(80) 2||* = (E(8,) 2, B(8,)2) = (E(6,) x, &) = 0. []

Przeprowadzone tu rozumowanie pokazuje takze, ze regularnos¢ miary ska-
larnej (E(d) z, y) dla dowolnych x,y € H pociaga regularnos¢ miary wektorowej
E(§) 2 wzgledem mocnej topologii w H, tzn. dla dowolnych § € B i ¢ > 0 istnieje
taki zbior domkniety F' C § i taki zbiér otwarty G D 4, ze HE((S) :L‘H < ¢ dla kaz-
dego o € B zawartego w GG\ F'. Wynika to z nieréwnosci ||E(o) z||* = (E(o) z, z).
Dlatego dla miary spektralnej pojecie przeliczalnej addytywnosci i regularnosci nie
zalezy od tego, czy rozpatrujemy je w stabej, czy w mocnej topologii.

9.5. WNIOSEK. Kazdy ograniczony operator normalny jednoznacznie wyznacza
na podzbiorach borelowskich plaszczyzny zespolonej C przeliczalnie addytywng re-
gularng miare spektralng F, zerujgcq sie na p(T') @ majgcq wlasnosé

/ FOVE@N),  fecom). [

DEFINICJA. Miara spektralna, o ktérej mowa we wniosku 9.5 nosi nazwe roz-
ktadu jednosci dla operatora normalnego 7'.

9.6. WNIOSEK. Regularna, przeliczalnie addytywna miara spektralna E, okre-
slona na podzbiorach borelowskich ptaszczyzny zespolonej jest rozktadem spekiral-
nym jednosci dla operatora normalnego T wtedy i tylko wtedy, gdy

T:/ N E(dN).
a(T)

Dowod: Jezeli T = f )\E (dN), to T* = f )\E (d)), wiec dla kazdego wie-
lomianu p(A, \) Zmlennych A1 A mamy p(T,T ) fa(T) p(A,A) E(dN). 7 twier-
dzenia Weierstrassa wynika wtedy, ze f(7T) = fa(T) f(A) E(d)) dla kazdej funkcji
/e C(O‘(T)). Wobec tego z wniosku 9.5 wynika, ze E jest rozktadem jednosci
dla T'. Przeciwna implikacja zostala dowiedziona we wniosku 9.5. [ ]
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9.7. WNIOSEK. Niech E bedzie rozktadem jednosci dla ograniczonego operatora
normalnego 1. Dla dowolnej ograniczonej, zespolonej funkcji borelowskiej f na

widmie o(T) poloimy
f) = [ fy By,
a(T)

Wtedy odwzorowanie f — f(T) jest cigglym *-izomorfizmem C*-algebry ogra-

niczonych funkeji borelowskich na o(T) w C*-algebre L(H), przy czym funkeji

FA) = X i f(A) = 1 odpowiadajq operatory T oraz I. Homomorfizm ten ma

jeszeze wlasnosci:

). ISCT) 2l = fogpy FOVPE) 2, 2}, o € H,

(i1). jezeli ograniczony cigg funkcji borelowskich jest jednoczesnie zbieiny w kaz-
dym punkeie widma do funkcji f, to fo(T) — f(T) w silnej topologii ope-

ratorowej. [ |



ROZDZIAL X

DODATEK

Przestrzenie liniowe

10.1. OKRESLENIE PRZESTRZENI LINIOWEJ. Zbiér X nazywamy przestrzenig
liniowa, jesli:
1. dla dowolnych dwoch elementéow x, y € X jest okreslona ich suma = + y,
takze bedaca elementem zbioru X;
2. dla dowolnej liczby zespolonej « i dowolnego elementu = € X okreslony
jest ich iloczyn ax, takze bedacy elementem zbioru X.
Zaktadamy ponadto, ze operacje dodawania elementow i mnozenia elementu przez
liczbe spetniaja nastepujace warunki:
* rTHy=y+u;
o (tty)tz=2+(y+2);
o w X istnieje element 0 o tej wlasnosci, ze © + 0 = = dla kazdego elementu
r e X;
e dla kazdego elementu @ € X istnieje element —x, o wlasnoéci « + (—x) = 0;
o lo=ux;
e a(fe) = (aB)es
e (a4 B =ax+ Pua;
e oz +y)=ar+ay.
Elementy przestrzeni liniowej nazywamy na ogot wektorami. Jesli w zbiorze
X okreslone jest mnozenie tylko przez liczby rzeczywiste, to X nazywamy rze-
czywista przestrzenia liniowa. Oczywiscie kazda (zespolona) przestrzen liniowa
mozna takze traktowac jako rzeczywista przestrzen liniowa.

PRZYKLADY.

1. Oznaczmy przez C" zbiér wszystkich uktadéw = = (z1,22,...,2,) liczb
zespolonych. Jesli w zbiorze C" okreslimy operacje dodawania 1 mnozenia przez
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liczbe zespolona wzorem

(xlvxzv"'vxn)—I_(ylvyzv"'vyn) = ($1+y17$2‘|‘y27---7$n‘|‘yn)7

a(xr,xe, ... xn) = (a1, 009, . .., axy),

to staje sie on przestrzenia liniowa.

Zbior tych wektorow a = (a1, x2,...,1y), dla ktérych wszystkie liczby xj sa
rzeczywiste tworzy rzeczywista przestrzen liniowa, oznaczana R".

Przestrzen C! jest, po prostu, zbiorem wszystkich liczb zespolonych, a R!
zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych.

2. 7Zbioér ¢ wszystkich zbieznych ciagéw liczb zespolonych « = (21,29, 23,...)
z podobnie okreslonymi operacjami dodawania ciagéw 1 mnozenia ciagu przez
liczbe zespolona tworzy przestrzen liniowa.

3. Zbior C[a, b] wszystkich zespolonych funkeji ciagltych @ : [a, b] — C na usta-
lonym przedziale [a, ], jest przestrzenia liniowa ze zwyklym dodawaniem funkcji i
mnozeniem funkcji przez liczbe. Zbior funkeji ciagltych rzeczywistych na przedziale
[a,b] jest rzeczywista przestrzenia liniowa, oznaczana Cgla, b].

10.2. LINIOWA NIEZALEZNOSC WEKTOROW, BAZY HAMELA. Kombinacja li-
niowa wektoréw x1,x9,...,x} przestrzeniliniowej X nazywamy kazda sume po-
staci aqxy + agxg + ... agxg. Wektory 1, 29, ..., 2, nazywamy liniowo nieza-
leznymi jesli ich kombinacja liniowa ajx1 + agxy + ... apxp, staje sie wektorem
zerowym 0 tylko wtedy, gdy a1 = a2 = ... = ap = 0. Jedli wektory x1,x9,..., 2}
nie sa liniowo niezaleznymi, to nazywamy je lintowo zaleznymi. Zbior P C X
nazywamy linilowo niezaleznym, jezeli elementy tworzace dowolny skonczony
podzbidr tego zbioru sa liniowo niezalezne. Zbior liniowo niezalezny B C X na-
zywamy baza Hamela przestrzeni X, jezeli kazdy wektor * € X mozna przed-
stawi¢ w postaci skonczonej kombinacji liniowej

x = arby + asby + ... ayby;

wektoréw zbioru B. 7 liniowej niezaleznosci zbioru B wynika, ze przedstawienie
takie jest jednoznaczne.
Kazda przestrzen liniowa ma baze Hamela, a nawet wiecej (patrz np. [1], Roz-

dzial 11, Twierdzenia 4.5, 4.3):

Kazdy zbior lintowo niezalezny w przestrzeni liniowej mozna uzupel-
ni¢ do bazy Hamela tej przestrzeni. Kazde dwie bazy Hamela ustalonej
przestrzeni liniowej sq rownej mocy.

Moc bazy Hamela przestrzeni liniowej X oznaczamy dim X i1 nazywamy jej
wymiarem.
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Przestrzen C" ma wymiar n, a je] baze Hamela tworza na przyktad wektory
e1 = (1,0,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0),..., e, = (0,0,0,...,1). Obie przestrze-
nie ¢ i Ca,b] maja wymiar nieskonczony; w kazdej z nich mozna wskaza¢ nieskon-
czone zbiory liniowo niezalezne, w pierwszej zbior ciagéw e, = (0,0,...,0,1,0,...)
z jedynka na n-tym miejscu, n = 1,2,3,..., a w drugiej zbiér wszystkich jedno-
mianéw 1, ¢, t2, 13, ..

W istocie bazy Hamela obu przestrzeni ¢ oraz Cla,b] musza by¢ nieprzeli-
czalne. W przestrzeni ¢ ciagi postaci {n™*}>2, s € RT, tworza nieprzeliczalny
zbiér liniowo niezalezny, bo gdy przy 0 < s1 < s9 < ... < 53 rOWnosc

on Va4t apn F =0

zachodzi dla wszystkich n, to mnozac obie strony przez n®! i przechodzac do gra-
nicy przy n — oo otrzymujemy a1 = 0. Usuwajac z tej réwnosci zerowy skladnik
ain~ ! 1 powtarzajac rozumowanie dla wyktadnika s otrzymujemy as = 0, itd.
W koncu po k-krokach otrzymamy a1 = ag = = a = 0. W przestrzeni C[a, b]
nieprzeliczalny zbiér liniowo niezalezny tworzeg funkqe postaci z5(t) = (t — a)®,
seRT.

10.3. PODPRZESTRZENIE LINIOWE, PRZESTRZENIE ILORAZOWE. Podzbiér X
przestrzeni liniowej X nazywamy podprzestrzenia liniowa, gdy wraz z kazdymi
dwoma elementami x, y zawiera ich sume x + y 1 dla kazdej liczby zespolonej «
wraz z elementem x zawiera takze element ax; a wiec, gdy Xg jest przestrzenia
liniowa z tymi samymi dziataniami co w X . Dla dowolnego zbioru A C X sym-
bol lin A oznacza zbior wszystkich skonczonych kombinacji liniowych elementow
zbioru A. Zatem lin A jest najmniejsza podprzestrzenia liniowa w przestrzeni X,
zawierajaca zbior A.

W przestrzeni C? zbidr tych wektordw x = (21, 29,...,2y), dla ktérych xq +
x93+ ...+ 2, = 0 jest podprzestrzenia liniowa. Jej wymiar wynosi n — 1. W
przestrzeni ¢ podprzestrzen liniowa tworza wszystkie ciagi zbiezne do zera a w
przestrzeni Cla,b] wszystkie wielomiany.

Niech Xy bedzie podprzestrzenia liniowa przestrzeni X . Okreslmy w zbiorze
X relacje ~ piszac
r~y gdy z—yé€ Xp.
Jest to relacja rownowaznosci, zatem dzieli ona przestrzen X na klasy abstrakcji,
ktore bedziemy nazywali warstwamai i oznaczali

[]={yeX:y~a}t={r+z:2€ Xo}.

Przestrzen ilorazowa X/ ~ oznaczana dalej symbolem X/Xg, wszystkich warstw
po wprowadzeniu operacji dodawania warstw 1 mnozenia warstwy przez skalar w
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sposob nastepujacy
[w1] 4 [z2] = [z1 + 2], alz] =[oz]

staje sie przestrzenia liniowa, noszaca nazwe przestrzeni ilorazowej X/Xj.

10.4. ODWZOROWANIA LINIOWE, IZOMORFIZM. Niech X, Y beda dwiema prze-
strzeniami liniowymi. Funkcje T': X — Y nazywamy funkcja liniowa, odwzo-
rowaniem liniowym lub operatorem liniowym, jezeli dla dowolnych wektorow
r1,12 € X

T(l‘l + 1}2) =Tz + T

oraz dla dowolnej liczby «

T(ax)=aTuz.

Odwzorowanie liniowe z przestrzeni X w zbior C liczb zespolonych (lub w
zbiér R liczb rzeczywistych, gdy X jest rzeczywista przestrzenia liniowa) nazy-
wamy funkcjonatlem liniowym.

Dla X =C", Y = C™ odwzorowanie A: X — Y

A(l’l,l’z, .- .,l’n) = (y17y27 s 7ym)7

gdzie

n

yi = E aijTj, 1=1,2,....m,
J=1

za$ a;j jest ukladem liczb zespolonych, jest liniowe. Kazde odwzorowanie liniowe
A:C" — C™ jest takiej postaci. Macierz

ail a2 ... dip

a1 az2 ... a2n
a =

am1 dm2 . Amn

nosi nazwe macierza odwzorowania A.

Funkcja @* : ¢ — C, okreslona dla @ = (21,22, 23,...) € ¢ wzorem

KN
ot (x) = nh_)rglo Tn

jest funkcjonatem liniowym na przestrzeni c.

Odwzorowanie V' : Cla,b] — Cla, ]

Va(t) :/ x(u) du, t € la, b,
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jest operatorem liniowym na przestrzeni Ca, b], zwanym operatorem Volterry.

Odwzorowanie liniowe T z przestrzeni liniowe] X do przestrzeni liniowej Y
jest jednoznacznie wyznaczone przez swoje wartosci na wektorach dowolnej bazy
Hamela przestrzeni X, moga nimi by¢ dowolne wektory przestrzeni Y. Zatem

Niech {bt}tier bedzie bazg Hamela przestrzeni liniowej X. Na to by
odwzorowanie T z X do przestrzeni liniowej Y bylo liniowe potrzeba i
wystarcza, aby istniala taka funkcja ¢ : T — Y | Ze

Tx = Zak o(ty), gdy x = Zak by, -
k=1 k=1

Dwie przestrzenie liniowe X i1 Y nazywaja sie algebraicznie izomorficzne,
gdy istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie liniowe T' przestrzeni X na
przestrzen Y. Odwzorowanie takie nosi nazwe algebraicznego izomorfizmu.
Odwzorowanie odwrotne 771 : Y — X jest takze algebraicznym izomorfizmem.

Dla przestrzeni X = C" i jej podprzestrzeni Xo = {z € C" : z14+20+.. .+ 2}
warstwa [z] elementu 2 € C" sktada sie z tych wektoréw y € C", dla ktérych yi +
yot+...+yn = x1+as+. . .4, Zatem kazdej warstwie [x] mozna przyporzadkowaé
wzajemnie jednoznacznie liczbe zespolona x1 + a2+ ...+ x,. Przyporzadkowanie
to jest algebraicznym izomorfizmem przestrzeni X/Xg na przestrzen C'.

10.5. ZBIORY WYPUKLE. Odcinkiem taczacym punkty zi, xy przestrzeni linio-
wej X nazywamy zbior wszystkich punktéw postaci Az 4+ (1 — Az, gdzie 0 <
A< 1.

Zbior W C X jest wypukly, jezeli wraz z kazdymi dwoma punktami zawiera
rowniez odcinek taczacy te punkty.

Przekréj dowolnej rodziny zbioréw wypuklych tez jest zbiorem wypuklym.
Wynika stad, ze dla dowolnego zbioru P C X istnieje najmniejszy zbiér wypu-
kty zawierajacy zbior P. Jest on przekrojem rodziny wszystkich zbiorow wypu-

ktych zawierajacych P. Zbioér ten oznaczamy conv P i nazywamy uwypukleniem
zbioru P.

Jezeli P = {ay,22,...,2,}, to conv P jest zbiorem elementéw postaci
(10.50) Aay+ doxg + .o+ Apag,

gdzie wszystkie liczby A, sa nieujemne oraz A; + Ay +...4+ A, = 1. Istotnie, zbidr
wszystkich elementéw postaci (10.50) jest wypukly, wystarczy zatem pokazac,
ze zbiér conv P musi wszystkie takie elementy posiadac. Gdy n = 2, wynika to
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bezposrednio z definicji zbioru wypuklego. Dla wiekszych n dowod mozna prze-
prowadzi¢ przez indukcje. Na przyktad, gdy Ay + Ao > 0 oraz A\ + Ay + A3 =1,
to )\1)_‘1_1)\2:1;1 + )\1)_‘1_2)\2 xg € conv P, dlatego

A A
A1z + Ao + Azzz = ()\1-|-)\2)< L

zo | + A3z
A1+ A AL+ Ay 2> 33

takze lezy w conv P.

Zbior wypuklty W C X nazywamy pochlaniajacym, jezeli dla kazdego ele-
mentu z € X istnieje taka liczba dodatnia A, ze @ € AW = {dw : w € W}, tj.
ze %:L‘ € W. Funkcje p: X - R™T

ple) =inf{A>0:2€ AW}

nazywamy funkcjonatem Minkowskiego zbioru W'.
Jest oczywiste, ze gdy v € W, to p(x) < 1,agdy p(z) <1,to x e W.

Funkcjonat Minkowskiego ma nastepujgce wlasnosci:

L. p(x) > 0;

2. plx +y) < ple) +ply);

3. p(Ax) = Ap(x) dla X > 0.
Kazda funkcja p na X spetniajgcy powyzsze warunki jest funkcjonalem
Minkowskiego pewnego zbioru wypukiego pochlaniajgcego.

Wiasnosc pierwsza jest oczywista. Dla dowodu wlasnosci 2 zauwazmy, ze z definicji
funkcjonatu Minkowskiego wynika, iz dla dowolnego ¢ > 0

1
ew, ——yeWw
pa) e’ ply) e’
Polézmy
)\ = p(x) +¢
p(e) + p(y) + 2¢
wtedy

v ply) e
I=A= p(e) +p(y) + 2’

wiec na mocy wypuklosci zbioru W, do W nalezy element

1 1
p(x) + e (1= )p(y)+6y’
tj. element
1
(z +y).
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Stad p(x+y) < p(a)+p(y)+2¢, a poniewaz ¢ moglo by¢ dowolna liczba dodatnia,
wiec p(x +y) < p(x) + p(y). Réwnosé 3 dla A = 0 jest oczywista, a jezeli A > 0,
to

p(Az) =inf{la >0: ez caW}=infla>0:2€ §W}
=inf{A\8 >0:2 € W} = Ap(x).

Zalézmy teraz, ze funkcjonal p na przestrzeni X spelnia warunki 1, 2 1 3.
Okreslmy W ={x € X : p(x) < 1}. Zbiér W jest wypuktly, bo jesli x1,20 € W
oraz 0 < A <1, to

p(Aar+ (1= Naz) < Ap(a) + (1= Aply) <A+ (1-A) =1,

wiec Axp + (1 — Nag € W. Zbiér W jest tez pochlaniajacy, bo s
dla kazdego = € X. Wreszcie

ple) =inf{A >0:p(a) <A} =inf{A>0:2 € AW},
czyli p jest funkcjonatem Minkowskiego zbioru W'.

10.6. TWIERDZENIE HAHNA-BANACHA. To jedno z najwazniejszych twierdzen
analizy funkcjonalnej. Podana ponizej postac tego twierdzenia jest bardzo ogélna,
cho¢ dotyczy tylko rzeczywistych przestrzeni liniowych. W zastosowaniach do prze-
strzeni unormowanych (rzeczywistych lub zespolonych) korzystaé¢ bedziemy na
ogoél z innej, nieco stabszej, jego wersji

TWIERDZENIE HAHNA-BANACHA. Niech p bedzie funkcjonatem Min-
kowskiego na rzeczywiste) przestrzent liniowej X oraz xy funkcjonatem
liniowym, okreslonym na pewnej podprzestrzeni liniowej Xo C X i spel-
niajgcym nierownosc

ro(z) < plz) dla z € Xo.

Wtedy xf; mozna przedtuzyé od funkcjonatu liniowego x*, okreslonego
na catej przestrzeni X 1 spetniajgcego warunek

o (x) < p(x) dla z e X.

Dowdd: Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze Xog # X. Wezmy dowolny element zg ¢
Xo 1 przyjmijmy
X;=ln <X() U {:1;0}>

X1 jest wiec zbiorem wszystkich elementow y postaci

y =+ Axog, r € Xp, A€ R.
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Zauwazmy, ze przedstawienie takie jest jednoznaczne. Rzeczywiscie, jezeli

1
NN

y=a +Naeo=a"4+N 2o i N#XN, to z9= (' — 2",

a stad zp € Xo whrew zalozeniu. Wobec tego musi byé X = X’ i w konsekwencji
/ "
= a".

Okreslmy na przestrzeni Xy funkcjonal x] przyjmujac
21(y) = 2j(x + Axo) = x5(x) + Ae,

gdzie ¢ jest dowolng stala rzeczywista. Funkcjonal x7 jest oczywiscie liniowy 1
jest przedluzeniem x{. Nalezy tylko dobrac¢ ¢ tak, aby

#1(y) < ply), tzn.aby ap(z)+ e < ple+ Aag).
Ostatnia z tych nieréwnosci réwnowazna jest dwu nastepujacym:

:1;6(%:1;)—|—c<p<:1;0—|—%:1;> dla A >0,
xé(%x)—cép(—xo—l—})\@ dla X\ < 0.

Aby spelic¢ te nieréwnosci, dobieramy ¢ tak, by
zg(z") = p(a’ — o) < e < p(a” + o) — x5(2")
dla wszystkich 2/, 2" € Xo. Wybér taki jest mozliwy. Rzeczywiscie,

wp(a') + ap(a") = af(a’ 4+ 2") < pla’ 4 2")
= p(l‘l —xg+ 2" + z0) < p(l‘l —x9) + p(l‘” + x0),

a stad

sup. (3@’ — pla’ — 20)) < inf_ (p(a" + o) — w3(2").

r'eXy x"eXy

Rozpatrzmy zbiér F wszystkich funkcjonatéw liniowych y*, bedacych prze-

dtuzeniami x§ i takich, ze y*(z) < p(x). Zbiér F mozna czeSciowo uporzadkowac
przyjmujac yj < y5, jesli funkcjonal y3 jest przedluzeniem yj. Z lematu Zorna
wynika istnienie maksymalnego przedluzenia z* € F' funkcjonalu zj. Jest nim
funkcjonat okreslony na catej przestrzeni X, w przeciwnym przypadku — na mocy
tego, co udowodnilismy wyzej — mialtby on dalsze przedtuzenie, whrew definicji
elementu maksymalnego. | |

Funkcjonal Minkowskiego p na (rzeczywistej lub zespolonej) przestrzeni linio-
wej X nosi nazwe péitnormy, gdy p(Az) = |A| p(x) dla wszystkich liczb (odpo-
wiednio rzeczywistych lub zespolonych) A i wszystkich « € X.
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TWIERDZENIA HAHNA-BANACHA. (wersja zespolona) Niech p be-
dzie polnormg na zespolonej przestrzeni liniowej X oraz xfy funkcjona-
tem liniowym, okreslonym na pewnej podprzestrzeni liniowej Xg C X i
spelniajgcym nierownosé

‘:1;6(:1;)‘ <p(e) dla x € Xo.

Wtedy xf; mozna przedtuzyé od funkcjonatu liniowego x*, okreslonego
na catej przestrzeni X 1 spetniajgcego warunek

‘x*(x)‘gp(x) dla = € X.

Dowdd: Bedziemy traktowac X jako rzeczywista przestrzen liniowa. Oznaczmy

ro(x) = yo(w) + 120(x),
gdzie y5 1 2z sa odpowiednio czescia rzeczywista 1 czesScia urojona funkcjonatu .
Oczywiscie yg 1 25 sa rzeczywistymi funkcjonatami liniowymi na podprzestrzeni
Xo, a poniewaz
i(yo(x) +iz5()) = dag(a) = ag(in) = yglin) + iz (ix),
wiec
zp(x) = —yg(iz) dla = € Xo.

7 zalozenia wiemy, ze yi(z) < ‘:1;6(:1;)‘ < p(e) dla @ € Xp, zatem na mocy udo-
wodnionej juz wersji twierdzenia Hahna-Banacha funkcjonatl y§ mozna przedtuzy¢

do rzeczywistego funkcjonatu liniowego y* na calej przestrzeni X, z zachowaniem
warunku y*(x) < p(x) dla z € X.

Okreslmy teraz funkcjonatl z* wzorem
v (x) =y (x) — " (ix).
Widac, ze x* jest przedluzeniem funkcjonatu xf§. Widac¢ réwniez, ze z* jest funk-
cjonatem addytywnym i jednorodnym przy mnozeniu przez liczby rzeczywiste.

Aby udowodni¢ jego jednorodnosc¢ wzgledem mnozenia przez liczby zespolone wy-
starczy zauwazy¢, ze

e*(iv) = y*(ix) — iy (—x) = i(y"(2) —iy*(iz)) = i2"(2).
Pozostaje dowiescé, ze ‘:1;*(:1;)‘ < p(@). Przedstawmy w tym celu liczbe 2*(x) w po-
staci 2*(z) = re™ . Wtedy ‘:1;*(:1;)‘ = ¥ (z) = 2* (ew@, a poniewaz x* (ew@
jest liczba rzeczywista nieujemna, wiec
‘:1;*(:1;)‘ =" (ew@ =y* (ew@ < p(ew@ = p(x). []
LITERATURA.
[1] Andrzej Alexiewicz, Analiza funkcjonalna, PWN, Warszawa 1969.
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Przestrzenie topologiczne

10.7. POJECIE PRZESTRZENI TOPOLOGICZNEJ. Przestrzenia topologiczna
nazywamy dowolny zbiér X wraz z rodzina T jego podzbioréw o tej whasnosci,
ze

T1. zbiér pusty () oraz X naleza do rodziny T,

T2. jezeli Uy € T iUy eT,to U1NU, €T,

T3. jezeli Us € T dla kazdego s € S, to (J,esUs €T .
Sama rodzine 7 nazywamy topologia, a jej elementy zbiorami otwartymi.
Dopehienia zbiorow otwartych nosza nazwe zbioréw domknietych. Dla jednego
zbioru X mozna wybra¢ na ogol wiele rodzin T spelniajacych T1-T3. Przez
wprowadzenie topologii rozumiemy wybranie jednej z nich. Jezeli zachodzi inkluzja
T1 C Tz, to powiemy, ze topologia T jest stabsza od topologii T3 lub, ze topologia
T3 jest silniejsza od topologii 7. Najstabsza topologia w X jest rodzina {0, X},
zwana topologia trywialng a najsilniejsza rodzina wszystkich podzbioréw X,
zwana topologia dyskretna.

Dowolny podzbiér Xy przestrzeni topologiczne] X mozna przeksztalcic w
przestrzen topologiczna przyjmujac za zbiory otwarte w Xg przekroje Xy ze zbio-
rami otwartymi w X . Przestrzen taka nazywamy podprzestrzenia przestrzeni
topologiczne] X, a jej topologie topologia odziedziczona.

10.8. WNETRZE ZBIORU, OTOCZENIA. 7 kazdym zbiorem A przestrzeni topo-
logicznej zwiazane sa dwa zbiory: int A, zwany wnetrzem zbioru A i A zwany
domknieciem zbioru A. Pierwszy jest suma wszystkich zbiorow otwartych za-
wartych w A, a wiec najwiekszym zbiorem otwartym zawartym w A, a drugi
przekrojem wszystkich zbioréw domknietych zawierajacych A.

Zbior A nosi nazwe otoczenia punktu z, jezeli x € int A. O rodzinie U,
zlozonej z otoczen punktu x powiemy, ze jest baza otoczen punktu x, jezeli
w kazdym otoczeniu punktu z lezy pewien zbiér z U,. Zauwazmy, ze punkt =
lezy w domknieciu A zbioru A C X wtedy i tylko wtedy, gdy U N A # 0 dla
kazdego otoczenia U € U, . Jezeli A = X, to powiemy, ze zbiér A jest gesty w
X . Jezeli w X istnieje przeliczalny podzbidr gesty to X nosi nazwe przestrzeni
osrodkowe], a sam zbiér nazwe o$rodka.

10.9. PRZEKSZTALCENIA PRZESTRZENI TOPOLOGICZNYCH. Przeksztalcenie f :
X — Y przestrzeni topologiczne] X w przestrzen topologiczna Y nazywamy
otwartym, jezeli obraz f(U) kazdego zbioru otwartego U C X jest otwarty w
Y. Jezeli za$ dla kazdego zbioru otwartego V w Y jego przeciwobraz f~1(V)
jest otwarty w X, to powiemy, ze [ jest przeksztalceniem ciaglym. Ciaglosé
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przeksztalcenia f: X — Y w punkcie z oznacza, ze kazde otoczenie V' punktu
y = f(x) w Y zawiera obraz f(U) pewnego otoczenia U punktu x. Wida¢ stad,
ze odwzorowanie f : X — Y jest ciaglte wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest ciagle w
kazdym punkcie x € X. Wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie ciagle i otwarte
f przestrzeni X na przestrzen Y nosi nazwe homeomorfizmu. Otwartos¢ f to
ciaglosé¢ przeksztatcenia odwrotnego 1.

10.10. PRZESTRZENIE HAUSDORFFA. Przestrzen topologiczna X nazywamy
przestrzenia Hausdorffa, jezeli kazde dwa rdzne jej punkty posiadaja otoczenia
bedace zbiorami roztacznymi. 7 okreslenia tego wynika, ze w przestrzeni Haus-
dorffa kazdy zbiér jednopunktowy jest domkniety. Przestrzen Hausdorffa X, w
ktorej dla kazdych dwoch roztacznych zbiorow domknietych A, B C X istnieja
roztaczne zbiory otwarte U, V, zawierajace odpowiednio A i B, nosi nazwe prze-
strzeni normalnej. Jezeli w przestrzeni Hausdorffa X dla kazdego punktu z i
kazdego zbioru domknietego A nie zawierajacego punktu x istnieje taka funkcja
ciagta f: X —[0,1], ze f(x) =1 oraz f(A) = {0}, to X nazywa sie przestrze-
nia calkowicie regularna. 7Z lematu Urysohna, ktory za chwile udowodnimy
wynika, ze kazda przestrzen normalna jest catkowicie regularna.

10.11. LEMAT URYSOHNA. Dla kazdych dwoch roztgeznych zbiorow domknietych
A, B przestrzeni normalnej X istnieje taka funkcja ciggla f : X — [0,1], Ze
f(A) =A0} oraz f(B) ={1}.

Dowdd: Niech U, V beda roztacznymi zbiorami otwartymi zawierajacymi od-
powiednio A i B. Oznaczmy zbiér U przez Uy i rozpatrzmy pare A, X — U
zbioréw domknietych roztacznych. 7Z normalnosci przestrzeni X wynika istnienie
takich roztacznych zbiorow otwartych Up i Vo, ze A C Uy oraz X —U; C Vo. W
szczegdlnosei mamy wtedy Uy C Uy. W analogiczny sposéb dla pary U i X — Uy
dowodzimy istnienia takiego zbioru otwartego Uy, ze Uy C Uijas Uyjp C UL

Pézniej dla par Uy, X — Uy o oraz T/?’ X — Uy odpowiednio zbiorow U4 i
Us;4. Powtarzajac to rozumowanie wielokrotnie, dla kazdej liczby r postaci 3,
0 < m < 2", okredlimy taki zbiér otwarty U, ze Uy, C U,, przy r1 < ra.
Przyjmijmy teraz Uy = Urgt U-dlate[0,1]oraz Uy=0 dlat<0ilU;=X
dla ¢ > 1. Otrzymana rodzina {U;}ep zbioréw otwartych ma ta wlasnosé, ze

A C Uy, U, C X — B oraz
(10.51) Uy, C Uy, gdy t < to.

Istotnie, jesli 0 < 1 < t2 < 1, to wybierajac liczby wymierne r i ro postaci o
tak, aby 11 < r1 < rg <t otrzymamy U_t1 C U, CU, CU., Jeslizas t1 <0
lub t3 > 1 to inkluzja (10.51) jest spelniona, bo Uy, =0 lub U, = X.
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Pokazemy, ze funkcja

flz) =inf{t :x € U}

spelnia wszystkie postulaty tezy. Poniewaz Uy = X, gdy t > 1 oraz U, = () gdy
t <0, wiec f(x) przyjmuje tylko wartosci z przedziatu [0, 1]. Latwo sprawdzamy,
ze dla x € A wartos¢ ta stale wynosi 0 a dla * € B stale 1. Do dowiedzenia
pozostaje wiec tylko, ze f jest funkcja ciagta. Obierzmy zg € X, ¢ > 0 1 oznaczmy
to = f(xo). Z (10.51) wynika, ze w9 € Up, gdy t > to i x0 € Ur, gdy t < tg. W
szczegblnosci g lezy w zbiorze otwartym U = Up, e — Ugy—c . Dla kazdego punktu
€ U mamy z € Upyte, skad f(x) <to+c oraz @ & Upy—., skad f(z) > tg — <.
W rezultacie

flwo) —e < flx) < flwo) +e. [

10.12. PRZESTRZENIE ZWARTE. Rodzina zbioréw {Uy}aea nosi nazwe pokry-
cia zbioru X, jezeli X C (J, ¢4 Ua - Przestrzen topologiczna X nazywamy zwarta,
jezeli kazde jej pokrycie zbiorami otwartymi zawiera pokrycie skonczone tzn., gdy
w zbiorze wskaznikow A mozna wybraé taki skonczony podzbiér ai,asg,...,ay,
ze X = Up_q Uay-

Niepusta rodzine {Fy}aca podzbioréw zbioru X nazywamy scentrowana,
jezeli (Ni—q Fa,, # 0 dla kazdego skoficzonego zbioru wskaznikéw ay, ag,. .., ap.

Przestrzen topologiczna jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy kazda ro-
dzina scentrowana jej podzbiorow ma wspolny punkt skupienia.

Jeslirodzina {Fy }aea podzbioréw przestrzeni zwartej X nie ma wspdlnego punk-
aeAF_a = (. Dopelienia U, = X \F_a zbioréw F,, sa otwarte i
tworza pokrycie przestrzeni X , zatem mozna wybrac taki skonczony uktad wskaz-
nikéw a1, az,...,an, ze X = Jj_; Ua, . Wtedy jednak (i_; Fa, = 0, a w konse-
kwencji takze (i_; Fa, # 0, wiec rodzina {F,}aeca nie jest scentrowana. Jezeli
przestrzen X nie jest zwarta, to posiada rodzine {U,}qeca podzbioréow otwar-
tych pokrywajacych X, lecz takich, ze X nie da sie pokry¢ zadna skonczona ich

tu skupienia, to [

iloscia. Ich dopelnienia F, = X \ U, tworza scentrowana rodzine podzbioréw
domknietych X o pustym przekroju, a wiec bez wspolnego punktu skupienia.

Zbior K C X nazywamy zwartym, gdy rozpatrywany jako podprzestrzen w
X, jest zwarty.

Domknietly podzbior przestrzeni zwartej jest zbiorem zwartym.

Jezeli rodzina zbioréw otwartych {U,}aca pokrywa domkniety podzbior K prze-
strzeni zwartej X, to uzupelniona o zbiér X — K jest otwartym pokryciem calej
przestrzeni X . Ze zwartosci X wynika istnienie skoniczonej podrodziny {Ua, }1_
ktora wraz z X — K pokrywa X . Podrodzina ta pokrywa wtedy K.
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Obraz zbioru zwartego przez przeksztalcenie ciggle jest zbiorem zwar-
tym.

Zalozmy, ze f jest ciagltym przeksztalceniem przestrzeni topologicznej X na prze-
strzen topologiczna Y oraz, ze K jest zbiorem zwartym w X. Jezeli {V,}aca
jest otwartym pokryciem zbioru f(K), to {f71(Va)}taea jest otwartym pokry-
ciem K. 7Zbior K jest zwarty, wiec pokrywa go tez pewna skonczona podrodzina

{71 (Vo )30, . Wobec tego rodzina {Vj, }7_, pokrywa zbiér f(K).
Zbior zwarty w przestrzeni Hausdorffa jest domkniety.

Chcemy pokaza¢, ze jezeli punkt y nie lezy w zbiorze zwartym K, to posiada
otoczenie V' rozlaczne z K. Dla kazdego punktu x # y wybierzmy pare roztacz-
nych zbioréw otwartych U, 1 V, zawierajacych punkty = i y. Poniewaz zbiory
{Us } a2y POkrywaja nasz zbiér zwarty K, wiec pokrywa K tez pewna podrodzina
{Us }2_ - Zbior V = (;_; Vi, Jjest otwartym otoczeniem punktu y, rozlacznym
ze zbiorem U = | J;_; Uz, , a tym bardziej rozlacznym z K.

Zwarta przestrzen Hausdorffa jest przestrzeniq normalng.

Niech K1, Ky beda rozlacznymi zbiorami domknietymi w przestrzeni Hausdorffa
X. Sa wtedy zbiorami zwartymi. Jak pokazalismy przed chwila, dla kazdego
punktu y lezacego poza zbiorem K7 istnieja rozlaczne zbiory otwarte U 1 V za-
wierajace odpowiednio y i K. Dla zaznaczenia zaleznosci od y oznaczmy je Uy, 1
Vy. Dalej rozumujemy dokladnie tak jak poprzednio. Poniewaz zbiory {Uy}y¢r,
pokrywaja zbiér Ky, wiec pokrywa go tez pewna podrodzina {Uy, }7_,. Zbiory
Ur—1 Uy, oraz (ji_; Vi, sa otwarte, rozlaczne i zawieraja odpowiednio Ky, K>.
Whnosimy stad, ze X jest przestrzenia normalna.

10.13. PRZESTRZENIE LOKALNIE ZWARTE. Przestrzen topologiczna X nazywa-
my lokalnie zwarta, jezeli kazdy punkt = € X ma otoczenie, ktérego domkniecie
jest zbiorem zwartym. Przykltadami przestrzeni lokalnie zwartych, poza przestrze-
niami zwartymi, sa prosta R i kazda nieskonczona przestrzen dyskretna.

Przestrzen lokalnie zwartq, ktora nie jest zwarta, mozna tak uzupelnié
jednym punktem oo, by stala si¢ przestrzeniq zwartq.

Oznaczmy X = X U {oo} i uznajmy za zbiory otwarte w X, wszystkie zbiory
otwarte w X, a takze wszystkie zbiory postaci U U {oco}, gdzie U jest zbiorem
otwartym w X, ktorego dopetnienie jest zbiorem zwartym.

Widac, ze X jest przestrzenia zwarta. Widac tez, ze gdy X jest przestrzenia
Hausdorffa, to X jest takze przestrzenia Hausdorffa. Istotnie, wystarczy zoba-
czy¢, ze dowolny punkt @ € X oraz punkt oo posiadaja otoczenia roztaczne. Jezeli
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U jest otoczeniem punktu x, ktérego domkniecie jest zbiorem zwartym, tu zbior
(X \U)UA{oo} jest otoczeniem punktu oo, roztacznym z U.

Przestrzen X nazywamy uzwarceniem jednopunktowym, lub uzwarce-
niem Aleksandrowa przestrzeni X.

7, powyzszego rozumowania 1 lematu Urysohna wynika, ze

W przestrzeni lokalnie zwarteyj Hausdorffa X dla dowolnego zbioru ot-
wartego U 1 dowolnego zbioru zwartego K C U istnieje taka funkcja
ciggla f: X — [0,1], Ze f(x) =1 na zbiorze K oraz f(x) =0 poza
zbiorem U .

Wynika stad w szczegdlnosci, ze kazda przestrzen lokalnie zwarta Hausdorffa jest
catkowicie regularna.

Niech X bedzie dowolna przestrzenia lokalnie zwarta, lecz niezwarta. Dla funk-
cji ciaglej f: X — C zapis
lim f(z)=A

T—>00

oznacza, ze dla kazdej liczby & > 0 zbior {x € X : ‘f(:z;) — A‘ > e} jest zwarty.
Liczba A o powyzszej wlasnosci (jesli istnieje) jest wyznaczona jednoznacznie.
O funkcji f méwimy wtedy, ze ma granice w nieskonczonosci. Tylko takie
funkcje daja sie przedtuzy¢ do funkeji ciagltych na uzwarceniu Aleksandrowa X .
Jesli limyoo f(2) = 0, to méwimy, ze funkcja f znika w nieskonczonoéci a
zbiér wszystkich zespolonych funkeji ciagtych na X', znikajacych w nieskonczono-
$ci oznaczamy Co(X).

10.14. UzZWARCENIE CECHA-STONE’A. Jeéli X jest przestrzenia topologiczna
catkowicie regularna, to daje sie zanurzy¢ homeomorficznie w przestrzen zwarta
(patrz [1], 3.5.2). Prawda jest tez, ze jesli takie zanurzenie jest mozliwe, to X
jest przestrzenia catkowicie regularna. Takich zanurzen przestrzeni X jest bar-
dzo wiele. Interesuja nas te, dla ktorych obraz zbioru X lezy gesto. Takie zanu-
rzenie nazywamy uzwarceniem. W poprzednim punkcie pokazalismy, ze kazda
niezwarta przestrzeni lokalnie zwarta posiada uzwarcenie jednopunktowe. Posrod
wszystkich uzwarcen ustalonej przestrzeni catkowicie regularnej istnieje doktadnie
jedno uzwarcenie maksymalne 5 : X — X (patrz [1], 3.5.10), zwane uzwarce-
niem Cecha-Stone’a. Maksymalnoé¢ nalezy rozumie¢ w tym sensie, ze jezeli f
jest ciaglym odwzorowaniem z przestrzeni X do przestrzeni zwartej Y, to istnieje
takie odwzorowanie ciagte F' z przestrzeni X do YV, ze f= Fop.
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Przestrzen caltkowicie regularna X wygodnie jest traktowa¢ jako gesta pod-
przestrzen swojego uzwarcenia X .

7 maksymalnoéci uzwarcenia Cecha-Stone’a wynika bezpoérednio (patrz [1],

3.6.1), ze

Jezeli X jest przestrzeniq topologiczng calkowicie regularng oraz X
jest jej uzwarceniem Cecha-Stone’a, to kazda ograniczona funkcja cig-
gla f: X — C ma jednoznaczne przedluzenie do funkeji ciqgley f :
X — C.

10.15. SLABA TOPOLOGIA, WYZNACZONA PRZEZ RODZINE FUNKCJI. Niech X
bedzie dowolnym zbiorem oraz {f4}aca rodzina funkcji ze zbioru X do prze-
strzeni topologicznych Y, . Jako baze zbioréw otwartych w X wezmy rodzine
wszystkich skoficzonych przekrojéw zbioréw postaci f7 (U, ), gdzie U, jest zbio-
rem otwartym w przestrzeni Y, . Topologie w X z tak wybrana baza nazywamy
staba topologia w X wyznaczona przez rodzine funkcji {fa}aca-

Staba topologia wyznaczona przez rodzing funkcji { fo}aca to najstabsza
topologia, w ktorej wszystkie funkcje fo sa ciggle.

10.16. TOPOLOGICZNY PRODUKT PRZESTRZENI. Zalézmy, ze dana jest rodzina
{Xa}aea przestrzeni topologicznych. Oznaczmy przez X = [],c 4 Xa zbidr wszy-
stkich takich funkcji @ = {zq}aea na zbiorze A, ze x4 € X, . Element z, nazy-
wamy a-ta wspotrzedna punktu z. Odwzorowanie 7, : X — X, przyporzad-
kowujace punktowi = jego a-ta wspélrzedna z,, nazywamy rzutem na o$ X, .
Staba topologie w przestrzeni X wyznaczona przez rodzine funkcji {mq }aca nazy-
wamy topologia produktowa w przestrzeni X . Jest to wiec najstabsza topologia
w X, dla ktorej wszystkie rzuty m, sa ciagle. Baze topologii produktowej tworza
wszystkie zbiory postaci [[,c 4 Ua, gdzie Uy jest zbiorem otwartym w przestrzeni
Xa, lecz Uy # Xy moze zachodzi¢ tylko dla skonczenie wielu wskaznikéw av.

Produkt topologiczny przestrzeni Hausdorffa jest przestrzeniq Hausdorf-
fa.

Jezeli x,y € [[oca Xa oraz x # y, to 24 # ya dla pewnego a € A. Poniewaz
Xo jest przestrzenia Hausdorffa, wiec istnieja w niej roztaczne otoczenia Uy 1V,
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punktéw x4 i yo. Zbiory 7Y (Us) i m71(Va) sa wtedy rozlacznymi otoczeniami
punktéow z i y.

TWIERDZENIE TICHONOWA. Produkt topologiczny przestrzeni zwar-
tych jest przestrzeniq zwartq.

Dowéd: Niech X = [],c4 Xa bedzie produktem topologicznym przestrzeni zwar-
tych X, . Niech takze Fy bedzie dowolna scentrowana rodzina podzbioréw X. 7
lematu Kuratowskiego-Zorna wynika, ze rodzina Fy jest zawarta w pewnej mak-
symalnej rodzinie scentrowanej F podzbiorow X . Dla dowodu twierdzenia wy-
starczy oczywiscie pokazac, ze wszystkie zbiory rodziny F maja wspolny punkt
skupienia.
7 maksymalnosci rodziny F wynika, ze:

1. jezeli Fy C X oraz FyN F # () dla kazdego I' € F, to Fy € F.

2. jezeli I, Fy,..., FhbeF, to FiNkN...NEK, €F.
Poniewaz F jest rodzina scentrowana, wiec dla kazdego o € A rodzina F, =
{ma(F) : F € F} jest scentrowana w odpowiedniej przestrzeni X,. Ze zwarto-
Sci przestrzeni X, wynika, ze wszystkie zbiory rodziny F, maja wspolny punkt
skupienia w,, tj.

To € ﬂ To(F), a€ A
FeF
Pokazemy, ze punkt = = {z4,} ma zadana wlasnos¢. Dla kazdego otoczenia U,
punktu x4 w X, i kazdego F' € F mamy Us Nmo(F) # 0, stad 7, (Us)NF £ 0
dla kazdego F' € F. 7 wlasnoéci 1 rodziny F wynika, ze 7,1 (Us) € F, a z
wlasnosci 2, ze do F naleza tez wszystkie skoficzone przeciecia [\j_; W;kl(Uak)-
Zatem F zawiera wszystkie otoczenia punktu x z bazy kanonicznej produktu
topologicznego X = [[,c4 Xa- Z tego, ze F jest rodzing scentrowana wynika z
kolei, ze = € F' dla wszystkich FF € F. []

Przestrzenie metryczne

10.17. POJECIE PRZESTRZENI METRYCZNEJ. Zbior X nazywamy przestrzenia
metryczna, jesli okreslona jest funkcja d : X x X — [0,00), o wlasnoéciach:

1. d(x1,22) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy 21 = 22,
2. d(x1,22) = d(x2,21) (symetrycznosc),
3. d(x1,x3) < d(x1,22) + d(x2,23) (nieréwnosc trojkata).
Funkcje d nazywamy metryka lub odlegtoscia w X.
Dla zg € X 1 r > 0 zbior

Ky(xo) ={x € X :d(x,z0) <r}
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nazywamy kula (otwarta) o érodku xg i promieniu r. W przestrzeni metryczne]
wprowadzamy topologie, przyjmujac za rodzine T zbiorow otwartych wszystkie
te zbiory A C X, ktore wraz z kazdym punktem xg zawieraja takze pewna kule o
srodku zg. W ten sposéb przestrzen metryczna staje sie przestrzenia topologiczna
Hausdorffa. Topologie T nazywamy topologia wyznaczona przez metryke
d. W tej topologii kazda z kul K,(xg) jest zbiorem otwartymi a kazda z kul
domknietych K,(zo) = {z € X : d(x,z0) < r} zbiorem domknietym. Przestrzen
topologiczna nazywamy metryzowalna jezeli mozna w niej wprowadzi¢ metryke
wyznaczajaca topologie zgodna z topologia wyjsciowa.

Odwzorowanie [ przestrzeni metrycznej X w przestrzen metryczna Y na-
zywamy izometria lub izometrycznym wlozeniem, gdy zachowuje odleglos¢
punktow, tzn. gdy d(f(xl),f(x2)> = d(x1,x2) dla wszystkich xq1,22 € X. Jest
oczywiste, ze izometria jest homomorfizmem a izometria ,na” homeomorfizmem.

10.18. PRZESTRZENIE METRYCZNE ZUPELNE. Moéwimy, ze ciag {z,} elementow
przestrzeni metrycznej jest zbiezny do xg, gdy d(xn,x0) — 0 przy n — oo.
Jezeli dla kazdej liczby dodatniej e istnieje taki wskaznik N, ze d(xn,2m) < €,
gdy m,n > N, to clag {z,} nazywamy fundamentalnym.

7 nieréwnosci d(xy, tm) < d(xpn,20) + d(2m, vo) wynika, ze
Kazdy cigg zbiezny jest fundamentalny.

Przestrzen metryczna, w ktorej kazdy ciag fundamentalny jest zbiezny, nazywamy
przestrzenia zupeina.

TWIERDZENIE O UZUPELNIANIU. Niezupelng przestrzen melryczng
mozna wltozyé izomelrycznie w przestrzen metryczng zupelng.

Dowéd: Podamy konstrukcje przestrzeni metryczne; X i izometrii i : X — )N(,
dla ktorej i(X') bedzie podzbiorem gestym w X . Oznaczmy w tym celu przez Fx
zbiér wszystkich ciagéw fundamentalnych przestrzeni X'.

Dla ciagow (1,22, 23...), (y1,y2,y3...) € Fy istnieje granica

lim d(an,yn).

n—oo

Istotnie, z nierownosci

‘d(l'maym) - d(l'nayn)‘ < d(l'maxn) + d(ymyyn)

wynika, ze ciag {d(xn,yn)} jest fundamentalny w zbiorze R liczb rzeczywistych,
jest zatem ciagiem zbieznym.
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Réwnosé¢ limp oo d(2n, yn) = 0 okresla relacje réwnowaznosci ~ w Fly. Prze-
strzen X definiujemy jako zbidr klas abstrakcji relacji ~ a metryke d w X wzorem

d(z,y) = lim d(xpn,yn),

n—oo

przy czym I i y oznaczaja tu odpowiednio klasy abstrakeji ciagéw (a1, x2,23...)
i (y1,92,y3...). Jest oczywiste, ze funkcja i, przyporzadkowujaca elementowi
x € X klase abstrakcji ciagu (z,x,x,...), jest izometrycznym wlozeniem X w
X . Obraz i(X) zbioru X lezy gesto w )N(, bo dla klasy abstrakcji # dowolnego
ciagu (21,2, 23,...) € Fy zachodzi réwnos¢

lim d(Z,i(xp)) = lim d(xn,zm) =0.

m—o0 m,n—00

Do udowodnienia pozostaje zupelosc przestrzeni X . Niech {Z,} bedzie cia-
giem fundamentalnym w X . Wybierzmy w X tak ciag (x1,x2,23,...), aby

(T, i(zn)) < % n=1,2,3,...

7 nierdwnosci . .
d(xp, tm) < d(Tn, Tm) + - + —

wynika, ze (21, x2,23,...) € Fy. JesSli ¥ oznacza klase abstrakcji tego ciagu, to

lim d(Zp, ) = lim d(Tn,i(zn)) + lim d(i(zn),T) =0,

wiee limp—oo Tn = 2. | ]

10.19. TWIERDZENIE BAIRE’A. Jesli Ay, Aa, As, ... jest ciggiem domknietych
podzbiorow przestrzeni metrycznej zupelnej X oraz

X - ['jA

to przynajmniej jeden ze zbiorow A, ma niepuste wnelrze, lzn. zawiera pewng
kule otwartq.

Dowdd: Przypuscémy, ze teza twierdzenia nie zachodzi tj., ze zaden ze zbiorow A,
nie zawiera zadnej kuli. Wybierzmy dowolnie kule K, (z¢). Poniewaz zbiér A;
nie zawiera tej kuli i jest domkniety, to zbidr K, (x0)\ A1 jest niepusty i otwarty.
Zawiera zatem pewna kule K, (21). Nastepnie zbiér K, (x1)\ A2 zawiera pewna
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kule Koy, (22), zbior Kp,(x2) \ Az kule K, (23), itd. W ten sposéb mozemy
indukeyjnie okresli¢ ciag kul Ky, (xo), Kr (1), Kpy(22), ... 0 tej wlasnosci, ze

Koy, (2n) C Ky, _(xn—1)\ An dla n=1,2,3,...

7. inkluzji powyzszych wynika w szczegdlnosci, ze limpocry = 0, bo 1, <
%Tn—l < -0 < 2%7“0. Wynika tez, ze kazdy zbior A, jest rozlaczny z kula do-
mknieta Ky, (2n), gdyz Ky, (1n) C Koy, (25).

Zauwazmy, ze ciag x1,r2,x3,... Srodkéw kul spelnia warunek d(zy,xm) <
rn, dla m > n, jest wiec ciagiem fundamentalnym w X a poniewaz X jest
przestrzenia zupelna, jest zbiezny do pewnego = € X. Dla dowolnego wskaznika
n zachodzi wobec tego nieréwnos¢

d(zp,x) = lim d(xn, vm) < .
m—o0
To z kolei implikuje, ze x € K, (x,), a dalej, ze x ¢ A,,. W konsekwencji dosta-
jemy x ¢ | ;2| An, co przeczy zalozeniu |J,—; A,=X. []

10.20. ZBIORY ZWARTE W PRZESTRZENIACH METRYCZNYCH. Podzbior E prze-
strzeni metrycznej nazywamy catkowicie ograniczonym jezeli dla kazdej liczby
¢ > 0 mozna go pokry¢ skonczona iloscia kul o promieniu ¢ tj., gdy istnieje taki
zbior skonczony Fe, e B C|J,ep Ke(2).

Z kazdego ciggu elementow zbioru catkowicie ograniczonego mozna wy-
bra¢ podcigg fundamentalny

Zalézmy, ze E jest zbiorem calkowicie ograniczonym a {x,} ciagiem jego elemen-
tow. Wybierzmy dowolnie wskaznik n;. Wyraz z,, bedzie pierwszym wyrazem
podciagu. Niech Fj bedzie skonczona 1-siecia dla F. Poniewaz £ C UxEFl Ki(x),
wiec jedna z kul Kj(x) zawiera nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu {x,}. 7 ciagu
usunmy wszystkie te wyrazy, ktore nie leza w wybranej kuli. Z pozostatych wy-
razéw ciagu wyblerzmy wyraz x,, dowolnie, ale tak, aby ns > nj. Podobnie
postepujac dla sieci Fyy, I3 itd. zbudujemy podciag {zn,} ciagu {zn} o te]
wlasnoéci, ze d(xn;,vn;) < 2/k, gdy i,5 > k. Ciag taki jest fundamentalny.

Zbiory calkowicie ograniczone czesto nazywa sie zbiorami warunkowo zwar-
tymi. Wyjasnienie znajduje sie w nastepujacym twierdzeniu:

Podzbior E przestrzeni metrycznej zupetnej X jest zwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy jest domkniety i calkowicie ograniczony.

Dowod: Zalézmy, ze zbior E jest zwarty. Poniewaz kazda przestrzen metryczna
jest przestrzenia Hausdorffa, wiec F jest zbiorem domknietym. Pokazemy, ze jest
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takze zbiorem catkowicie ograniczonym. Niech ¢ bedzie dowolna liczba dodatnia.
Rodzina kul {]&’e(x)}er tworzy pokrycie otwarte zbioru FE, a poniewaz F jest
zbiorem zwartym, wiec pewna skonczona podrodzina K. (x1), Ke(x2),. .., K.(ay)
takze pokrywa F. Oznacza to, ze zbidr F, = {x1,22,...,2,} jest e-siecia dla F.

Zatézmy teraz, ze zbior E jest domkniety i calkowicie ograniczony. Niech
{Uq }aea bedzie dowolnym pokryciem FE zbiorami otwartymi Uy, . Pokazemy naj-
pierw, ze z pokrycia tego mozna wybrac¢ podpokrycie przeliczalne E ., a potem, ze
z pokrycia przeliczalnego mozna wybra¢ podpokrycie skonczone.

Niech [ bedzie skonczona 1-siecia dla E. Ze zbioru kul {Ki(z)},er wy-
bierzmy te, ktére zawarte sa catkowicie przynajmniej w jednym ze zbiorow U,
pokrycia. Podobnie postepujac dla sieci Fy/, F/3 itd. otrzymamy przeliczalna
rodzine kul, tworzacych pokrycie zbioru E. Jezeli z rodziny A usuniemy wszyst-
kie te zbiory U, , ktére nie zawieraja zadnej z wybranej kul, to pozostanie nam
przeliczalna podrodzina {Uy, }7_, rodziny {Uqs}aeca, dalej dajaca pokrycie E.

Twierdzimy, ze jeden ze zbioréw Uy, = Jp_; Ua,, 7 = 1,2,3,... zawiera cal-
kowicie zbiér E. Jesli tak nie jest, to wybierajac z kazdego ze zbiorow £\ U, po
elemencie x,, otworzymy ciag {x,}, ktory — na mocy catkowitej ograniczonosci
zbioru FE — musi zawiera¢ podciag fundamentalny. Granica xg tego podciagu
oczywiscie nalezy do E, bo F jest zbiorem domknietym. Jednak nie moze na-
leze¢ do zadnego ze zbioréw U, , bo do takiego zbioru musiatyby naleze¢ prawie
wszystkie wyrazy podciagu. Tu sprzecznoéé z zalozeniem, ze £ C | Ji_; Ur. []

10.21. PRODUKT TOPOLOGICZNY PRZESTRZENI METRYCZNYCH. Niech X =
[Tr—; Xi bedzie produktem topologicznym przeliczalnej rodziny przestrzeni me-
trycznych Xp 1 niech dp oznacza metryke w przestrzeni Xji. Dla elementow
r={x;} 1 y={yx} produktu X poldézmy

1 dkl’kayk)

Nietrudno sprawdzamy, ze d jest metryka w X.

Pokazemy, ze topologia produktowa w X i topologia wyznaczona przez me-
tryke d pokrywaja sie. Wystarczy w tym celu poréwnac bazowe otoczenia punktu
vy ={yr} € X w topologii produktowej:

Upe ={r € X 1 dp(a,yr) <e dla k=1,2,...,n}, n=1,2,3,..., e >0,
z otoczeniami w metryce d:

Vs ={x e X 1 d(z,y) < d}, 5> 0.
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Gdy
1 €
2—n + 112 < (S,
to zachodzi zawieranie U, . C Vs, a gdy
1 e
o< M1+’

to zawieranie przeciwne V5 C U, .. Udowodnilismy tym samym, ze:

Produkt topologiczny przeliczalnej rodziny przestrzeni metrycznych jest
przestrzeniq metryzowalng.

LITERATURA.
[1] Ryszard Engelking, Topologia ogélna, PWN, Warszawa 1989.



WSKAZOWKI

1.25 Pokazac, ze funkcje xg mozna przedstawi¢ w postaci zbieznego w LP(a,b)
szeregu » poq Ak Tk

1.34 Wskazaé¢ w ¢! nieprzeliczalny zbiér liniowo niezalezny.

1.36 Funkcja @ = ctgmt jest homeomorfizmem (0,1) na R.

1.39 W dowodzie zupehosci przestrzeni X/Y skorzystac z zadania 1.3.
2.18 Znalez¢ funkcje liniowa przeprowadzajaca przedzial [0, 1] na [a, b].
2.20 Nie.

3.10 Rownosc rownolegloboku potrzebna jest tylko przy dowodzie addytywnosci
iloczynu skalarnego.

5.15 Skorzystac z twierdzenia Banacha-Steinhausa.

5.19 Wykazaé, ze rozniczkowanie jest ciagla operacjaz X w C[0,1]. Wywniosko-
wac stad, ze kula jednostkowa w X jest zbiorem jednakowo ciagltym. Nastepnie
skorzystac z twierdzenia Arzeli i twierdzenia Riesza.

6.3 Dowieéc¢, ze dla kazdej funkcji @ € LP(0,1) i dowolnej liczby r > 0 istnieje
taki podzial 0 =g < t; < --- <t, =1 odcinka [0, 1], ze funkcje

xk(t):{gl'(t) gdyt§_1<t<tk,7 k=12 ....n
poza tym,

spelniaja nieréwnosé ||xx|| < r oraz = = %(:1;1 +ax24 ...+ xn).
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6.10 Topologia ta nie jest metryzowalna a kazdy ciagly funkcjonat liniowy z* na
X ma postaé x*(z) = 3] _; opx(ty) przy pewnym wyborze punktow ¢y, 2, ...ty
w [0,1] iliczb aq, a9, ..., ap.

1

7.9 Postuzy¢ sie kryterium Schura z funkcja ¢(k) = eyt
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4.43 Na podprzestrzeni Xo C C(R), zlozonej z tych funkeji «, dla ktérych gra-

nica lim x(t) istnieje, okreslmy funkcjonal liniowy 2§ wzorem
t——00

e = lim_ (1),

a nastepnie przedtuzmy go do ciagtego funkcjonatu liniowego * na cata przestrzen

C(R). Wtedy 2*(1) =1, za§ 2*(x,) = 0 dla wszystkich n.

2.17 Mozna sie postuzy¢ wzorami z konca dowodu twierdzenia Weierstrassa 2.1
otrzymujac dla funkcji x(t) = ¢

an(t) =212 4+ Ly
a dla funkcji x(t) = 3

rp(t) = 22 g3 g 3otz Ly

n

1.33 Kazda funkcja f € C[—1,1] ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
sumy f = fi1 + f2 funkcji parzystej 1 nieparzystej, mianowicie

)+ f(=1) ft) = f(=1)

ht) = 5 . fat) = 5 :

zachodza przy tym nieréwnosci || f]loo < || f1lloo + [ /2]lo0 < 2| |00 -

6.19 Ciaglos¢ dodawania funkcji jest oczywista. Mnozenie przez liczby nie jest
ciaglte, bo na przyktad dla funkeji x(¢) = 1/t nieréwnosé |[Axz(t) — x(¢)| < 1 nie
zachodzi dla zadnej liczby A # 1.

1.12 Funkcja || ||, nie jest podaddytywna. Dla ciagéow = = (1,t1/p,0, ...), gdzie
t>0,oraz y = (1,0,0,...) otrzymujemy

o+ yllp = Nells = vl = (22 + )7 = (14 P — 1 >0,
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a nieréwnosc tatwo jest sprawdzi¢ rézniczkujac po t.
Zbior (P jest przestrzenia liniowa. 7 nieréwnosci |zy, + yn| < 2max{|z,|, |yn|}
wynika
|2+ ynl” < 27 max{|enl”, [yn [} < 27 (|20l + |yal”).

Dlatego > |tn + yn|P < oo, gdy oba ciagi {xn}, {yn} leza w (P.

4.38 Wystarczy tezy dowiesc dla ciagu {x,} stabo zbieznego do zera. Wtedy ciag
{xn} jest jednostajnie ograniczony oraz x,(t) — 0 dla wszystkich ¢ € [a,b], wiec

b
lim / ‘l’n(t)‘pdt =0

n—oo

na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej. | |

2.18 fy(z) = b_a Zf"ka+kb>(x—a) (b—a)"

(b—a)

1.39 Odwzorowanie 7 jest kontrakcja liniowa, jest wobec tego funkcja ciagla.
Zauwazmy, ze obrazem kuli otwartej {z € X : ||z — x| < r} o érodku xg 1
promieniu r > 0 przez odwzorowanie 7 jest kula {[ e X/Y H [0 H < r}
[stotnie, zawieranie C jest oczywiste, a jezeli element [z] lezy w drugleJ kuli,
to z deﬁmql normy ilorazowej wynika istnienie takiego elementu 2’ € [z], ze
|#" — xo|| < r, wiec 2’ lezy w pierwszej kuli oraz 7(z') = [z]. Zachodzi zatem
takze zawieranie w druga strone. Poniewaz kazdy zbiér otwarty U w przestrzeni
X jest suma kul otwartych, wiec jego obraz 7(U) musi by¢ zbiorem otwartym w
przestrzeni X/Y .

Aby dowies¢ zupetosci przestrzeni X/Y wystarczy pokazac, ze kazdy szereg
bezwzglednie zbiezny jest zbiezny (patrz zad. 1.3). Zalézmy, ze dla ciagu {[:L'n]}
w przestrzeni X/Y szereg norm > H[:L'n” jest zbiezny. 7 kazdej z warstw [x,]
wybierzmy element z/, tak, aby |[z}| < Hxn]H +1/2". Wtedy > [lz}]| < oo,
wiec, na mocy zalozonej zupelno$ci przestrzeni X, szereg > x!, jest zbiezny w
X . 7 ciagloéci i liniowosci odwzorowania 7 wynika, ze szereg > [xy,], bedac jego
obrazem, musi by¢ zbiezny w X/Y.

3.23 Dla wektora © € H warstwa [x] = x+Ho przestrzeni H/Ho zawiera doktad-
nie jeden element przestrzeni H(J)‘, jest nim wektor z; z rozkladu ortogonalnego

r=x9+ x1.

7.12 Zalozmy, ze {yn} jest ciagiem Cauchy’ego w Y, ktéry nie jest zbiezny.
Ustalmy niezerowy funkcjonal z* € X* i okreslmy ciag operatoréw {71,} w
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L(X,Y) wzorem
Thx =a"(x)yn, n=1,2,3,...

Fatwo zobaczy¢, ze gdy a*(x) # 0, to ciag {Thx} nie jest zbiezny, nie moze wiec
by¢ zbiezny tez ciag {T1,}.

3.27 Funkcja 7, jest stala na kazdym z przedzialow I, = <2nk_1, an"’;11> i na
przemian przyjmuje wartosci +1 1 —1, zatem gdy m < n, to catka z niej po
kazdym z przedziatéow I;,, jest zerem. Dlatego

(P, Tn) = i(—l)ﬂ’/[’ ra(t) dt = 0.

Latwo sprawdzamy, ze funkcja ry r3 jest ortogonalna do wszystkich funkeji ry,, z
tego powodu uklad Rademachera nie jest zupetny.

Stosujac podobne rozumowanie jak wyzej, mozna pokazac, ze uktad orto-
normalny tworza wraz z funkcja r1 wszystkie skonczone iloczyny ry,rn, - oy
l<ni<ne<...<ng, k=1,2,3,..., funkcji Rademachera.

2.20 Funkcje jednostajnie ciagle tworza domknieta podprzestrzen liniowa w prze-
strzeni C'(R). Istotnie, jezeli funkcja = jest granica jednostajnie zbieznego ciagu
{xn} funkcji jednostajnie ciagtych z C(R), to dla dowolnej liczby dodatniej e
mozna wybraé taki wskaznik n, by ||[x — x| < €; nastepnie dla funkcji z, taka
liczbe dodatnia ¢, by dla dowolnej pary s,t € R nieréwnos¢ |s —t| < § pociagata
‘xn(s) — :z:n(t)‘ < e. Wtedy

‘:1;(3) — :zj(t)‘ x(s) — xn(s)‘ + ‘xn(s) — :z:n(t)‘ + ‘l’n(t) — :zj(t)‘

<
<2||x — ap]| + ‘xn(s) — :z:n(t)‘ < 3¢

dla kazdej pary s,t € R spehiajacej nieréwnosé |s — ] < 4.
Przestrzen X jest wlasciwym podzbiorem C(R), gdyz istnieja ograniczone
funkcje ciagle, ktére nie sa jednostajnie ciagle, np. funkcja x(t) = sint2.

4.8 Przyporzadkowanie y — y* okreslone wzorem (4. 22) jest izometrycznym izo-
morfizmem ¢! na podprzestrzen przestrzeni £**, jednak nie kazdy funkcjonal y*
ma postaé (4.22), np. funkcjonal LIM z przyktadu ??. Rzeczywiscie, mieliby$my
yr = LIM e, = 0 dla wszystkich k.

4.26 7 twierdzenia o wartosci sredniej wynika, ze jezeli P = {to,t1,...,t,} jest
rozbiciem przedziatu [a,b], to ‘f(tk) — f(tk_l)‘ = ‘f’(sk)‘(tk —1,_1) dla pewnego
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punktu sg € (t5_1,t5), wiec > 0_; ‘f(tk) — f(tk_l)‘ jest suma Riemanna caltki
b
L) dt.

4.46 Taka wlasnos¢ ma ciag z, = %(61 +ex+ o+ en), gdyz ||an] = ﬁ

1.4.3 Niech x bedzie dowolnym wektorem niezerowym. Szereg > - ; (_i)nx jest
zbiezny, bo zbiezny jest szereg —1 + % — % + ..., a nie jest zbiezny bezwzglednie.

3.24.2 Jesli zbior {xi}rer jest ortonormalny, to kule {z € H : ||z — x| < 1},
t € T sa parami roztaczne, a kazda zawiera przynajmniej jeden element osrodka.
Zbiér T musi by¢ wiec najwyzej przeliczalny.

2.15 zo(t) = 1, z1(t) = za(t) = 1 = 2t, a3(t) = 1 — 3t — 312 + 23, w(t) =

(1 =)+ 20281 —1)3 = 2v213(1 — 2) — 1.

4.9 Rozumujemy identycznie jak dla przestrzeni {1, korzystajac przy oszacowanin
ly*(2)] < ||z||plly|lq 2z nieréwnosci Héldera. Dla dowodu nieréwnosci [|y*|| = ||yllq
wybieramy wektor x = (21, 2,...), postaci @, = sgnyx lyx|?". Mamy wtedy

lelly = llyl§"” oraz y*(x) = [lylld, zatem [|ly*|| > [lyl,-

1.4.2 Niech {z,} bedzie ciagiem Cauchy’ego. Jezeli m jest takim wskaznikiem,
ze ||len —am| < 1 dla n > m, oraz M = max{||x1|,.... ||xm=1]], ||zm] + 1}, to
|zn]] < M dla wszystkich n =1,2,....

5.15 Na przestrzeni (> funkcjonaly liniowe

xh(b) = arby, gdzie b= (b1,by,b3,...) €L, n=1273,...
k=1

sa ciagle i HJ}:;H = Y |ag|. Takze dla kazdego b € (> ciag {z}(b)} jest ogra-
k=1

niczony. 7 twierdzenia Banacha-Steinhausa wynika, ze normy ||| musza by¢
wspolnie ograniczone.

1.21 Nierdwnos¢ ||z|l2 < Col|x||1, @ € Cla,b], nie zachodzi przy zadnej stalej

Co, bo dla funkcji x,(¢) =", n =1,2,3,... mamy |[z||1 = n%—l? |znl|l2 = 1.

1.3 Zalézmy, ze X jest przestrzenia zupelna oraz, ze szereg > pi ||kl jest
zbiezny. Aby dowies¢ zbieznoSci szeregu > o ; xr w X, wystarczy pokazaé, ze
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ciag sp = Y_p_q Tk jego sum czeSciowych jest ciagiem Cauchy’ego w X. Za-
uwazmy w tym celu, ze dla m < n mamy

lm = mll = mss & 2mg o+
< lomgrll + [Jzmal + - 4 llnll
=0p — Om,

gdzie 0, 1 oy sa odpowiednio n-ta i m-ta suma czedciowa szeregu Y po ||lwkll-
Stad, dla dowolnych juz m,n zachodzi

[sn = smll < lon = oml;
a poniewaz {o,} jest liczbowym ciagiem Cauchy’ego, wiec

lim  ||sn — sm|| = 0.
m,n—o0
Przejdzmy do dowodu w druga strone. Niech {x,} bedzie dowolnym ciagiem Cau-
chy’ego w X. Pokazemy, ze jest on zbiezny. Wybierzmy z ciagu {z,} podciag
{2y, } tak, aby ||2n, — @m| < 1/2F dla k = 1,2,... oraz wszystkich m > ny i
oznaczmy

Y1 = Tnq, Yo = T — Tng_q-

o0 o0 1
S lell <l |+ 55 < <,
k=1 k=2

wiec z zalozenia wynika, ze szereg Y ;- yr jest zbiezny w X. Ciag {w,,} jest

ciagiem sum czesciowych tego szeregu, jest wiec takze zbiezny. Niech = lim zy,, .
k—o0

Poniewaz

Sprawdzmy, ze x jest takze granica samego ciagu {zy}. Rzeczywiscie,

[ = amll = [lo = en | + l2n, = @mll <o+ 5

2

dla dostatecznie duzych ki m > ny.

7.66 Oczywiscie nie. Jezeli g : [0,1] — C jest funkcja ciagla i ‘g(t)‘ =1, to
operator Tx(t) = x(t) g(t) jest izometria na C]0,1], ale nie ma postaci (7.42).

5.3 Na przestrzeni sy tych ciagoéw liczb zespolonych, dla ktorych tylko skonczenie
wiele wyrazéow moze by¢ réznych od zera, z norma ,sup” okreslmy operatory
11,15, T5,... wzorem

To(x1, 22, 23,...) = (21,2x2,...,n2y,0,0,...).
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Zalozenia wniosku 5.2 sa wtedy spelnione, bo ||T,|| =n a dla x € sp ciag {Thx}
jest od pewnego miejsca staty. Operator T' ma postac¢

T(x1,x2,23,...) = (x1,2x2,323,...),
jest wiec operatorem nieciaglym.

sin(n + 1)u
27 sin u

3.31 Poniewaz Up,(cosu) =

kwencja rownosci

/1 Un() Up(t) V1 — t2dt = ! /7r sin(m + 1)u sin(n 4+ 1)u du.

+
1 2m n

, wiec ortonormalnosé¢ uktadu jest konse-

6.10 Baze otoczen zera dla omawianej topologii tworza zbiory U, g postaci
Uop={reX:|z(t)|<edlate F},

gdzie ¢ jest dowolna liczba dodatnia, a F' skonczonym podzbiorem [0,1]. Gdyby
topologia ta byla metryzowalna, to sposréd zbioréow U, g mozna by wybrac prze-
liczalna rodzine, tworzaca baze otoczen zera. Powiedzmy, ze tworzylyby ja zbiory
Uen.Fp» n =1,2,... . Poniewaz suma |J,— I, jest zbiorem najwyzej przeliczal-
nym, wiec w [0, 1] istnieje punkt ¢y lezacy poza ta suma. Mamy tu sprzecznosc,
bo zbior Uy y4,) jest otwarty, a nie zawiera zadnego ze zbiorow Uy, f, .

Niech z* bedzie ciaglym funkcjonatem liniowy na X. 7 ciaglosci w zerze
wynika istnienie takiego otoczenia Ue r, ze |2*(z)| < 1 dla wszystkich z € U, p.
Zauwazmy, ze jezeli funkcja © zeruje sie na zbiorze F', to x*(x) = 0. Rzeczywiscie,
poniewaz nx € U, p dla n = 1,2,..., wiec |#*(z)] < 1/n, a w konsekwencji
z*(x) = 0. Oznaczmy punkty zbioru F' przez ti,ta,...,t, i wybierzmy w X taki
uktad funkcji ey, ea,...,en, ze en(ty) = o dla m,k = 1,2,...,n. Oznaczmy
takze x*(er) = ay. Jezeli v € X, to funkcja v — > ;_; x({})ex znika na zbiorze
F,wiec a*(x =Y 5 _q x(tx)ex) =0, a stad

¥ (x) = Z apx(ty).
k=1

7, drugiej strony wzér powyzszy okresla ciagly funkcjonat liniowy z* na X przy
dowolnym wyborze zbioru skoniczonego F' = {t1,ta,...,1,} w [0,1] i uktadu liczb
zespolonych aq, a9, ..., ap.

1.6 Aby dowies¢ zupelosci obu przestrzeni mozna powtérzyé rozumowanie z
przykladu 1.5 przy dodatkowym zalozeniu, ze kazdy z ciagéw {zF}, k=1,2,...,
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jest zbiezny, powiedzmy do liczby g . Przechodzac w (1. 1) do granicy przy n — oo
otrzymujemy |gr — gm| < €, a w konsekwencji zbieznos¢ ciagu g1, g2 ... Oznaczmy
lim g = g. Wybierzmy i ustalmy wskaznik k > kg tak, by |gr —¢g| < € a nastepnie
no tak, by |28 — g < e dla n > ng. Wtedy z (1.2)

e — g| < |an — b + 2k —ge|+ |l —gl <e+ede=3¢

dla wszystkich n > ng. Zatem limz, = ¢.

1.34 Wystarczy w przestrzeni (! wskazaé nieprzeliczalny zbiér liniowo niezalezny.
Takim zbiorem jest na przyktad zbior wszystkich ciagéw postaci {n™*}>° s > 1,
bo gdy przy 1 < s1 < s2 < ... < s rOWnosc

an St tam 4+t apn k=0

zachodzi dla wszystkich n, to mnozac obie strony przez n®! i przechodzac do gra-
nicy przy n — oo otrzymujemy a1 = 0. Usuwajac z tej réwnosci zerowy skladnik
ain~ ! 1 powtarzajac rozumowanie dla wyktadnika s otrzymujemy as = 0, itd.
W koncu po k-krokach otrzymamy oy = a2 = ... = ap = 0.

4.33.1 Jesli a*(zpn) — a*(ap) oraz x*(z,) — x*(xy), to a*(xf — zj) = 0, wiec
/ "
1’0 - 1’0.

7.72 Jest tak tylko wtedy, gdy 1 ¢ o(U). Warunek ten nie jest spelniony np. dla
operatora U = [.

5.16 Niech Xo ={x € X : Ta =0} oznacza jadro odwzorowania T'. 7 twierdze-
nia 5.10 wiemy, ze T' jest izomorfizmem z przestrzeni X/Xp na Y. Gdy y =0, to
przyjmijmy # = 0, a gdy y # 0 to w warstwie 7~ !y przestrzeni X/ Xy wybierzmy
z tak, aby ||z| < 2T y||. Wtedy Tx =y oraz ||=|| < 2|77yl

1.36 Poniewaz funkcja @ = ctgnt jest homeomorfizmem (0,1) na R, wiec mo-
zemy okresli¢ odwzorowanie T': LP(R) — LP(0,1) wzorem

Tf(t)y=n"P sin?/? flctgnt).

Wtedy

1 . 9 “+o0
I = / [Fletg mt)[P 3050 gy = / (@) Pde = || [.

Q — 00
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7.5 Mamy obliczy¢ bezposrednio

1A= sup (le iyl +ly+iz+ ]z +ixf)

|22 +ly[2+]2[*=1

= sup (2 +2Im(2y + yz + Zf))
|24y 2 +]2]2=1

1/2

Jesli przyymiemy © = x1 + 1x2, y = y1 + 1y2, 2 = 21 + 122, to zadanie sprowadzi
sie do obliczenia maksymalnej wartosci wyrazenia

V = Im(2y + yz + 27)

= Toy1 — T1Yy2 + Y221 — Y122 + z2%1 — z1X2,

pod warunkiem :1;% + :1;% + y% + y% + Z% + Z% = 1. Do obliczenia tego maksimum
warunkowego zastosujemy metode czynnikéw nieoznaczonych Lagrange’a (patrz
[3] 1. 212). Przyréwnanie do zera pochodnych czastkowych funkeji

T2Y1 — T1Y2 + Y221 — Y122 + 2271 — 2122 — )\(:1;% + :L'% + y% + y% + Z% + Z%)

prowadzi do uktadu réwnan

29 —y2 — 2Ax1 = 0, y1 — 21 — 2 22 =0,
x9 — 22 — 2Ay1 = 0, 21 — 21 — 2Ay2 = 0,
Y2 — 22 — 2Az1 =0, 1 —y1 — 2Xz9 = 0.

7, niego

Vmax = (22 - yZ)xl + (1'2 - ZZ)yl + (y2 - 1}2)21 = 2)‘(‘%% + y% + Z%)
= (y1 — 21)22 + (21 — @1)y2 + (21 — y1)z2 = 202 + 43 + 22),

co po uwzglednieniu réwnoéci 2% 4+ 23 + yf + y35 + 27 + 23 = 1 daje Vipax = A.

Wartos¢ A = 4 tatwo wyznaczamy z uktadu réwnan, zatem

1Al = v/2 + V3.

Obliczanie wspotrzednych wektora optymalnego (z,y, z) mozna kontynuowac,
otrzymujac w rezultacie

pit pilt+2m/3) pilt+4n/3)
z

ﬁv y:Ta :Tv

Tworza one wierzchotki trojkata foremnego wpisanego w okrag o srodku 0 i pro-

. . 1
mieniu —#—=.
V3

t e R.

T =



Rozwiazania zadan 209

Druga metoda obliczania ||A|| znacznie szybciej prowadzi do celu. Poniewaz

1 0 — 2 1 =1
A= - 1 0], A A= — 2 1 ],
0 — 1 =1 2
wiec wielomian det(z] — A*A) przyjmuje postac

det(z]—A*A):Z3—622—|—9z—2:(2—2)(2—2—\/?;)(Z—Z—I—\/i’;),

skad

Al = max { V2, V2 +V3,V2 = 3} = V2 + V3.

2.16 Ciag s, sum czeSciowych szeregu Taylora funkcji x(t) = cosnt

4 6 2n
_q_ T2 T 4 T 6 o T o
sp(t) =1 s+ gt ! +...+(-1) (%)!t

jest zbiezny jednostajnie do funkcji @ na kazdym przedziale skonczonym.

4.33.3 Przestrzef skoficzenie wymiarowa jest izomorficzna z C (wzglednie RF,
gdy jest to przestrzen rzeczywista). W przestrzeni CF staba zbieznosé ciagu x, =
(Zn1, Tn2, ..., Tnk) pociaga zbieznod¢ ciagdw {xn;}oo (1, 1 =1,2,... k jego wspol-

rzednych a to, jak wiadomo, gwarantuje zbieznos¢ samego ciagu {x,}.

2.19 Jezeli odwzorowanie @ : 51 — S2 jest homeomorfizmem, to odwzorowanie

liniowe T": C'(S2) — C(S1) postaci

Tx(s)= x(c,o(s))

jest 1izometria.

Niech SR oznacza uzwarcenie Cecha-Stone’a prostej R. Z okreslenia uzwarce-
nia Cecha-Stone’a wynika (patrz 10.14), e przestrzenie C(R) i C'(SR) sa izome-
trycznie izomorficzne, cho¢ jak wida¢ przestrzenie R i SR homeomorficzne nie sa
(druga jest zwarta a pierwsza nie).

1.35 Norme zupelna w przestrzeni Ck(R) mozna wprowadzi¢ na wiele sposobow.
Jednym z nich jest

el = sup [«(1)] + sup [/(1)].
teR teR
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Jezeli {xy,} jest ciagiem fundamentalnym w tej normie, to jest jednostajnie zbiezny
do pewnej funkeji zq, a takze ciag pochodnych {z/,} jest zbiezny jednostajnie do
pewnej funkcji yo. Poniewaz

at) = 2n(0) + /(::pl (s)ds,

wiec xg(t) = 20(0 —|—f0 yo(s)ds dlakazdego t € R. Wynika stad, ze xg jest funkcja
rozniczkowalna oraz xf, = yo, zatem yo jest granica ciagu {x,} w normie || ||.

4.36 Zbiér zlozony z punkcji charakterystycznych wszystkich przedziatlow [a, b]
jest liniowo gesty w przestrzeni LP(R), mozna zatem przeprowadzi¢ analogiczne
rozumowanie jak w przykladzie 4.34.

3.20 Mamy
n S —
‘ det {l‘ }1<z,j<n - Z SgH(TO') H Lr(y) (tl) L (5) (ti)v
T,0 =1
gdzie 7 1 o przebiegaja grupe permutacji liczb {1,2,...,n} a sgn oznacza znak

permutacji. Przyjmujac

oy = o) = [ amwr

— 00

prawa strona dowodzonej rownosci przyjmie postac

n;ZSgHTUH 7(2); ():n;ZSgHTU Uro(i),o(i) =
1=1

l
- n! Z Z sgn(7 H (i)
1=1
= det {ai7j}1<i,j<n

3

6.14 Niech O bedzie osrodkiem w %, Jezeli zg nalezy do stabego domkniecia
zbioru A, to w A metoda ,przekatniowa” mozna wybra¢ taki ciag {x,}, ze

nh_)rlg@(:z;n — a0, y) =0

dla wszystkich y € O. Poniewaz ciag {x, — 29} jest ograniczony, wiec réwnosé

nh_)rlg@(:z;n — a0, y) =0
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zachodzi dla wszystkich = € 2.

1.25 Pokazemy, ze uklad Schura nie daje jednoznacznosci rozkladu. Przedsta-
wimy w tym celu funkcje x¢g w postaci zbieznego szeregu

o0
T = Z AL Tk
k=1

Szereg ten bedzie zbiezny na calym pélotwartym przedziale (a,b], w szczegdlnosci
zbiezny w punktach t1,%2,%3,.... 7Z wlasnosci ax(t;) = 0 dla ¢ = 1,2,...,k — 1
i xp(tx) = 1, podobnie jak w przykladzie 1.24, otrzymamy uklad réwnan 1 =
zo(t1) = A1, 1 = xo(t2) = M a1(t2) + A2, itd., ktéry pozwala wyznaczyé wspol-
czynniki A1, Ao, A3, ... jednoznacznie. Jesli y,, jest n-ta suma czesciowa tego sze-
regu oraz s, oznacza najmniejsza sposrod liczb tq,ta, ..., t,, to wykresem funkcji
Yn jest tamana zlozona z dwéch odcinkéw, taczacych punkt (a,0) z punktem
(Sn,1) i punkt (sn,1) z punktem (b,1). Dlatego

Sn
_ p_ t—a>p _ Sn —4a
leo=wllp = [ (=) de= 2= o

7.2 Jesli T jest operatorem ograniczonym, to ||[Tax — Tyl < [|T| ||l — y|| dla
wszystkich x,y € X, co oznacza, ze T jest funkcja jednostajnie ciagta.

Zalozmy teraz, ze T' jest ciagly w pewnym punkcie zg € X, tzn.
|Tx —Taol| <e, gdy [ — o <0

Niech y € X, [|y|| < 1. Wtedy dla wektora @ = x¢ 4 dy zachodzi ||a — x¢|| < 4,

zatem ||0Ty|| = ||Tx — Tao|| <e. Stad ||[Ty| < %, a w konsekwencji ||T]| < %
5.17 Niech x5 = X[g1/5], Yn = X[o,n]- Whedy

[l lp _ nl/q—l/p7 llynlp — pV/r=1/q

lznllq o llg

Gdy n — oo, to pierwszy z ilorazow dazy do zera, a drugi do nieskonczonosci.
Zatem normy te nie sa zgodne.

4.47 Wynika to natychmiast z rownosci

ln = zoll* = llanll® —2Re{wn, x0) + flzol|*
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gdyz prawa strona dazy do zera przy n — oc.

4.49 7 twierdzenia 4.31 wiadomo, ze kazdy ciagly funkcjonal lintowy z* na prze-
strzeni Co(R) ma postac

o) = [ ato)dute)

gdzie p jest miara Radona na prostej R. Staba zbieznosé¢ do zera ciagu {x,}
wynika wiec natychmiast z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej.

Przedstawimy dowod nie korzystajacy z opisu przestrzeni (CO(R)>*. Zauwaz-
my przedtem, ze dla kazdego ¢ > 0 mozna dobrac¢ taka liczbe d = d(e), aby
‘x(t)‘ < e dla t poza przedzialem [—d, d], a je$li ny,ng, ns, ... jest ciagiem wskaz-
nikow spelniajacym warunek ngiq1 > ng + 2d, to

[+ hitms 4+ o < el 4.

m
Zalézmy, ze ciag {x,} nie jest zbiezny do zera. Wtedy istnieje taki ciagly funk-
cjonal liniowego x* na przestrzeni Co(R) oraz podciag {zp,} ciagu {z,}, ze
Re 2*(xp,) > 1. Od ciagu wskaznikéw {nj;} mozemy przy tym wymagacé dodat-
kowo, by ngiq1 > ng + 2d(e). Wtedy

U< o (hany + Lany 4+ 4 Lan, )| < (Lle]l +2)[l2*].

To jednak jest niemozliwe, gdy liczba ¢ jest dostatecznie mala a m dostatecznie
duze.

6.15 Niech xg bedzie dowolnym elementem kuli oraz
U= {:1; € X: ‘:1;};(:1;—:1;0)‘ <e dla k= 1,2,...,n}

dowolnym jego bazowym otoczeniem w stabej topologii. Pokazemy, ze U zawiera
pewien element sfery. Jezeli x1 € (_ kera}, v1 # 0, to 29 + Azy € U dla
kazdego A. Funkcja ||xg + Az1|| musi na [0, 00) przyjmowaé wszystkie wartosci z
przedzialu [||:1;0||, o0), w szczegdlnosci wartosé 1.

Stabe domkniecie sfery zadnych innych elementow zawiera¢ juz nie moze, bo
kula jest zbiorem domknietym wypuktym.

6.18 Pokazemy, ze przestrzen (P)* mozna utozsamié¢ z (*°. 7 kazdym ciagiem
ograniczonym y = (y1,¥2,...) € {* zwiazemy funkcjonal liniowy y* na F wzo-

rem
o0

y*(z) = anyn gdy @ = (x1,29,...) € .

n=1
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Szereg ten jest bezwzglednie zbiezny, a gdy ||z|| < 1, to |zy| < |zplP dla wszyst-
kich n, wiec

o0
ly*(2) < lznllynl < lloo-
n=1

7 nieréwnosci tej i jednorodnoéci ||Az|| = |A[P||x|| wynika, ze gdy ||z|| < & to
ly* ()] < 51/p||y||oo. To za$ oznacza ciaglos¢ funkcjonatu y*.

7 drugiej strony, jezeli y* € (P)*, to dla n = 1,2,,... polézmy y, = y*(en),
gdzie e, jest ciagiem z jedynka na n-tym miejscu. Twierdzimy, ze ciag {yn}
jest ograniczony. Gdyby dla pewnego podciagu byto limy_, |yn,| = oo, to ciag
wektorow x; = y;klenk byltby zbiezny do zera w P, za$ y*(x,) = 1, co przeczy
ciaglosci y*. Skoro ciag {yn} jest ograniczony, to dla @ € # mamy y*(x) =
> o 1 ¥nYn, bo szereg po prawej stronie jest zbiezny.

7.9 Oczywiscie zastosujemy tu kryterium Schura. Jako funkcje ¢ wybierzemy

o(k) = \/klﬁ Poniewaz macierz Hilberta jest symetryczna, wiec wystarczy
dowodzi¢ tylko jednej z nieréwnosci (7.34).

o0 o0

1 . 1 1
Zm¢(ﬂ)zzj_1/z+k_1/zm

J=1 J=1

</°O dt _2/00 ds
Sl (k12T o sPHk—1/2

s

2 < du
:«/k—l/Q/o Al k=12

1.26 Oznaczmy ¢ = limsup|zy|. Jezeli {yn} € co, to limsup |z, — yn| > g —
lim sup |yn| = g, wiec ||[z]]| = ¢g. Rownos¢ otrzymamy dla ciagu {y,} okreslonego
wzorem Yy, = an(l — g/|xn|), gdy |xn| > g, oraz y, =0 dla pozostatych n.

7.84 Niech {y1,y2,...,yn} bedzie baza przestrzeni T'(X) oraz {yj,y5....,yn}
takim ukladem funkcjonaléow w Y*, ze y¥(yx) = &; 1 (patrz ?7). Okredlmy funk-
cjonal zy € X*, k =1,2,...,n, wzorem z}(x) = y(Tx). Jezeli wektor Tz ma
postaé Tx = Ay1 + Aoy2 + ...+ Ay, to Ay = yi(Tx) = zf(x).

4.33.2 Wynika to natychmiast z nieréwnosci ‘:1;*(:1;”) — :1;*(:1;0)‘ < ]| Jan — 20|

5.18 Wystarczy pokazac, ze odwzorowanie T' ma domkniety wykres. Zatézmy, ze
zy — vo w X oraz Ty, — y w L. Poniewaz || ||2 < || |1, wiec takze Tz, — y
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w (%. 7 zalozenia wiemy, ze T jako odwzorowanie z X do (? jest ciagle. Zatem
musi by¢ y = T'xg.

1.38 Dla z,2' € X i y,¢/ € Y 1éwnoéé¢ warstw [z + y] = [2' + ¢'] w przestrzeni
(X +Y)/Y zachodzi, gdy v +y—a' —y' € YV, tj.gdy 2 —2’ € X NY, to z za$

oznacza réownosé¢ warstw [z] = [2] w X/(X NY).

5.19 Operacja rozniczkowania z przestrzeni X do ([0, 1] ma wykres domkniety.
Wynika to ze znanego twierdzenia analizy: jezeli ciag x, zbiega do xg oraz
zbiega do yo jednostajnie na przedziale [0, 1], to g jest funkcja rézniczkowalna i
x4 = yo. Z twierdzenia o wykresie domknietym wnosimy, ze mamy do czynienia
z operacja ciagla. Zatem ||2'[|oc < C']|z]lo dla 2 € X. Wynika stad, ze kula
jednostkowa przestrzeni X jest zbiorem jednakowo ciaglym. Twierdzenie Arzeli
orzeka, ze jest zbiorem zwartym a twierdzenie Riesza z kolei, ze X musi by¢
przestrzenia skonczenie wymiarowa.

6.1.e Warunki 1-5 sa konieczne. Pierwsze dwa, bo chodzi o topologie Hausdorfta.
Trzeci, bo dodawanie wektorow jest operacja ciagla w zerze. Dla kazdego U € U
istnieja wtedy takie otoczenia zera Vi 1 Vo, ze Vi + Vo C U. Wystarczy zatem
obrac V € U, by V C Vi N Va. Warunek czwarty wynika z ciaglosci w zerze
operacji mnozenia przez liczby. Dla U € U istnieje bowiem taka liczba 6§ > 0
i otoczenie zera W, ze AW C U jedli tylko |A| < . Poniewaz mnozenie przez
liczbe rézna od zera jest homeomorfizmem, wiec zbidér W jest takze otoczeniem
zera. Aby dowies¢ (v), zauwazmy, ze dla dowolnego = € X funkcja ¢(u) = px
jest ciagta z C w X i ¢(0) = 0. Zatem dla dowolnego U € U istnieje taka liczba
§ >0, ze |u| <& pociaga px € U. Wystarczy zatem wziaé A = §71.

7 warunkéw (i) oraz (ii) wynika, ze rodzina zbioréw {x + U :x € X, U e U}
jest baza otoczen pewnej topologii T . Pokazemy, ze jest to topologia Hausdorffa i
ze operacje liniowe sa ciagte w 7. Niech x,y € X, « # y. Zbior U € U wybierzmy
tak, by y —a ¢ U. Na mocy (iii) i (iv) w U istnieje taki zbior V', ze V =V C U.
Wtedy x4V i y+V sa roztacznymi otoczeniami punktéw z i y. Oznacza to, ze T
jest topologia Hausdorffa. Ciagloé¢ operacji dodawania wektorow (x,y) — x4y w
dowolnym punkcie (9, yo) wynika natychmiast z (iii). Jezeli bowiem xg 4 yo + U
jest otoczeniem punktu zg + yg oraz V € U jest takie, by V +V C U, to
(xo+V)+(yo+V) C xo+yo+U. Pozostaje wykazac, ze operacja mnozenia przez
liczby jest ciagta. Niech Agzg+ U bedzie dowolnym bazowym otoczeniem punktu
Xozxg. Dobierzemy tak liczbe ¢ > 0 1 zbior V' € U, by obraz otoczenia W =
{(A,2): [A=Xo| <&, x —xp € V} punktu (Ao, 20) w Cx X przez odwzorowanie
(A, x) = A wpadal w zbidr A\gxo+U. Wybierzmy w U kolejno Vi C Vo C V3, by
Vi+WVi+VicU,by uVo C Vi gdy tylko || < 11iby AoVs C Vi. Niech takze 6
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bedzie taka liczba dodatnia, ze xg € 6V2. Polézmy ¢ = min{1,1/§} oraz V = V3.
Jezeli (A, x) € W, to Ax = doxo + (A — Ao)xo + do(x — x0) + (A — Xo)(a — x0).
A poniewaz (A — Ag)zog € (A — Xo)dVa C Vi, do(x — x0) € XoVz C Vi oraz
()\ — )\0)(1‘ — l’o) € ()\ — )\Q)VQ C V1, wiec Ax € Aoxg + U.

6.3 Sprawdzamy latwo, ze ||@ + y|| < ||z|| + ||y|| oraz ||Az| = |AP||x|| dla do-
wolnych 2,y € LP(0,1) i A € C. Wynika stad natychmiast, ze LP(0,1) jest
przestrzenia liniowa, a operacje dodawania wektoréw i mnozenia wektorow przez
liczby sa ciagle. Dowdd zupelnosci jest identyczny jak dla p > 1 (patrz 77?).

Zalézmy, ze W jest zbiorem wypuklym LP(0,1) z niepustym wnetrzem. Nie
ograniczajac ogolnosci, mozemy zatozy¢, ze dla pewnego r > 0 zbior W zawiera
kule {x € LP(0,1) : ||z|| < r}. Ustalmy dowolna funkcje « € LP(0,1). Poniewaz
caltka fot |z(s)|Pds jest ciagla funkcja parametru ¢ (patrz ?7), wiec dla kazdego n
istnieje taki podzial 0 =tg < t; <--- < t, =1 odcinka [0, 1], ze ftif_l |z(s)|Pds =
|z||/n dla wszystkich k = 1,2,...,n. Polézmy x(s) = na(s) gdy s € [tx_1, k]
oraz xi(s) = 0 poza tym. Wtedy ||zx|| = np_1||:1;|| oraz r = %(:zjl—l—:z;g +...Fxy).
Poniewaz n?~! dazy do zera przy n — oo, wiec dla dostatecznie duzego n mamy
ekl < r, k=1,2,...,n. Oznacza to, ze kazda z funkcji xj, a w konsekwencji
takze funkcja = lezy w W.

3.24.1 Jezeli wektory x1, x2, ..., x, tworza zbior ortonormalny oraz Z)\k:pk =0,
k=1
to

0= <Z>\kl‘k,l‘m> = MelThs Tm) = Am
k=1 k=1

dlam=1,2,...,n.

1.37 TAK, izomorfizmem jest odwzorowanie ¢ : LY(0,1) — L(0,1) x L1(0,1)

okreélone wzorem ¢(x)(t) = (x(%),x(%))

3.10 Mamy (z, z) = ||z||?, zatem jest spelniona wlasnosé¢ (1) iloczynu skalarnego,
takze ||z|| = \/(x, x). Hermitowskos¢ funkcji ( , ) wyprowadzamy tatwo wprost
z definicji, podobnie identycznosc

(1o, y) =1i(z, y).

Pozostaje do udowodnienia addytywnosé¢ funkcji ( , ) i jej jednorodnosé przy
mnozeniu przez skalary rzeczywiste.
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Korzystajac z réwnosci rownolegltoboku tatwo dowodzimy, ze
(utwv, z)+(u—uv, z) =2(u, z),
a przyjmujac tu v = u otrzymujemy
(2u, z) = 2(u, z).

7, porownania lewych stron obu tozsamosci, po wstawieniu u = %(:1; + y) oraz
v = %(:1; —y), dostajemy postulowana addytywnos¢ funkeji ( , ).

7, addytywnosci 1 ciaglosci badanej funkcji wynika juz jej jednorodnosé przy
mnozeniu przez liczby rzeczywiste. Istotnie, z addytywnosci przez indukcje po n
dostajemy réwnosé (nx, y) = n{x, y), a po wstawieniu %:1; w miejsce x rOWnosé¢
<% T, Y) = %(:1;, y); tacznie zatem (T x, y) = T (x, y). Poniewaz zachodzi takze
réwnos¢ (—x, y) = —(x, y), funkcja A — (A x, y) — A, (@, y) zeruje sie na zbiorze
wszystkich liczb wymiernych. Skoro jest ciagta a liczby wymierne leza gesto w R
— musi by¢ funkcja zerowa.

1.4.1 Niech {b:};c7 bedzie baza Hamela tej przestrzeni. Dla x = Y, 7 Atby po-
tozmy ||z|| = maxier |Ae] (Ae # 0 tylko dla skonczenie wielu ¢ € T'). Funkcja || ||
jest norma.

4.48 Ciag =, = (0,0,...,0,1,1,...) z zerami do miejsca n-tego jest *-stabo
zbiezny do zera. Nie jest jednak stabo zbiezny do zera, gdyz dla funkcjonatu LIM
z przyktadu ?? zachodzi LIM z, = 1.

2.13 Poniewaz wielomian optymalny jest jedyny, wiec z nieréwnosci
[0 — wolloe = ([0 — Rewol

wynika, ze musi by¢ rzeczywisty. Gdyby ze zbioru Sy punktéw ekstremalnych
funkcji g — wp nie mozna byto wybra¢ zadnego alternansu dtugosci n+ 1, to dla
pewnej liczby m < n przedzial [a,b] da sie tak podzieli¢ na m + 1 przedzialow
domknietych punktami ¢ < s1 < s < -+ < sy, < b, ze w punktach zbioru
So wybranych z jednego przedziatu funkcja xg — wg przyjmuje wartosci tego sa-
mego znaku a z przedzialéw sasiednich znakéw przeciwnych (oczywiscie zaden z
punktéw si nie moze naleze¢ do Sp). Wielomian stopnia m

w(t) = [~ )

k=1
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zmienia znak w kazdym z punktéw sy, a wiec funkcja (xg — wo)w przyjmuje na
zbiorze Sy wartosci wylacznie jednego znaku. 7 twierdzenia 2.11 wynika, ze w wyg
nie moze by¢ w takim razie wielomianem optymalnym.

Dalej rozumujemy jak w przyktadzie 2.12. Gdyby wy nie byl wielomianem
optymalnym mimo istnienia alternansu ¢1,%2,...,%y4+1, to na mocy twierdzenia
Kolmogorowa mielibysmy

: k
min (—1)" Rew(tx) > 0
(nin (=) (k)
dla pewnego wielomianu w stopnia nizszego niz n. Wielomian Rew musialby
wtedy zmienia¢ znak w kazdym z przedziatéw (ty,tx11), a taki wielomian musi
miec¢ stopien przynajmniej n.
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