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Wst�pAnaliza funk
jonalna, to dziedzina matematyki, która ju» od po
z¡tku lat30-ty
h, gdy powstawaªa, byªa entuzjasty
znie przyjmowana przez matematy-ków. Wielbi
ielom dawaªa nowy j�zyk matematy
zny i nowe, atrak
yjne narz�dziepra
y. Dawaªa im te» now¡ perspektyw� patrzenia na matematyk�.Dzi± stale jesz
ze jest atrak
yjna, 
ho¢ zostaªa ju» nie
o nadw¡tlona przezupªywaj¡
y 
zas. Przyj�ªa te» tytuª dziedziny ÿklasy
znej". Osobi±
ie uwa»am, »epo drobny
h korekta
h urody i przy dobrym makija»u mo»e by¢ jesz
ze bardzopo
i¡gaj¡
a | sz
zególnie dla studentów, którzy jej w
ze±niej nie znali.Skrypt niniejszy zostaª opra
owany na podstawie materiaªów i notatek z wy-kªadów analizy funk
jonalnej, które prowadziªem przez wiele lat na Uniwersyte-
ie Wro
ªawskim. Zostaª on uzupeªniony o zadania i ¢wi
zenia do samodzielnegorozwi¡zywania. Wskazówki do zada« i i
h rozwi¡zania mo»na znale¹¢ na ko«
uskryptu. Niestety w trak
ie opra
owywania przypadkowo ulegªy przetasowaniui mimo prób nie udaªo mi si� ustawi¢ i
h w kolejno±
i numerów, za 
o bardzoserde
znie przepraszam.Zakres materiaªu i poruszany
h zagadnie« w zasadzie odpowiada programowitypowego wykªadu analizy funk
jonalnej. Poto
znie mówi¡
 jest to ÿElementarz"i ÿpóª podr�
znika do drugiej klasy". Ty
h, którym nie wystar
zy ta dodatkowaÿpoªówka" odsyªam od razu do inny
h, lepszy
h podr�
zników analizy funk
jo-nalnej. Spis taki
h podr�
zników zamie±
iªem na ko«
u skryptu.Poniewa» do ±ledzenia rozumowa« i rozwi¡zywania zada« potrzebna jest pewnawiedza z inny
h dziedzin matematyki, analizy matematy
znej, algebry liniowej,teorii funk
ji zmiennej zespolonej, topologii oraz teorii miary i funk
ji rze
zywi-sty
h, dodatek na ko«
u skryptu zawiera zestaw konie
zny
h faktów i twierdze«,podany
h z dowodami lub odsyªa
zami do literatury. Tadeusz PytlikWro
ªaw, grudzie« 2000



ROZDZIA� IPRZESTRZENIE BANACHAPrzestrzenie unormowanePodstawowe wªasno±
iFunk
j� rze
zywist¡ k k na przestrzeni liniowej X nazywamy norm¡, je»eli1. k0k = 0 i kxk > 0 gdy x 6= 0,2. kx+ yk ¬ kxk+ kyk (podaddytywno±¢),3. k�xk = j�j kxk (jednorodno±¢).Przestrze« liniow¡, w której okre±lona jest norma nazywamy przestrzeni¡ li-niow¡ unormowan¡ (lub krótko przestrzeni¡ unormowan¡). Cz�sto dla pod-kre±lenia, 
o jest norm¡ w przestrzeni liniowej X , b�dziemy pisa¢ (X; k k).Norma w przestrzeni liniowej X wyzna
za metryk� wzorem�(x; y) = kx� yk:W ten sposób przestrze« unormowana staje si� przestrzeni¡ topologi
zn¡ me-try
zn¡. Ilekro¢ b�dzie mowa o wªasno±
ia
h topologi
zny
h przestrzeni unormo-wanej (X; k k), 
hodzi o topologi� zadan¡ metryk¡ �.Przestrze« unormowana zupeªna nosi nazw� przestrzeni Bana
ha.Z okre±lenia normy wynika, »e dodawanie wektorów w przestrzeni unormowa-nej i mno»enie i
h przez skalary s¡ opera
jami 
i¡gªymi. Ponadto:1.1. Fakt.Domkni�
ie podprzestrzeni liniowej przestrzeni unormowanej jest pod-przestrzeni¡ liniow¡ a domkni�ta podprzestrze« liniowa przestrzeni Bana
ha jestprzestrzeni¡ Bana
ha.Gªównym obiektem naszy
h zainteresowa« b�d¡ przestrzenie Bana
ha. Zupeª-no±¢ przestrzeni pozwala przy badaniu zbie»no±
i 
i¡gu sprawdza¢ tylko warunekCau
hy'ego.



6 I. PRZESTRZENIE BANACHA1.2. Twierdzenie. Ka»d¡ przestrze« unormowan¡ mo»na uzupeªni¢ do prze-strzeni Bana
ha.Dowód: Nie
h X b�dzie przestrzeni¡ unormowan¡ a eX jej uzupeªnieniem me-try
znym (patrz ??), tzn. zbiorem klas równowa»no±
i 
i¡gów Cau
hy'ego. W eXmo»na okre±li¢ struktur� liniow¡ kªad¡
�fxng�+ �fyng� = �fxn + yng�; ��fxng� = �f�xng�i norm� 

�fxng�

 = limn!1 kxnk:Uwaga. Udowodnimy pó¹niej (wniosek ??), »e w przestrzeni liniowej s0 
i¡gów,dla który
h tylko sko«
zenie wiele wyrazów jest ró»ny
h od zera, nie da si� wpro-wadzi¢ normy tak, by byªa w niej przestrzeni¡ zupeªm¡.SzeregP1n=1 xn wektorów przestrzeni unormowanej nazywa si� zbie»ny, je»elizbie»ny jest 
i¡g jego sum 
z�±
iowy
h sn = x1 + x2 + : : : + xn i nazywa si�bezwzgl�dnie zbie»ny, je»eli P1n=1 kxnk <1.1.3. Zadanie. Na to, by przestrze« unormowana X byªa zupeªna potrzeba iwystar
za, by ka»dy szereg bezwzgl�dnie zbie»ny byª zbie»ny.1.4. �wi
zenia.1. W ka»dej przestrzeni liniowej mo»na okre±li¢ norm�.2. Ka»dy 
i¡g Cau
hy'ego elementów przestrzeni unormowanej jest ograni-
zony.3. W ka»dej niezerowej przestrzeni unormowanej istnieje szereg zbie»ny, którynie jest bezwzgl�dnie zbie»ny.



Przykªady przestrzeni Bana
ha 7Przykªady przestrzeni Bana
haPodamy tu kilka przykªadów typowy
h przestrzeni Bana
ha.1.5. Przykªad. Zbiór b wszystki
h ograni
zony
h 
i¡gów li
zb zespolony
hfxng1n=1 ze zwykªym dodawaniem 
i¡gów i mno»eniem i
h przez skalary oraznorm¡ 

fxng

1 = supn jxnjtworzy przestrze« Bana
ha.Jest o
zywiste, »e b jest przestrzeni¡ liniow¡ oraz, »e k k1 jest norm¡. Uza-sadnienia wymaga jedynie zupeªno±¢ przestrzeni b . Je»eli fx1ng; fx2ng; : : : jest
i¡giem Cau
hy'ego w b , tzn. dla ka»dego " > 0 istnieje takie k0 , »e(1: 1) supn jxkn � xmn j < "dla wszystki
h k;m ­ k0 , to dla ka»dego n = 1; 2; 3; : : : 
i¡g x1n; x2n; x3n; : : : jestli
zbowym 
i¡giem Cau
hy'ego, jest zatem zbie»ny do pewnej li
zby zespolonejxn . Prze
hodz¡
 w nierówno±
i (1. 1) do grani
y przy m!1 otrzymujemy(1: 2) supn jxkn � xnj ¬ ":Wnioskujemy st¡d, »e fxng jest 
i¡giem ograni
zonym i »e jest grani
¡ 
i¡gufx1ng; fx2ng; : : : w normie przestrzeni b .1.6. Zadanie. Pokaza¢, »e zbiory 
 wszystki
h 
i¡gów zbie»ny
h oraz 
0 wszy-stki
h 
i¡gów zbie»ny
h do zera s¡ domkni�tymi podprzestrzeniami liniowymiprzestrzeni b , s¡ zatem przestrzeniami Bana
ha w normie odziedzi
zonej z b .1.7. Przykªad. Zbiór `1 wszystki
h absolutnie sumowalny
h 
i¡gów li
zb ze-spolony
h z norm¡ 

fxng

1 = 1Xn=1 jxnjtak»e tworzy przestrze« Bana
ha.Zupeªno±¢ przestrzeni `1 mo»na dowie±¢ podobnie jak zupeªno±¢ przestrzenib, nale»y tylko symbol supn zast¡pi¢ przez P1n=1 .



8 I. PRZESTRZENIE BANACHA1.8. Przykªad. Nie
h 1 < p < 1. Ozna
zmy przez `p zbiór ty
h 
i¡gów ze-spolony
h fxng, dla który
h P jxnjp <1 i ozna
zmy

fxng

p = � 1Xn=1 jxnjp�1=p:Poka»emy, »e `p jest przestrzeni¡ liniow¡ a k kp norm¡ zupeªn¡. Udowodnimy wtym 
elu dwie wa»ne nierówno±
i:1.9. Nierówno±¢ H�oldera. Je±li fxng 2 `p , fyng 2 `q , gdzie p; q > 1 oraz1=p + 1=q = 1, to fxnyng nale»y do `1 i za
hodzi nierówno±¢1Xn=1 jxnynj ¬ � 1Xn=1 jxnjp�1=p� 1Xn=1 jynjq�1=q:Dla dowodu zauwa»my najpierw, »eab ¬ 1pap + 1q bq dla dowolny
h a; b ­ 0:Mo»na to ªatwo od
zyta¢ z rysunku obok, bo1pap = Z a0 sp�1ds oraz 1q bq = Z b0 tq�1dt;a funk
je t = sp�1 oraz s = tq�1 s¡ wzajemnieodwrotne.Je»eli jedna z sum po prawej stronie nierówno±
i H�oldera jest równa zeru, tonierówno±¢ o
zywi±
ie za
hodzi. Je±li za± obie sumy, które ozna
zymy odpowiednioxp i yp , s¡ ró»ne od zera, to nierówno±¢ te» jest speªniona, bo mamy1xy 1Xn=1 jxnynj = 1Xn=1 jxnjx jynjy ¬ 1p 1Xn=1 jxnjpxp + 1q 1Xn=1 jynjqyq = 1:1.10. Nierówno±¢ Minkowskiego. Nie
h p > 1. Je»eli fxng; fyng 2 `p , to� 1Xn=1 jxn + ynjp�1=p ¬ � 1Xn=1 jxnjp�1=p + � 1Xn=1 jynjp�1=p:



Przykªady przestrzeni Bana
ha 9Istotnie, stosuj¡
 nierówno±¢ H�oldera otrzymujemy1Xn=1 jxn + ynjp ¬ 1Xn=1 jxn + ynjp�1jxnj+ 1Xn=1 jxn + ynjp�1jynj ¬¬� 1Xn=1 jxnjp�1=p� 1Xn=1 jxn + ynj(p�1)q�1=q++ � 1Xn=1 jynjp�1=p� 1Xn=1 jxn + ynj(p�1)q�1=q =="� 1Xn=1 jxnjp�1=p + � 1Xn=1 jynjp�1=p#� 1Xn=1 jxn + ynjp�1=q;gdy» (p � 1)q = p. To daje nierówno±¢ Minkowskiego.Nierówno±
i Minkowskiego ozna
za podaddytywno±¢ funk
ji k kp , a to jestjedyna nieo
zywista wªasno±¢ normy. Wynika z niej te», »e suma 
i¡gów z `ptak»e le»y w `p , a wi�
, »e `p jest przestrzeni¡ liniow¡. Dowód zupeªno±
i jesttaki jak dla przestrzeni `1 .1.11. Fakt. Je»eli 
i¡g x = fxng nale»y do `p0 , p0 ­ 1, to nale»y tak»e do `pdla p ­ p0 oraz limp!1 kxkp = kxk1:Istotnie, dzi�ki jednorodno±
i normymo»emyprzyj¡¢ maxn jxnj = 1. Wybiera-j¡
 wska¹nik n0 tak, aby Pn>n0 jxnjp0 ¬ 1 otrzymamy Pn>n0 jxnjp ¬ 1. Zatemx 2 `p oraz 1 ¬ � 1Xn=1 jxnjp�1=p ¬ (n0 + 1)1=p ¬ 1 + n0p :Fakt ten wyja±nia, dla
zego dla normy ÿsupremum" u»yli±my ozna
zenia k k1 .Dodajmy, »e z tego te» powodu przestrze« b 
z�sto ozna
zana jest symbolem `1 .1.12. Zadanie. Pokaza¢, »e gdy 0 < p < 1, to na zbiorze `p 
i¡gów sumowal-ny
h z p-t¡ pot�g¡ funk
ja 

fxng

p = � 1Xn=1 jxnjp�1=pnie jest norm¡. Czy `p jest przestrzeni¡ liniow¡?



10 I. PRZESTRZENIE BANACHA1.13. Przykªad. Nie
h 
 b�dzie przestrzeni¡ topologi
zn¡ z nieujemn¡ miar¡borelowsk¡ � oraz S(
; �) zbiorem wszystki
h funk
ji mierzalny
h x : 
 ! C ,przy 
zym uto»samimy ze sob¡ funk
je równe �-prawie wsz�dzie. Zbiór ten znaturalnymi dziaªaniami na funk
ja
h tworzy przestrzeni¡ liniow¡.Przez Lp(
; �), 1 ¬ p < 1, ozna
zymy podprzestrze« przestrzeni S(
; �)zªo»on¡ z ty
h funk
ji x, dla który
h 
aªka R
 jx(t)jp dt jest sko«
zona. Podobniejak w przykªadzie 1.8 dowodzimy, »e funk
jakxkp = �Z
 jx(t)jp dt�1=pjest norm¡ w Lp(
; �). Dowód zupeªno±
i przestrzeni L1(
; �) zostaª przedsta-wiony na stronie ??, zupeªno±¢ pozostaªy
h przestrzeni Lp(
; �), 1 < p < 1,dowodzi si� tak samo.Ozna
zmy ponadto przez L1(
; �) podprzestrze« przestrzeni S(
; �), zªo-»on¡ z funk
ji istotnie ograni
zony
h, tj. funk
ji x, dla który
h wielko±¢infA�
�(A)=0 supt2
nA ��x(t)��jest sko«
zona. Wielko±¢ t¡ ozna
zany ess supt2
 jx(t)j lub kxk1 i nazywamysupremum istotnym funk
ji x. Funk
ja k k1 jest norm¡ a L1(
; �) w tejnormie przestrzeni¡ zupeªn¡.Utworzyli±my w ten sposób 
aª¡ now¡ klas� przykªadów przestrzeni Bana
ha,uogólniaj¡
y
h przestrzenie `p , 1 ¬ p ¬1.Jako modelu przestrzeni (
; �) b�dziemy u»ywa¢ na ogól prostej rze
zywistejR lub przedziaªów (a; b) z miar¡ Lebesgue'a, pªasz
zyzny zespolonej C z miar¡pªask¡ Lebesgue'a b¡d¹ zbioru li
zb naturalny
h N z miar¡ ÿli
z¡
¡", dla którejmiara zbioru jest jego li
zno±
i¡. Pisanie symbolu (
; �) ma ustrze
 przed u
i¡»li-wym rozpatrywaniem przypadków oraz wykorzystywaniem dodatkowy
h wªasno-±
i konkretny
h przestrzeni, np. zwarto±
i przestrzeni 
zy sko«
zono±
i miary.1.14. Przykªad. Nie
h T b�dzie dowolnym zbiorem niepustym. Zbiór B(T )wszystki
h funk
ji ograni
zony
h x : T ! C jest przestrzeni¡ Bana
ha w normiekxk1 = supt2T jx(t)j.Gdy za T przyjmiemy zbiór li
zb naturalny
h N, to przestrze« B(T ) staniesi� identy
zna z w
ze±niej wprowadzon¡ przestrzeni¡ b 
i¡gów ograni
zony
h.1.15. Przykªad. Nie
h S b�dzie przestrzeni¡ topologi
zn¡. Ozna
zmy przezC(S) podprzestrze« przestrzeni B(S) zªo»on¡ z wszystki
h funk
ji 
i¡gªy
h. Jest



Izomor�zm. Równowa»no±¢ norm 11to przestrze« zupeªna, bo grani
a jednostajnie zbie»nego 
i¡gu funk
ji 
i¡gªy
hjest funk
j¡ 
i¡gª¡.Dla unikni�
ia patologi
zny
h przykªadów b�dziemy zawsze zakªadali, »e Sjest przestrzeni¡ topologi
zn¡ 
aªkowi
ie regularn¡. Typowymi przykªadami, doktóry
h prakty
znie wystar
zy si� ograni
zy¢, s¡ przestrzenie C([a; b℄) oraz C(R).Zaªó»my, »e przestrze« topologi
zna S jest lokalnie zwarta, tzn. ka»dy punktw S posiada baz� oto
ze« zªo»on¡ ze zbiorów zwarty
h. Ozna
zmy przez C0(S)podprzestrze« C(S) zªo»on¡ z ty
h funk
ji x, »e dla ka»dego " > 0 istnieje zbiórzwarty K � S o wªasno±
i jx(s)j < " dla s =2 K . Jest to domkni�ta podprzestrze«liniowa przestrzeni C(S), jest zatem przestrzeni¡ Bana
ha. O funk
ja
h x 2 C0(S)mówi si� 
zasem, »e ÿznikaj¡ w niesko«
zono±
i".Przestrzenie Bana
ha 
 oraz 
0 opisane w zadaniu 1.6 s¡ sz
zególnymi przy-kªadami odpowiednio przestrzeni C(S) oraz C0(S). Mo»na je otrzyma¢ np. bior¡
za S zbiór f0; 1; 12 ; 13 ; : : :g z topologi¡ odziedzi
zon¡ z prostej R (jest to przestrze«topologi
zna normalna, lokalnie zwarta) i uto»samiaj¡
 funk
je x na S z 
i¡gami�x( 1n)	.Izomor�zm. Równowa»no±¢ normPowiemy, »e przestrzenie unormowane X i Y s¡ izomor�
zne topologi
z-nie, je±li istnieje izomor�zm algebrai
zny T : X ! Y , 
i¡gªy jako funk
ja z prze-strzeni topologi
znej X do przestrzeni topologi
znej Y i taki, »e T�1 : Y ! Xjest tak»e funk
j¡ 
i¡gª¡. Izomor�zm nazwiemy izometry
znym (lub krótko izo-metri¡), je»eli kTxk = kxk dla wszystki
h x 2 X .1.16. Przykªad. Rozpatrzmy w przestrzeni R2 dwie normy

(x1; x2)

1 = jx1j+ jx2j; 

(x1; x2)

1 = max�jx1j; jx2j	:Twierdzimy, 
ho¢ na pierwszy rzut oka mo»e si� to wyda¢ nieprawdopodobne, »eprzestrzenie �R2; k k1� i �R2; k k1� s¡ izometry
znie izomor�
zne. Odwzorowa-nie identy
zno±
iowe izometri¡ o
zywi±
ie nie jest, jest ni¡ za to odwzorowanie(x1; x2)! (x1 + x2; x1 � x2). Wynika to z równo±
imax�jx1 + x2j; jx1 � x2j	 = jx1j+ jx2j;któr¡ ªatwo sprawdzamy rozpatruj¡
 przypadki, gdy li
zby x1 i x2 s¡ tego samegoi prze
iwnego znaku.W przestrzeni R3 sytua
ja jest odmienna, kul¡ jednostkow¡ w normie k k1jest o±mio±
ian, a w normie k k1 sze±
ian, nie ma zatem odwzorowania liniowego



12 I. PRZESTRZENIE BANACHAprzeprowadzaj¡
ego jedn¡ z �gur na drug¡. W przestrzeni Rn, n > 3, jest jesz
zegorzej, pierwsz¡ z kul jednostkowy
h jest wielo±
ian o 2n wierz
hoªka
h, a drug¡wielo±
ian o 2n wierz
hoªka
h.1.17. Przykªad. Poka»emy, »e przestrzenie 
0 i 
 s¡ izomor�
znie topologi
z-nie. Poka»emy te», »e izometry
znie izomor�
zne nie s¡.Jest rze
z¡ jasn¡, »e odwzorowanie T : 
0 ! 
 , okre±lone wzoremT (x1; x2; x3; : : :) = (x1 + x2; x1 + x3; x1 + x4; : : :)jest algebrai
znym izomor�zmem ty
h przestrzeni a jego odwzorowanie odwrotneT�1 : 
 ! 
0 ma posta¢T�1(x1; x2; x3; : : :) = (x0; x1 � x0; x2 � x0; x3 � x0; : : :);gdzie x0 = limn!1 xn . Poniewa» kTxk ¬ 2 kxk dla x 2 
0 i kT�1xk ¬ 2 kxk dlax 2 
 , wi�
 oba odwzorowania s¡ 
i¡gªe.Dowód drugiego ze stwierdze« jest zna
znie trudniejszy. Nale»y wykaza¢, »e »a-den z algebrai
zny
h izomor�zmów ty
h przestrzeni izometri¡ nie jest. Dla ka»degokonkretnego izomor�zmu T mo»na zapewne nietrudno wskaza¢ taki element x,»e kTxk 6= kxk, ale dla wszystki
h izomor�zmów takiego uniwersalnego elementunie ma. U
iekniemy si� wobe
 tego do podobnego rozumowania jak poprzednimprzykªadzie, poka»emy mianowi
ie, »e domkni�ta kula jednostkowa K przestrzeni
 ma bardzo wiele wierz
hoªków, a domkni�ta kula jednostkowa K0 przestrzeni 
0nie ma i
h w
ale, nie mo»na zatem w sposób izometry
zny przeprowadzi¢ jednejna drug¡.Hasªo ÿwierz
hoªek kuli K " zast¡pimy jednak bardziej pre
yzyjnym ÿpunktekstremalny kuli K ". Z de�ni
ji jest to ka»dy punkt x 2 K , którego nie mo»naprzedstawi¢ w posta
i x = �y+(1��)z dla pewny
h y; z 2 K , y 6= z i 0 < � < 1,tj. punkt, który nie le»y wewn¡trz »adnego od
inka��y + (1� �)z : 0 ¬ � ¬ 1	ª¡
z¡
ego dwa ró»ne punkty y i z kuli K . Jest jasne, »e ka»da izometria przepro-wadza punkty ekstremalne jednej kuli na punkty ekstremalne drugiej kuli.W domkni�tej kuli jednostkowej K przestrzeni 
 punktami ekstremalnymi s¡wszystkie te punkty x = (x1; x2; x3; : : :), dla który
h jxnj = 1, n = 1; 2; 3; : : : .1.18. Fakt. Domkni�ta kula jednostkowa przestrzeni 
0 nie ma punktów ekstre-malny
h.Dowód: Poka»emy, »e ka»dy element x kuli K0 = fx 2 
0 : kxk ¬ 1g jest ±rod-kiem pewnego od
inka le»¡
ego 
aªkowi
ie w K0 , tj., »e x = 12y+ 12z dla pewny
h



Izomor�zm. Równowa»no±¢ norm 13dwó
h ró»ny
h elementów y i z tej kuli. Je»eli x ma posta¢ x = (x1; x2; x3; : : :),to jxnj ¬ 1 dla n = 1; 2; 3 : : : oraz xn ! 0 przy n ! 1. Wybierzmy wska¹nikn0 tak, by jxn0j < 1 i okre±lmy elementy y = (y1; y2; y3; : : :) i z = (z1; z2; z3; : : :)kªad¡
 yn = zn = xn dla n 6= n0 i przyjmuj¡
 za yn0 i zn0 takie li
zby, by byªyró»ne, by jyn0j ¬ 1, jzn0j ¬ 1 oraz, by xn0 = 12yn0 + 12zn0 . Wtedy y; z 2 K0 ,y 6= z oraz x = 12y + 12z .Defini
ja. Zaªó»my, »e w przestrzeni liniowej X dane s¡ dwie normy k k1 ik k2 . Powiemy, »e normy te s¡ równowa»ne, gdy istniej¡ takie li
zby C1 i C2 ,»e kxk1 ¬ C1kxk2 oraz kxk2 ¬ C2kxk2dla wszystki
h x 2 X .1.19. Twierdzenie. W przestrzeni liniowej X normy k k1 i k k2 s¡ równo-wa»ne wtedy i tylko wtedy, gdy zbie»no±¢ 
i¡gów w normie k k1 jest równowa»nei
h zbie»no±
i w normie k k2 , 
zyli gdy odwzorowanie to»samo±
iowe Tx = x jestizomor�zmem przestrzeni �X; k k1� na przestrze« �X; k k2�.Dowód: Jest jasne, »e warunekkxk1 ¬ C kxk2 dla x 2 Xwystar
za na to, by ka»dy 
i¡g zbie»ny w normie k k2 byª zbie»ny w normie k k1 .Poka»emy, »e warunek ten jest tak»e konie
zny.Je»eli nierówno±¢ kxk1 ¬ C kxk2 dla x 2 Xnie za
hodzi przy »adnej staªej C , to w X istnieje taki 
i¡g fxng, »ekxk1 > n kxnk2; n = 1; 2; 3; : : : :Wtedy dla 
i¡gu yn = 1pnkxnk2xn; n = 1; 2; 3; : : :za
hodz¡ nierówno±
i kynk1 = kxnk1pnkxnk2 > pn;kynk2 ¬ 1pn :Wynika z ni
h, »e 
i¡g fyng jest zbie»ny (do zera) w normie k k2 , a nie jestzbie»ny w normie k k1 (nie jest nawet ograni
zony).



14 I. PRZESTRZENIE BANACHAZ powy»szego twierdzenia wynika, »e algebrai
zny izomor�zm T przestrzeniunormowanej �X; k kX� na przestrze« unormowan¡ �Y; k kY � jest izomor�zmemtopologi
znym wtedy i tylko wtedy, gdy w przestrzeni X norma k k1 = k kX inorma k k2 okre±lona wzorem kxk2 = kTxkY s¡ równowa»ne.1.20. Przykªad. W przestrzeni C1[0; 1℄ funk
ji maj¡
y
h 
i¡gª¡ po
hodn¡ naprzedziale [0; 1℄ normy kxk1 = maxt2[0;1℄ ��x(t)��+ maxt2[0;1℄ ��x0(t)��kxk2 = ��x(0)��+ maxt2[0;1℄ ��x0(t)��s¡ równowa»ne. Nierówno±¢ kxk2 ¬ kxk1 jest o
zywista. Z drugiej strony x(t) =x(0) + R t0 x0(s) ds, wi�
maxt2[0;1℄ ��x(t)�� ¬ ��x(0)��+ maxs2[0;1℄ ��x0(s)�� = kxk2;st¡d kxk1 ¬ 2 kxk2 .1.21. Zadanie. Pokaza¢, »e w przestrzeni C[0; 1℄ normykxk1 = Z 10 ��x(t)��dt; kxk2 = maxt2[0;1℄ ��x(t)��nie s¡ równowa»ne.1.22. Twierdzenie. W przestrzeni sko«
zenie wymiarowej ka»de dwie normys¡ równowa»ne. Unormowana przestrze« sko«
zenie wymiarowa jest zupeªna.Dowód: Okre±limy w przestrzeni sko«
zenie wymiarowej X pewn¡ norm� k k1 ipoka»emy, »e ka»da inna norma k k jest z ni¡ równowa»na.Ustalmy w tym 
elu baz� Hamela e1; e2; : : : ; em przestrzeni X i dla elementux 2 X posta
i x = mXk=1 xk ekpoªó»my kxk1 = max1¬k¬m jxkj:Jasne jest, »e funk
ja k k1 jest norm¡ na X oraz, »e dla dowolnej normy k k naX za
hodzi nierówno±¢ kxk ¬ C kxk1; x 2 X:



O±rodkowo±¢. Bazy topologi
zne 15Wynika to z nierówno±
ikxk = 



 mXk=1 xk ek



 ¬ mXk=1 jxkjkekk ¬ max1¬k¬m jxkj � mXk=1 kekk:Zaªó»my, nie wprost, »e normy k k1 i k k nie s¡ równowa»ne. Mo»emy wi�
dla ka»dej li
zby naturalnej n znale¹¢ taki element xn 2 X , »ekxnk1 > n kxnk:St¡d dla yn = 1kxnk xn otrzymamy kynk1 = 1 oraz kynk ! 0 przy n !1. Ci¡gfyng jest zatem zbie»ny do zera w normie k k. Ci¡g ten nie musi by¢ zbie»ny w nor-mie k k1 , ale jako ograni
zony, zawiera (na mo
y twierdzenia Bolzano-Weierstras-sa) pewien pod
i¡g zbie»ny fynkg. Dla jego grani
y y z jednej strony mamy y 6= 0,bo kyk1 = limk!1 kynkk = 1, a z drugiej y = 0, bo zbie»no±¢ w normie k k1po
i¡ga zbie»no±¢ w normie k k. Tu sprze
zno±¢.Zupeªno±¢ przestrzeni X w normie k k wynika z twierdzenia 1.19 i o
zywistejzupeªno±
i X w normie k k1 .O±rodkowo±¢. Bazy topologi
zneJe»eli przestrze« unormowana ma podzbiór przeli
zalny g�sty, to mówimy, »ejest o±rodkowa, a sam podzbiór nazywamy o±rodkiem.1.23. Fakt. Przestrze« unormowana X jest o±rodkowa wtedy i tylko wtedy, gdyzawiera przeli
zalny podzbiór liniowo g�sty P , tzn. linP = X .Istotnie, je±li zbiór P = fx1; x2; x3; : : :g jest liniowo g�sty w X , to kombina
jeliniowe posta
i �1x1+�2x2+ : : :+�nxn , �k 2 W+ iW , tworz¡ zbiór przeli
zalnyg�sty w X .Ka»da z przestrzeni `p , 1 ¬ p < 1, jest o±rodkowa, podzbiór przeli
zalnyg�sty tworz¡ tu 
i¡gi z jedynk¡ w dokªadnie jednym miejs
u. Przestrze« `1 niejest o±rodkowa, ka»de dwa ró»ne 
i¡gi zero-jedynkowe s¡ odlegªe od siebie o 1,a jest i
h nieprzeli
zalnie wiele. Funk
je 
harakterysty
zne zbiorów borelowski
hograni
zony
h na prostej R tworz¡ przeli
zalny zbiór liniowo g�sty w ka»dej zprzestrzeni Lp(R), 1 ¬ p < 1. Tak»e, jak wiemy z twierdzenia Weierstrassa,funk
je 1; t; t2; t3; : : : tworz¡ zbiór liniowo g�sty w przestrzeni C[a; b℄. Wszystkiete przestrzenie s¡ zatem o±rodkowe. Przestrzenie C(R) i L1(R) nie s¡ o±rodkowez tego samego powodu, 
o przestrze« `1



16 I. PRZESTRZENIE BANACHADefini
ja. Ci¡g e1; e2; e3; : : : elementów przestrzeni Bana
ha X nazywamy ba-z¡ topologi
zn¡ tej przestrzeni, je»eli ka»dy element x 2 X ma jednozna
zneprzedstawienie w posta
i zbie»nego szeregux = 1Xn=1 �n en:Jest o
zywiste, »e baza topologi
zna jest zbiorem liniowo niezale»nym i liniowog�stym w przestrzeni. Baz� topologi
zn¡ mog¡ mie¢ wi�
 tylko o±rodkowe prze-strzenie Bana
ha.Zbiór 
i¡gów e1; e2; e3; : : : posta
i en = (0; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : :) z jedynk¡ nan-tymmiejs
u tworzy baz� topologi
zn¡ w ka»dej z przestrzeni 
0 , `p , 1 ¬ p <1.Ciekawszy przykªad bazy po
hodzi od S
haudera.1.24. Przykªad. Baza S
haudera. Nie
h ft0; t1; t2; : : :g b�dzie zbiorem g�-stym w przedziale [a; b℄, przy 
zym t0 = a, t1 = b, i nie
h x0(t) = 1, x1(t) = t�at�bdla t 2 [a; b℄. Funk
j� xn dla n ­ 2 okre±lamy w sposób nast�puj¡
y. Punktyft0; t1; t2; : : : ; tng dziel¡ przedziaª [a; b℄ na podprzedziaªy, do jednego z ni
h wpadapunkt tn , ozna
zmy ten przedziaª [�n; �n℄. Jako xn okre±lamy funk
j� równ¡ 0dla t 2 [a; �n℄[[�b; b℄, równ¡ 1 w punk
ie t = tn i liniow¡ w ka»dym z przedziaªów[�n; tn℄ i [tn; �n℄.Poka»emy, »e funk
je x0; x1; x2; : : : stanowi¡ baz� przestrzeni C[a; b℄. Zauwa»-my w tym 
elu, »e xn(ti) = 0 dla i = 0; 1; 2; : : : ; n� 1 oraz xn(tn) = 1. Wynika ztego, »e je±li funk
ja y przedstawia si� w posta
i jednostajnie zbie»nego szeregu(1: 3) y(t) = 1Xk=0 �k xk(t);to y(t0) = �0 , y(t1) = �0 x0(t1)+�1 , y(t2) = �0 x0(t2)+�1 x(t2)+�3 , itd. Pozwalato jednozna
znie wyzna
zy¢ wspóª
zynniki �k . Udowodnili±my w ten sposób, »eje»eli przedstawienie (1. 3) istnieje, to jest jedyne.Pozostaje pokaza¢, »e je±li wspóª
zynniki �k okre±limy w wy»ej opisany spo-sób, to 
i¡g fyng n-ty
h sum 
z�±
iowy
h szeregu (1. 3) jest jednostajnie zbie»nydo y . Z konstruk
ji wynika, »e wykresem funk
ji yn jest ªamana o wierz
hoªka
hw punkta
h o od
i�ty
h t0; t1; t2; : : : ; tn i pokrywaj¡
a si� z wykresem funk
ji yw ty
h punkta
h. Zatem kyn � yk1 ! 0, bo funk
ja y jest jednostajnie 
i¡gªa.1.25. Zadanie. Pokaza¢, »e ukªad S
haudera nie tworzy bazy topologi
znej w»adnej z przestrzeni Lp(a; b), 1 ¬ p <1.



Przestrzenie ilorazowe 17Uwaga. W roku 1932 Stanisªaw Mazur postawiª problem, 
zy ka»da o±rodkowaprzestrze« Bana
ha ma baz�. Za jego rozwi¡zanie wyzna
zyª nagrod� w posta
i»ywej g�si. G�± otrzymaª matematyk szwedzki Per En
o za podanie w roku 1973kontrprzykªadu a zdj�
ia z tej uro
zysto±
i zamie±
iªa prasa.Przestrzenie ilorazoweNie
h Y b�dzie podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni unormowanej X . Funk
jadist(x; Y ) = infy2Y kx� yk; x 2 X;ma nast�puj¡
e wªasno±
i:1. �x 2 X : dist(x; Y ) = 0	 = Y ,2. dist(x+ y; Y ) ¬ dist(x; Y ) + dist(y; Y ),3. dist(�x; Y ) = j�j dist(x; Y ).Wynika st¡d, »e je»eli Y jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ X oraz [x℄ jest warstw¡przestrzeni ilorazowej X=Y , to dla ka»dy
h x1; x2 2 [x℄ mamy dist(x1; Y ) =dist(x2; Y ), a wi�
 funk
jonaª

 [x℄

 = dist(x; Y ) = infy2Y kx� ykjest norm¡ w przestrzeni X=Y .1.26. Zadanie. Nie
h x = (x1; x2; x3; : : :) 2 `1 . Pokaza¢, »e w przestrzeni ilo-razowej `1=
0 

 [x℄

 = lim supn!1 jxnj:1.27. Przykªad. Nie
h Y ozna
za domkni�t¡ podprzestrze« przestrzeni 
 , zªo-»on¡ z 
i¡gów staªy
h. Poka»emy, »e przestrze« ilorazowa 
=Y jest izomor�
znaz przestrzeni¡ 
0 .Dla 
i¡gu x = (x1; x2; x3; : : :) 2 
 w warstwie [x℄ istnieje dokªadnie jeden 
i¡gz podprzestrzeni 
0 , mianowi
ie 
i¡g x0 = (x1 � x0; x2 � x0; x3 � x0; : : :), gdziex0 = limn!1 xn . Pozwala to uto»sami¢ przestrze« ilorazow¡ 
=Y z przestrzeni¡
0 . Poniewa» kx0k ¬ 2kxk oraz x0 2 [x℄, wi�


 [x℄

 ¬ kx0k ¬ 2

 [x℄

:Zauwa»my jesz
ze, »e norma w 
=Y nie pokrywa si� z norm¡ w 
0 , a w ukªadziepowy»szy
h nierówno±
i ka»da z równo±
i jest mo»liwa.



18 I. PRZESTRZENIE BANACHA1.28. Twierdzenie. Je»eli X jest przestrzeni¡ Bana
ha a Y jej domkni�t¡ pod-przestrzeni¡, to X=Y jest te» przestrzeni¡ Bana
ha.Dowód: Wystar
zy pokaza¢ (por. zadanie 1.3), »e w X=Y ka»dy szereg bezwzgl�d-nie zbie»ny jest zbie»ny. Nie
h x1; x2; x3; : : : b�dzie 
i¡giem w X , dla którego1Xk=1 

 [xk℄

 <1:Z ka»dej z warstw [xk℄ wybierzmy element x0k tak, by kx0kk ¬ 

 [xk℄

 + 1=2k .Wtedy P1k=1 kx0kk < 1, a poniewa» przestrze« X jest zupeªna, wi�
 szeregP1k=1 x0k jest zbie»ny do pewnego elementu x0 2 X . Z nierówno±
i



[x0℄� nXk=1[xk℄



 ¬ 



x0 � nXk=1 x0k



; n = 1; 2; 3; : : : ;wynika, »e [x0℄ jest grani
¡ sum 
z�±
iowy
h szeregu P1k=1[xk℄.1.29. Przykªad. Nie
h S0 b�dzie dowolnym niepustym podzbiorem domkni�-tym przestrzeni normalnej S . Ozna
zmy przez X domkni�t¡ podprzestrze« prze-strzeni C(S) zªo»on¡ z funk
ji zeruj¡
y
h si� na S0 . Poka»emy, »e przestrze«C(S0) jest izometry
znie izomor�
zna z przestrzeni¡ ilorazow¡ C(S)=X .Odwzorowanie przyporz¡dkowuj¡
e funk
ji x 2 C(S) jej ob
i�
ie xjS0 dozbioru S0 jest kontrak
j¡ z przestrzeni C(S) do C(S0). Jego j¡drem jest zbiór X .Wzór T [x℄ = xjS0 okre±la zatem odwzorowanie liniowe T z C(S)=X w C(S0),tak»e b�d¡
e kontrak
j¡. Z drugiej strony z twierdzenia Tietzego-Urysohna (patrz??) wynika, »e ka»d¡ ograni
zon¡ funk
j� 
i¡gª¡ x0 na S0 mo»na przedªu»y¢ doograni
zonej funk
ji 
i¡gªej x na S i to tak, by kxk1 = kx0k1 . Ozna
za to, »eT odwzorowuje ÿna" i nie zmniejsza normy. Wobe
 tego jest izometri¡.Udowodnimy jesz
ze twierdzenie o uniwersalno±
i przestrzeni `1 dla klasywszystki
h o±rodkowy
h przestrzeni Bana
ha.1.30. Twierdzenie. Ka»da o±rodkowa przestrze« Bana
ha jest izometry
znieizomor�
zna z przestrzeni¡ ilorazow¡ `1=Y , gdzie Y jest pewn¡ domkni�t¡ pod-przestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni `1 .Dowód: Nie
h x1; x2; x3; : : : b�dzie dowolnym podzbiorem g�stym sfery jednost-kowej �x 2 X : kxk = 1	 przestrzeni X . Okre±lmy odwzorowanie T : `1 ! Xwzorem T (�1; �2; �3; : : :) = 1Xn=1 �n xn:



Przestrzenie ilorazowe 19Jest o
zywiste, »e T jest kontrak
j¡ liniow¡. Poka»emy, »e obrazem T jest 
aªaprzestrze« X . Zauwa»my w tym 
elu, »e dla ka»dego x 2 X , ka»dej li
zby natu-ralnej k i ka»dego " > 0 istnieje taki wska¹nik n > k , »e

x� kxkxn

 < ":Ustalmy dowolnie li
zb� " > 0 i wybierzmy 
i¡g "1; "2; "3; : : : li
zb dodatni
h tak,by P1k=1 "k < ". Nie
h x b�dzie dowolnym elementemprzestrzeni X . Wybierzmywska¹nik n1 tak, by kx��n1xn1k < "1 , gdzie przyj�li±my ozna
zenie �n1 = kxk,nast�pnie wska¹nik n2 > n1 tak, by 

(x��n1xn1)��n2xn2

 < "2 , z ozna
zeniem�n2 = kx� �n1xn1k, itd. W rezulta
ie otrzymamy 
i¡g �n1 ; �n2; : : : o wªasno±
i�nk+1 = 

x� (�n1xn1 + �n2xn2 + : : :+ �nkxnk)

 < "k:Uzupeªnijmy go do 
i¡gu � = (�1; �2; �3; : : :) przez przyj�
ie zer za brakuj¡
eskªadniki. Wtedy T (�) = x orazk�k1 = 1Xk=1 �nk ¬ kxk+ 1Xk=1 "k < kxk+ ":Wnosimy z tej konstruk
ji, »e T odwzorowuje `1 na 
aª¡ przestrze« X .Okre±lmy podprzestrze« Y � `1 jako j¡droY = �� 2 `1 : T (�) = 0	odwzorowania T . Wtedy T staje si� algebrai
znym izomor�zmem `1=Y na X .Ci¡gªo±¢ odwzorowania T gwarantuje, »e Y jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ li-niow¡ przestrzeni `1 . Z powy»szej konstruk
ji wynika, »e je»eli T (�) = x, to dladowolnego " > 0 za
hodzi nierówno±¢

 [�℄

 ¬ kxk+ ";za± z faktu, »e T jest kontrak
j¡, wynika nierówno±¢ prze
iwnakxk ¬ 

 [�℄

;musi zatem by¢ 

 [�℄

 = kxk. To dowodzi, »e T jest izometri¡ `1=Y na X .



20 I. PRZESTRZENIE BANACHAProdukt przestrzeniNie
h (Xk; k kk), k = 1; 2; : : : ; n, b�d¡ przestrzeniami unormowanymi nadtym samym 
iaªem (R lub C ). produktem (topologi
znym)Qnk=1Xk nazywamyprodukt kartezja«ski zbiorów Xk z dziaªaniami i norm¡ okre±lonymi nast�puj¡
o:(x1; x2; : : : ; xk) + (x01; x02; : : : ; x0k) = (x1 + x01; x2 + x02; : : : ; xk+0k);� (x1; x2; : : : ; xk) = (�x1; �x2; : : : ; x�k);

(x1; x2; : : : ; xk)

 = nXk=1 kxkkk:1.31. Fakt. Produkt Qnk=1Xk przestrzeni unormowany
h jest przestrzeni¡ Ba-na
ha wtedy i tylko wtedy, gdy ka»da z przestrzeni Xk jest zupeªna.1.32. Przykªad. Przestrze« Cn[a; b℄ funk
ji maj¡
y
h 
i¡gªe po
hodne do rz�-du n wª¡
znie jest izomor�
zna z produktem C n � C[a; b℄. Istotnie, funk
ja fjest wyzna
zona jednozna
znie przez wektor �f(a); f 0(a); : : : ; f (n�1)(a)� i funk
j�f (n) . Mo»na w tym 
elu u»y¢ wzoru Tayloraf(t) = n�1Xk=0 f (k)(a)k! (t� a)k + Z ta (t� a)n�1(n� 1)! f (n)(s) ds:Defini
ja. Je»eli X jest przestrzeni¡ liniow¡ oraz X1;X2; : : : ;Xn takimi jejpodprzestrzeniami, »elin n[k=1Xk = X oraz Xk \ nXj=1j 6=k Xj = f0g; k = 1; 2; : : : ; n;to X nazywamy algebrai
zn¡ sum¡ prost¡ podprzestrzeni Xk . Ka»dy wek-tor x ma wtedy jednozna
zne przedstawienie x = Pnk=1 xk , gdzie xk 2 Xk ,a odwzorowanie ' : (x1; x2; : : : ; xn) ! Pnk=1 xk jest algebrai
znym izomor�-zmem Qnk=1Xk na X . Je»eli zaªo»ymy dodatkowo, »e X jest przestrzeni¡ unor-mowan¡, to odwzorowanie ' jest 
i¡gªe. Gdy jest ono izomor�zmem (topologi
z-nym), to X nazywamy sum¡ prost¡ (topologi
zn¡) podprzestrzeni Xk i piszemyX = X1 �X2 � : : :�Xn .1.33. Zadanie. Wykaza¢, »e przestrze« C[�1; 1℄ jest sum¡ prost¡ dwó
h swoi
hdomkni�ty
h podprzestrzeni, zªo»ony
h odpowiednio z funk
ji parzysty
h i funk
jinieparzysty
h.



Zadania uzupeªniaj¡
e 21Zadania uzupeªniaj¡
e1.34. Dowie±¢, »e przestrze« `1 ma nieprzeli
zaln¡ baz� Hamela.1.35. W przestrzeni Ck(R) zªo»onej z funk
ji ograni
zony
h maj¡
y
h 
i¡gªe iograni
zone po
hodne do rz�du k wª¡
znie wprowadzi¢ tak norm�, by staªa si�przestrzeni¡ Bana
ha.1.36. Dowie±¢, »e przestrzenie Lp(R) i Lp(0; 1), 1 ¬ p < 1, s¡ izometry
znieizomor�
zne.1.37. Czy przestrzenie L1(0; 1) oraz L1(0; 1)� L1(0; 1) s¡ izomor�
zne?1.38. Zaªó»my, »e X i Y s¡ podprzestrzeniami pewnej przestrzeni liniowej. Do-wie±¢, »e przestrzenie (X +Y )=Y oraz X=(X \Y ) s¡ algebrai
znie izomor�
zne.1.39. Je»eli Y jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni Bana
ha X , to X=Yjest przestrzeni¡ Bana
ha. Odwzorowanie kanoni
zne � : X ! X=Y okre±lonewzorem � (x) = [x℄ jest 
i¡gªe i otwarte (obraz zbioru otwartego jest otwarty).



ROZDZIA� IIPRZESTRZENIE FUNKCJICI�G�YCHPrzestrzenie funk
ji 
i¡gªy
h, obok przestrzeni Hilberta i przestrzeni typu Lp ,to podstawowe klasy przestrzeni Bana
ha. Sz
zególne miejs
e zajmuj¡ w teoriiaproksyma
ji i teorii szeregów Fouriera.Dwa twierdzenia WeierstrassaOba twierdzenia mówi¡ o mo»liwo±
i jednostajnej aproksyma
ji na przedziale[a; b℄ funk
ji 
i¡gªy
h wielomianami, pierwsze wielomianami zwykªymi, a drugiewielomianami trygonometry
znymi.2.1. Twierdzenie Weierstrassa. Ka»d¡ funk
j� 
i¡gª¡ na przedziale [a; b℄mo»na jednostajnie aproksymowa¢ wielomianami.Dowód: Transforma
ja liniowat = s� ab� a; s 2 [a; b℄;sprowadza zagadnienie do przedziaªu [0; 1℄. Tu posªu»ymy si� dowodem po
ho-dz¡
ym od Bernsteina.Dla funk
ji 
i¡gªej x na przedziale [0; 1℄ nie
h xn ozna
za jej n{ty Wielo-mian Bernsteina xn(t) = nXk=0 �nk�x�kn� tk(1 � t)n�k:Poka»emy, »e 
i¡g xn zbiega do x jednostajnie na 
aªym przedziale [0; 1℄.



Dwa twierdzenia Weierstrassa 23Ustalmy " > 0. Poniewa» funk
ja x jest 
i¡gªa jednostajnie, wi�
 dla pewnegoÆ > 0 nierówno±¢ jt� sj < Æ po
i¡ga jx(t)� x(s)j < ". Korzystaj¡
 z to»samo±
inXk=0�nk�tk(1 � t)n�k = 1 ªatwo otrzymujemy��x(t)� xn(t)�� ¬ nXk=0�nk����x(t)� x�kn���� tk(1� t)n�k:Je»eli teraz osobno zsumujemy po zbiorze ty
h wska¹ników k dla który
h ��t� kn �� <Æ i osobno po zbiorze pozostaªy
h to��x(t)� xn(t)�� < " X��t� kn��<Æ�nk�tk(1 � t)n�k + 2M X��t� kn��­Æ �nk�tk(1� t)n�k< "+ 2MÆ2 nXk=0�nk��t� kn�2tk(1� t)n�k;gdzie M = max0¬t¬1 jx(t)j. Z równo±
i(2: 4) nXk=0�nk��t� kn�2tk(1� t)n�k = t (1� t)ndaje to osza
owanie " + 2MÆ2 1n . A wi�
 ��x(t) � xn(t)�� < 2" je±li tylko n jestdostate
znie du»e.Pozostaje wery�ka
ja równo±
i (2. 4). Najªatwiej mo»na j¡ otrzyma¢ ze wzorównXk=0�nk�tksn�k = (t+ s)n;nXk=0 kn�nk�tksn�k = t (t+ s)n�1;nXk=0 k2n2�nk�tksn�k = 1nt(t+ s)n�1 + n� 1n t2(t+ s)n�2;po podstawieniu s = 1 � t, pomno»eniu kolejno stronami przez t2 , �2t oraz1 i dodaniu do siebie. Pierwszy ze wzorów, to o
zywi±
ie wzór Newtona, drugipowstaje z pierwszego przez zró»ni
zkowanie po zmiennej t i pomno»eniu stronamiprzez 1n t, a trze
i w ten sam sposób z drugiego.Drugie z twierdze«Weierstrassa jest odpowiednikiem pierwszego dla wielomia-nów trygonometry
zny
h.



24 II. PRZESTRZENIE FUNKCJI CI�G�YCH2.2. Drugie twierdzenie Weierstrassa. Wielomiany trygonometry
znea0 + nXk=1 �ak 
os kt+ bk sin kt�le»¡ g�sto w zbiorze wszystki
h funk
ji 
i¡gªy
h okresowy
h o okresie 2�Dowód: Zaªó»my, »e x jest funk
j¡ 
i¡gª¡ okresow¡ o okresie 2� . Je»eli x jestparzysta, to mo»emy traktowa¢ j¡ jako funk
j� na przedziale [0; �℄ i zamieni¢ nafunk
j� y 2 C[�1; 1℄ wzoremy(
os t) = x(t); t 2 [0; �℄;a t¡, na mo
y twierdzenia Weierstrassa, aproksymowa¢ jednostajnie na wielomia-nami. Wielomian od 
os t mo»na sprowadzi¢ do posta
i wielomianu trygonome-try
znego parzystego. To rozumowanie dowodzi tezy dla funk
ji parzysty
h. Je±lix jest nieparzysta, to funk
ja x1(t) = x(t) sin tjest parzysta, wi�
 na mo
y udowodnionej ju» 
z�±
i tezy, mo»na j¡ jednostajnieaproksymowa¢ wielomianami trygonometry
znymi. Wynika st¡d, »e je±li x jestfunk
j¡ dowoln¡, to mo»liwo±¢ jednostajnej aproksyma
ji wielomianami trygono-metry
znymi za
hodzi w ka»dym razie dla funk
ji x(t) sin t, a 
o tym idzie, tak»edla funk
ji x(t) sin2 t:Przyj�
ie tutaj funk
ji x��2 � t� zamiast x(t) i zamiana zmiennej t na �2 � t(taka zamiana za
howuje zbiór wielomianów trygonometry
zny
h), daje mo»liwo±¢aproksyma
ji wielomianami trygonometry
znymi funk
jix(t) 
os2 t;zatem tak»e funk
ji x(t) = x(t) sin2 t+ x(t) 
os2 t.



Twierdzenie Stone'a 25Twierdzenie Stone'aOba przedstawione wy»ej twierdzenia Weierstrassa s¡ sz
zególnymi przypad-kami zna
znie ogólniejszego twierdzenia Stone'a, które udowodnimy.Nie
h S b�dzie zwart¡ przestrzenia Hausdor�a. Jak wiemy Zbiór C(S) jestprzestrzeni¡ Bana
ha w normiekxk = maxt2S ��x(t)��:Zauwa»my, »e w isto
ie zbiór C(S) ma struktur� algebry, wraz z funk
jami x; yzawiera i
h ilo
zyn xy , nadto kxyk ¬ kxk kyk. W przestrzeni CR(S) wszystki
hfunk
ji 
i¡gªy
h na S o warto±
ia
h rze
zywisty
h mo»na dodatkowo rozpatrywa¢dziaªania _ i ^ okre±lone wzorami(x _ y)(t) = maxfx(t); y(t)g; (x ^ y)(t) = minfx(t); y(t)g:2.3. Lemat. Nie
h A b�dzie podzbiorem przestrzeni CR(S) zamkni�tym na dzia-ªania _ i ^. Je»eli dane s¡ x 2 A oraz " > 0, a dla dowolny
h s; t 2 S istniejetaka funk
ja ysu 2 A, »e��x(s)� ysu(s)�� < "; ��x(u)� ysu(u)�� < ";to w A istnieje te» taka funk
ja y , »e��x(t)� y(t)�� < "dla wszystki
h t 2 S .Dowód: Ozna
zmy przez Usu i Vsu zbiory ty
h punktów t, dla który
h odpowied-nio ysu(t) < x(t) + " i ysu(t) > x(t) � ". S¡ to zbiory otwarte, zawieraj¡
e obapunkty s, u. Przy ustalonym u zbiory Usu tworz¡ pokry
ie przestrzeni zwartej S ,wybieraj¡
 z tego pokry
ia sko«
zone podpokry
ie fUs1u; Us2u; : : : ; Usnug i kªad¡
yu = ys1u ^ ys2u � � � ^ ysnu , otrzymamy funk
j� yu 2 A, speªniaj¡
¡ warunkiyu(t) < x(t) + " dla wszystki
h t 2 S;yu(t) > x(t)� " dla t 2 Vu = n\k=1Vsku:Wybierzmy teraz z pokry
ia przestrzeni S zbiorami Vu sko«
zone podpokry
iefVu1; Vu2; : : : ; Vumg i poªó»my y = yu1 _ yu2 � � � _ yum . Otrzymamy w ten sposóbfunk
j� y 2 A speªniaj¡
¡ obie nierówno±
i x(t) � " < y(t) < x(t) + ", funk
j�której o
zekiwali±my.



26 II. PRZESTRZENIE FUNKCJI CI�G�YCH2.4. Lemat. Je»eli domkni�ta podalgebra A algebry CR(S) zawiera funk
j� staª¡1, to jest zamkni�ta na dziaªania _ i ^.Dowód: Poniewa»x _ y = 12�x+ y + jx� yj�; x ^ y = 12�x+ y � jx� yj�;wi�
 wystar
zy pokaza¢, »e wraz z funk
j¡ x zbiór A zawiera tak»e funk
j� jxj.Mo»emy przy tym dodatkowo zaªo»y¢, »e kxk ¬ 1. Wtedy��x(t)�� =q1� �1 � x2(t)� = 1 � 1Xn=1 (2n� 3)!!(2n)!! �1 � x2(t)�n;a szereg jest zbie»ny na S jednostajnie, zatem jxj 2 A.Mo»emy teraz przyst¡pi¢ do dowodu zapowiadanego twierdzenia Stone'a. Us-talmy przedtem, »e o zbiorze A funk
ji na S powiemy, i» rozdziela punktyprzestrzeni S , gdy dla dowolny
h dwó
h ró»ny
h punktów s; t 2 S istnieje pewnafunk
ja x 2 A, speªniaj¡
a x(s) 6= x(t).2.5. Twierdzenie Stone'a. Nie
h S b�dzie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�aoraz A domkni�t¡ podalgebr¡ algebry C(S). Je»eli A rozdziela punkty S , zawierafunk
j� staª¡ 1 i jest zamkni�ta na opera
j� sprz�»enia x! x, to A = C(S).Dowód: Ozna
zmy przez AR zbiór wszystki
h funk
ji rze
zywisty
h x 2 A.Wtedy AR jest domkni�t¡ podalgebr¡ algebry CR(S), zawieraj¡
¡ funk
j� 1. Zlematu 2.4 wynika, »e zbiór AR jest zamkni�ty na dziaªania _ i ^. Je»eli s; u 2 S ,s 6= u, to y(s) 6= y(u) dla pewnej funk
ji y 2 A. Poniewa» obie funk
jeRe y = 12(y + y); Imy = 12i(y � y)nale»¡ do AR, wi�
 Re y(s) 6= Re y(u) lub Imy(s) 6= Imy(u), zatem AR rozdzielapunkty przestrzeni S . Dla ka»dej funk
ji x 2 CR(S) i ka»dej pary punktów s; u 2S istnieje taka funk
ja ysu 2 AR, »e ysu(s) = x(s), ysu(u) = x(u). Wystar
zy wtym 
elu w AR obra¢ tak¡ funk
j� y , »e y(s) 6= y(u) i poªo»y¢ysu(t) = x(s) � x(u)y(s) � y(u) y(t)� x(s)y(u) � x(u)y(s)y(s) � y(u) :Z lematu 2.3 wnioskujemy, »e AR= CR(S), a dalej »e A = C(S). Dla x 2 C(S)mamy bowiem Rex; Imx 2 CR(S) = AR, zatem x = Rex+ i Imx 2 A.Uwaga. Zaªo»enie w twierdzeniu Stone'a, »e podalgebra A wraz z funk
j¡ xzawiera tak»e funk
j� sprz�»on¡ x jest istotne. Wida¢ to z poni»szego przykªadu.



Lemat Urysohna i twierdzenie Tietzego-Urysohna 272.6. Przykªad. Okr¡g jednostkowyT= fz 2 C ; jzj = 1gz topologi¡ odziedzi
zon¡ z C jest przestrzeni¡ zwart¡. Najmniejsza domkni�tapodalgebra A � C(T) zawieraj¡
a funk
je x(z) = 1 oraz x(z) = z rozdzielapunkty T. Poka»emy, »e dla funk
ji x0(z) = z za
hodzi równo±¢dist(x0;A) = 1:Wielomiany w(z) = a0 + a1z + a2z2 + � � �+ anzn le»¡ g�sto w A oraz

x0 �w

2 ­ 12� Z 2�0 ��x0(eit)� w(eit)��2dt = 1 + nXk=0 jakj2 ­ 1:Istotnie��x0(eit)� w(eit)��2 = 1 � nXk=0akei(k+1)t � nXk=0ake�i(k+1)t + nXk=0 nXr=0 akarei(k�r)t;a 
aªka R 2�0 eimtdt jest równa 0, gdy m 6= 0 oraz równa 2� , gdy m = 0. Z tegownosimy, »e dist(x0;A) ­ 1. Nierówno±¢ prze
iwna jest o
zywista.Lemat Urysohnai twierdzenie Tietzego-UrysohnaPomo
nym narz�dziem przy konstruk
ji funk
ji 
i¡gªy
h na ogólny
h prze-strzenia
h topologi
zny
h s¡ dwa poni»sze twierdzenia. Wynika z ni
h w sz
zegól-no±
i, »e gdy S jest przestrzeni¡ topologi
zn¡ normaln¡, to przestrze« C(S) jestniezdegenerowana.Pierwsze twierdzenie trady
yjnie nosi nazw� lematu Urysohna i jego dowódzamiesz
zony jest w rozdziale Uzupeªnienia ??.2.7. Lemat Urysohna. Je»eli S jest przestrzeni¡ topologi
zn¡ normaln¡, to dlaka»dej pary K0 , K1 rozª¡
zny
h podzbiorów domkni�ty
h S istnieje taka funk
ja
i¡gªa x : S ! [0; 1℄, »e xjK0 = 0 oraz xjK1 = 1.



28 II. PRZESTRZENIE FUNKCJI CI�G�YCH2.8. Twierdzenie Tietzego-Urysohna. Nie
h S0 b�dzie podzbiorem dom-kni�tym przestrzeni normalnej S . Dla ka»dej funk
ji 
i¡gªej x0 : S0 ! [�1; 1℄istnieje przedªu»enie 
i¡gªe x : S ! [�1; 1℄.Dowód: Zaªó»my, »e jx0(s)j ¬ 
 ¬ 1 dla s 2 S0 . Podamy konstruk
j� takiego
i¡gu x1; x2; : : : funk
ji 
i¡gªy
h na S , »ejxn(s)j ¬ 13�23�n�1 dla s 2 Soraz ���x0(s)� nXk=1 xk(s)��� ¬ �23�n dla x 2 S0:Poniewa» zbiory K0 = x�10 �[�
 ;�13
 ℄� i K1 = x�10 �[13
 ; 
 ℄� s¡ rozª¡
zne idomkni�te w S0 , a wi�
 domkni�te w S , to z lematu Urysohna ?? wynika istnienietakiej funk
ji k : S ! [�1; 1℄, »e kjK0 = 0 i kjK1 = 1. �atwo sprawdzi¢, »efunk
ja x1(s) = 23
 �k(s)� 12� speªnia »¡dane warunki. Funk
j� x2 konstruujemyw podobny sposób, przyjmuj¡
 x0 � x1 w miejs
e x0 i 23
 w miejs
e 
, itd.Szereg P1k=1 xk jest jednostajnie zbie»ny. Jego suma x jest wi�
 funk
j¡ 
i¡gª¡na S , speªnia warunek jx(t)j ¬ 1 dla s 2 S oraz x(s) = x0(s) dla s 2 S0 , jestzatem poszukiwanym przedªu»eniem funk
ji x0 .2.9. Wniosek. Nie
h S0 b�dzie podzbiorem domkni�tym przestrzeni normalnejS . Ka»d¡ ograni
zon¡ funk
j� 
i¡gª¡ x0 : S0 ! C mo»na przedªu»y¢ do ograni-
zonej funk
ji 
i¡gªej x : S ! C i to tak, by kxk1 = kx0k1 .Dowód: Mo»emy zaªo»y¢, »e kx0k1 = 1. Z twierdzenia Tietzego-Urysohna wy-nika, »e funk
je Rex0 i Imx0 mo»na przedªu»y¢ do ograni
zony
h funk
ji rze
zy-wisty
h na S . Nazwijmy je y1 oraz y2 i poªó»my y = maxf1; jy1+ i y2jg. Funk
jax = (y1 + i y2)=y ma »¡dan¡ wªasno±¢, gdy» yjS0 = 1.



Twierdzenia o najlepszej aproksyma
ji 29Twierdzenia o najlepszej aproksyma
ji2.10. Twierdzenie Koªmogorowa. Nie
h S b�dzie zwart¡ przestrzeni¡Hausdor�a oraz W domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni C(S). Ustalmyfunk
je x0 2 C(S) oraz w0 2 W i ozna
zmyS0 = �t 2 S : ��x0(t)�w0(t)�� = kx0 � w0k1	:Funk
ja w0 najlepiej w W aproksymuje funk
j� x0 w normie jednostajnej wtedyi tylko wtedy, gdy dla ka»dej funk
ji w 2 W za
hodzi nierówno±¢(2: 5) mint2S0Re (x0(t)� w0(t))w(t) ¬ 0:Dowód: Nie
h na razie S0 b�dzie dowolnym niepustym podzbiorem domkni�tymS . Poka»emy, »e wªasno±¢ (2. 5) po
i¡gadist(x0;W ) ­ mint2S0 ��x0(t)� w0(t)��:Przyjmuj¡
 za S0 zbiór okre±lony w twierdzeniu, otrzymamy wtedy dist(x0;W ) ­kx0 � w0k1; a wi�
, »e w0 najlepiej w W aproksymuje x0 .Zaªó»my nie wprost, »e dist(x0;W ) < mint2S0 ��x0(t)�w0(t)�� a wi�
, »edist(x0;W ) < kx0 � w1k1 < mint2S0 ��x0(t)� w0(t)��dla pewnej funk
ji w1 2 W , wtedy��x0(t)�w1(t)�� < ��x0(t)�w0(t)��dla wszystki
h t 2 S0 , a przyjmuj¡
 w (2. 5) za w funk
j� w1 � w0 otrzymamyRe (x0 � w0) (w1 �w0) = jx0 � w0j2 � Re (x0 � w0) (x0 � w1)­ jx0 � w0j2 � jx0 � w0j jx0 � w1j= jx0 � w0j�jx0 �w0j � jx0 � w1j� > 0na S0 , 
o stoi w sprze
zno±
i z (2. 5).Dowód w drug¡ stron� tak»e przeprowadzimy nie wprost. Zaªó»my wobe
 tego,»e mint2S0Re (x0(t)� w0(t))w1(t) = a > 0



30 II. PRZESTRZENIE FUNKCJI CI�G�YCHdla pewnej funk
ji w1 2 W . Wybierzmy w S zbiór otwarty U � S0 tak, abyRe (x0(t)� w0(t))w1(t) > a2dla t 2 U i ozna
zmykx0 � w0k1 � maxt2SnU ��x0(t)�w0(t)�� = b > 0:Je±li przyjmiemy Æ = minn a2
2 ; b2
 o;gdzie 
 = kw1k1 , oraz w2 = w0 + Æ w1 , to dla t 2 U speªniona jest nierówno±¢��x0(t)� w2(t)��2 ¬ kx0 �w0k21 � 2ÆRe (x0(t)� w0(t))w1(t) + Æ2 kw1k21¬ kx0 �w0k21 � aÆ2 ;a dla t 2 S n U nierówno±¢��x0(t)� w2(t)�� ¬ ��x0(t)� w0(t)��+ Æ kw1k1 ¬ kx0 �w0k1 � b2 :To ozna
za, »e kx0 � w2k1 < kx0 � w0k1tj., »e funk
ja w2 daje lepsz¡ aproksyma
j� x0 ni» funk
ja w0 .Ze wzgl�du na li
zne zastosowania prakty
zne, sz
zególnie wa»nym przypad-kiem twierdze« o najlepszej aproksyma
ji jest ten, w którym S jest domkni�tymprzedziaªem na prostej, za± W zbiorem wielomianów nie przekra
zaj¡
y
h usta-lonego stopnia. Udowodnimy:2.11. Twierdzenie. Dla ka»dej funk
ji x0 2 C[a; b℄ po±ród wielomianów stop-nia ni»szego ni» n dokªadnie jeden wielomian w0 le»y najbli»ej x0 . W tym przy-padku zbiór S0 = �t 2 [a; b℄ : ��x0(t)�w0(t)�� = kx0 � w0k1	ma przynajmniej n+ 1 elementów.Dowód: Przestrze« W wielomianów stopnia ni»szego ni» n ma wymiar n, a wie-lomianu w0 , najbli»szego x0 , wystar
zy szuka¢ w zbiorzefw 2 W : kwk1 ¬ 2 kx0k1g;



Twierdzenia o najlepszej aproksyma
ji 31który jest zwarty. Funk
ja kx0 � wk1 jest 
i¡gªa, osi¡ga wi�
 na nim swój kresdolny. To dowodzi istnienia w0 . Tak»e zbiór S0 zawiera przynajmniej n+ 1 ele-mentów, w prze
iwnym przypadku w zbiorze W mogliby±my wskaza¢ wielomianw1 , dla którego w1(t) = x0(t)� w0(t); t 2 S0i po wstawieniu w1 do (2. 5) w miejs
e w otrzymaliby±mymint2S0Re (x0(t)� w0(t))w1(t) = mint2S0 ��x0(t)� w0(t)��2 > 0:Dodajmy, »e je±li S0 = ft1; t2; : : : ; tm+1g oraz m < n, to za w1 mo»na wybra¢m-ty wielomian interpola
yjny Lagrange'a dla funk
ji x0 � w0w1(t) = m+1Xk=1 '(t)�x0(tk)� w0(tk)�(t� tk)'0(tk) ; gdzie '(t) = m+1Yk=1 (t� tk):Do dowodu pozostaje jedyno±¢ wielomianu w0 . Gdy wielomiany w00 i w000 zezbioru W daj¡ najlepsz¡ aproksyma
j� funk
ji x0 , to daje j¡ te» wielomian(2: 6) w0 = 12w00 + 12w000 :W zbiorze S0 punktów ekstremalny
h funk
ji x0 � w0 wybierzmy n + 1 punk-tów t1; t2; : : : ; tn+1 . Mamy wtedy x0(tk) � w0(tk) = d eisk dla d = dist(x0;W ) ipewny
h li
zb rze
zywisty
h s1; s2; : : : ; sn+1 . Poniewa»��x0(tk)�w00(tk)�� ¬ d; ��x0(tk)�w000 (tk)�� ¬ ddla k = 1; 2; : : : ; n+ 1, wi�
 z okre±lenia (2. 6) wynika, »ex0(tk)� w00(tk) = x0(tk)� w000(tk) = d eisk ;tj. w00(tk)� w000(tk) = 0 dla k = 1; 2; : : : ; n + 1, a poniewa» niezerowy wielomianw W nie mo»e mie¢ wi�
ej ni» n zer, wi�
 musi by¢ w00 = w000 .Mimo, »e w klasie wielomianów stopnia ni»szego ni» n, jak wida¢ z twierdzenia2.11, wielomian w0 najlepiej aproksymuj¡
y ustalon¡ funk
j� x0 na przedziale[a; b℄ jest jedyny, nie jest znany »aden algorytm pozwalaj¡
y wyzna
zy¢ w0 . Jestbardzo niewiele przykªadów, w który
h w0 mo»na wskaza¢ konkretnie. Oto jedenz ni
h.



32 II. PRZESTRZENIE FUNKCJI CI�G�YCH2.12. Przykªad. Poka»emy, »e na przedziale [�1; 1℄ po±ród wielomianów stop-nia ni»szego ni» n najlepiej aproksymuj¡
ym jednomian tn jest wielomian (stopnian� 2)(2: 7) w0(t) = tn � Tn(t);gdzie Tn jest n-tym wielomianem CzebyszewaT0(t) = 1; Tn(t) = 12n�1 
os(n ar
 
os t); n = 1; 2; 3; : : : :
Wykresy funk
ji 
os(n ar
 
os t) dla n = 0; 1; 2; 3;4; 5.Kolejne wielomiany Czebyszewa maj¡ posta¢ T0(t) = 1, T1(t) = t, T2(t) =t2 � 12 , nast�pne mo»na ªatwo wyzna
zy¢ ze wzoru rekuren
yjnegoTn(t) = t Tn�1(t)� 14 Tn�2(t) dla n = 3; 4; 5; : : : ;zatem T3(t) = t3 � 34 t, T4(t) = t4 � 54 t2 + 14 , itd. Wida¢, »e w isto
ie Tn jestwielomianem stopnia n ze wspóª
zynnikiem przy najwy»szej pot�dze równym 1,zatem funk
ja w0 , okre±lona wzorem (2. 7), jest wielomianem stopnia n� 2.Zbiór S0 punktów ekstremalny
h funk
ji x0 �w0 = Tn skªada si� z li
zbtk = ar
 
os�k�n �; k = 0; 1; 2; : : : ; n:Gdyby w0 nie byª wielomianem optymalnym, to na mo
y twierdzenia Koªmogo-rowa mieliby±my min0¬k¬n(�1)k Rew(tk) > 0dla pewnego wielomianu w stopnia ni»szego ni» n. Wielomian Rew musiaªbywtedy zmienia¢ znak w ka»dym z przedziaªów (tk; tk+1), a taki wielomian musimie¢ stopie« przynajmniej n.



Twierdzenia o najlepszej aproksyma
ji 332.13. Zadanie. Dowie±¢, »e po±ród wielomianów stopnia ni»szego ni» n wie-lomian w0 najlepiej przybli»a funk
j� rze
zywist¡ x0 2 C[a; b℄ wtedy i tylkowtedy, gdy sam jest rze
zywisty a w przedziale [a; b℄ mo»na tak wybra¢ podzbiórt1 < t2 < � � � < tn+1 , zwany alternansem, »e funk
ja bª�du x0 � w0 przyj-muje na nim na przemian warto±
i kx0�w0k1 oraz �kx0�w0k1 (niekonie
znierozpo
zynaj¡
 od warto±
i dodatniej).Przedstawimy jesz
ze jeden przykªad najlepszej aproksyma
ji funk
ji przezwielomiany. Przykªad ten po
hodzi od Bernsteina, mo»na go znale¹¢ w wielu pod-r�
znika
h i monogra�a
h z teorii aproksyma
ji, wymaga jednak znajomo±
i do±¢zaawansowany
h te
hnik teorii funk
ji zmiennej zespolonej. Poni»sza prezenta
jajest dªu»sza, za to elementarna.2.14. Przykªad. Znajdziemy wielomiany najlepiej aproksymuj¡
e jednostajniena przedziale [�1; 1℄ funk
j� x0(t) = 1a� t , gdzie a jest ustalon¡ li
zb¡ rze
zywi-st¡, wi�ksz¡ ni» 1.Ustalmy n = 0; 1; 2; : : : i rozwa»my funk
j� yn : [�1; 1℄! C okre±lon¡ wzoremyn(t) = zn z � �1 � �z ;gdzie z = t+ip1� t2 oraz � = a�pa2 � 1. Poniewa» jzj = 1, wi�
 ��� z � �1� �z ��� = 1oraz Re z � �1� �z = (1 + �2)t� 2�1� 2�t + �2 = at� 1a� t = (a2 � 1)x0(t)� a:Wynika st¡d, »e ��yn(t)�� � 1 oraz(2: 8) x0(t)� �na2 � 1 Re yn(t) = aa2 � 1 + 1a2 � 1 Re �1� �nzn� z � �1 � �z= aa2 � 1 + 1a2 � 1 Re(z � �)�1 + �z + : : :+ �n�1zn�1�:Poniewa» Re zk = 
os(k ar
 
os t) = 2k�1Tk(t) jest wielomianemCzebyszewa stop-nia k , wi�
 x0� �na2 � 1 Re yn jest wielomianem stopnia n, który ozna
zymy przezwn . Ze wzoru (2. 8) otrzymujemy w0(t) = aa2 � 1 oraz(2: 9) wn(t) = (2�)n�1a2 � 1 Tn(t) + 1pa2 � 1n�1Xk=0(2�)kTk(t)dla n = 1; 2; 3; : : : .



34 II. PRZESTRZENIE FUNKCJI CI�G�YCHTwierdzimy, »e spo±ród wszystki
h wielomianów stopnia ¬ n to wªa±nie wie-lomian wn daje najlepsz¡ aproksyma
j� funk
ji x0 . By tego dowie±¢, wystar
zydla funk
ji bª�du x0 � wn = �na2�1 Re yn wskaza¢ alternans dªugo±
i n+ 2.Dla u = arg z = ar
 
os t ozna
zmy'(u) = arg z � �1� z� = arg(eiu � �) � arg( 1� � eiu):Wida¢ (patrz rysunek), »e '(u) ro±nie od 0 do � naprzedziale [0; �℄. Dlatego arg yn(
osu) = nu + '(u)ro±nie od 0 do (n + 1)� na tym przedziale i mo»nawskaza¢ takie punkty0 = u0 < u1 < u2 < � � � < un+1 = �;dla który
h arg yn(
os uk) = k� , k = 0; 1; 2; : : : ; n + 1, tj. yn(
osuk) = (�1)k .Stwierdzamy zatem, »e ukªad punktów 
os un+1; 
osun; : : : ; 
osu0 jest szukanymalternansem funk
ji x0 � wn .
Kolejne funk
je bª�du dla a = 54 i n = 0; 1; 2; 3; 4;5.Zadania uzupeªniaj¡
e2.15. Dla n = 0; 1; 2; 3; 4 obli
zy¢ n-ty wielomian Bernsteina funk
ji x(t) =
os �t.2.16. Czy potra�sz wskaza¢ konkretny 
i¡g wielomianów zbie»ny jednostajnie dofunk
ji x(t) = 
os �t na przedziale [0; 1℄ ?2.17. Obli
zy¢ n-ty wielomian Bernsteina funk
ji: x(t) = t2 , x(t) = t3 .



Zadania uzupeªniaj¡
e 352.18. Uogólni¢ wzór na n-ty wielomian Bernsteina dla funk
ji okre±lony
h nadowolnym przedziale [a; b℄.2.19. Dowie±¢, »e je»eli przestrzenie topologi
zne normalne S1 i S2 s¡ homeomor-�
zne, to C(S1) i C(S2) s¡ izometry
znie izomor�
zne. Wykaza¢ na przykªadzie,»e twierdzenie odwrotne nie zawsze jest prawdziwe.2.20. Nie
h X b�dzie najmniejsz¡ domkni�t¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni C(R)zawieraj¡
¡ wszystkie ograni
zone funk
je jednostajnie 
i¡gªe. Czy X = C(R) ?



ROZDZIA� IIIPRZESTRZENIE HILBERTAPrzestrzenie unitarnePrzestrzeni¡ unitarn¡ nazywamy przestrze« liniow¡ H nad 
iaªem C li
zbzespolony
h wraz z zespolon¡ funk
j¡ h ; i okre±lon¡ na H�H i maj¡
¡ nast�-puj¡
e wªasno±
i:(1) hx; xi ­ 0 dla x 2 H oraz hx; xi = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0.(2) hx; xi ­ 0 dla x 2 H .(3) hx + y; zi = hx; zi + hy; zi dla x; y; z 2 H (addytywno±¢).(4) h�x; yi = �hx; yi dla � 2 C , x; y 2 H (jednorodno±¢).(5) hy; xi = hx; yi dla x; y 2 H (hermitowsko±¢).Funk
ja h ; i nosi nazw� ilo
zynu skalarnego w H . Norm� w przestrzeniunitarnej H okre±lamy wzorem kxk =phx; xi:Przestrze« zupeªn¡ w normie k k nazywamy przestrzeni¡ Hilberta.3.1. Przykªad. Na przestrzeni C n funk
ja h ; i okre±lona wzoremhx; yi = nXk=1 xk yk;gdzie x = (x1; x2; : : : ; xn), y = (y1; y2; : : : ; yn), jest ilo
zynem skalarnym. Prze-strze« C n ma sko«
zony wymiar, jest zatem przestrzeni¡ Hilberta. Jest to dobrzenam znana przestrze« euklidesowa.3.2. Przykªad. Tak»e przestrze« `2 z ilo
zynem skalarnymhx; yi = 1Xk=1 xk ykjest przestrzeni¡ Hilberta. Zauwa»my, »e jxk ykj ¬ 12 jxkj2 + 12 jykj2 , a wi�
 szeregpowy»szy jest bezwzgl�dnie zbie»ny.



Przestrzenie unitarne 373.3. Przykªad. Przestrze« C�[0; 1℄� z ilo
zynem skalarnymhx; yi = Z 10 x(t) y(t)dtjest przestrzeni¡ unitarn¡. Nie jest jednak przestrzeni¡ zupeªn¡ w normiekxk2 = �Z 10 jx(t)j2 dt�1=2:Po uzupeªnieniu otrzymamy przestrze« Hilberta L2�[0; 1℄� funk
ji 
aªkowalny
hz kwadratem w sensie Lebesgue'a na przedziale [0; 1℄.3.4. Przykªad. Zamiast przestrze« L2�[0; 1℄� z poprzedniego przykªadu mo»nabada¢ bardzo ogóln¡ klas� przestrzeni L2(
;B; �), gdzie (
;B; �) jest dowoln¡przestrzeni¡ miarow¡ � -sko«
zon¡. S¡ to wszystko przestrzenie Hilberta a ilo
zynskalarny ma posta¢ hx; yi = Z
 x(t) y(t)d�(t):Ka»d¡ z w
ze±niejszy
h przestrzeni mo»na zrealizowa¢ jako sz
zególny przypa-dek przestrzeni L2(
;B; �). Przestrze« C n otrzymamy bior¡
 
 = f1; 2; : : : ; ng,za B � -
iaªo wszystki
h podzbiorów 
 a za � miar� li
z¡
¡ ilo±¢ elementówzbioru; przestrze« `2 bior¡
 
 = N a B i � jak wy»ej, za± L2�[0; 1℄� bior¡

 = [0; 1℄, za B � -
iaªo wszystki
h podzbiorów borelowski
h [0; 1℄ a za � miar�Lebesgue'a na [0; 1℄.3.5. Przykªad. Podamy jesz
ze jeden wa»ny przykªad przestrzeni Hilberta.Ozna
zmy przez H2 zbiór wszystki
h ty
h funk
ji holomor�
zny
h f na dyskujednostkowym D = fz 2 C : jzj < 1g, dla który
hkfk = � sup0¬r<1 12� Z 2�0 ��f(r eit)��2 dt�1=2 <1:Poka»emy, »e przestrze« H2 jest zupeªna i mo»na w niej tak wprowadzi¢ ilo
zynskalarny h ; i, by kfk =phf; fi .Jak wiadomo, ka»d¡ funk
j� f holomor�
zn¡ na D mo»na przedstawi¢ w po-sta
i zbie»nego szeregu pot�gowegof(z) = 1Xn=0 an zn:



38 III. PRZESTRZENIE HILBERTAMamy wtedy12� Z 2�0 ��f(r eit)��2 dt = 1Xn=0 1Xk=0 rn+k an ak 12� Z 2�0 ei(n�k)t dt = 1Xn=0 r2n janj2:Wyra»enie sup0¬r<1 w de�ni
ji normy k k mo»na wi�
 zast¡pi¢ przez limr!1�otrzymuj¡
 kfk = � limr!1� 1Xn=0 r2n janj2�1=2 = � 1Xn=0 janj2�1=2;Ozna
za to, »e przestrze« H2 jest izometry
znie izomor�
zna z przestrzeni¡ `2 ,jest zatem przestrzeni¡ Hilberta a ilo
zyn skalarny do niej mo»na przenie±¢ zprzestrzeni `2 . Otrzymujemyhf; gi = limr!1� 12� Z 2�0 f(r eit) g(r eit) dt:Podamy teraz kilka prosty
h twierdze« o przestrzenia
h unitarny
h.3.6. Twierdzenie Pitagorasa. Je±li hx; yi = 0, to kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 .Dowód: Korzystaj¡
 z wªasno±
i (2) { (4) ilo
zynu skalarnego otrzymujemykx+ yk2 = hx+ y; x+ yi = hx; xi+ hx; yi+ hx; yi+ hy; yi == kxk2 + kyk2:W interpreta
ji geometry
znej k¡t �, utworzony przezwektory x i y , to k¡t przy wierz
hoªku 0 trójk¡ta o bo-ka
h dªugo±
i kxk, kyk i kx� yk, zatem na mo
y twier-dzenia 
osinusówkx� yk2 = kxk2 + kyk2 � 2 kxk kyk 
os�:Z drugiej strony, z de�ni
ji ilo
zynu skalarnego, otrzymujemykx� yk2 = kxk2 + kyk2 � 2 Rehx; yi:Porównanie ty
h wielko±
i daje nast�puj¡
¡ interpreta
j� k¡ta �:
os� = Rehx; yikxk kyk :W interpreta
ji tej trójk¡t, rozpatrywany w twierdzeniu Pitagorasa 3.6, totrójk¡t prostok¡tny.



Przestrzenie unitarne 393.7. Nierówno±¢ S
hwarza. Dla dowolny
h x; y 2 H za
hodzi nierówno±¢��hx; yi�� ¬ kxk kyk:Dowód: Dla y = 0 nierówno±¢ jest o
zywista, dla y 6= 0 za± wynika bezpo±rednioz nierówno±
i0 ¬ hx� �y; x� �yi = kxk2 � �hx; yi � � hx; yi+ j�j2kyk2;je±li podstawi¢ � = hx; yikyk2 .Z nierówno±
i S
hwarza ªatwo wynika, »e funk
jonaª kxk = phx; xi istotniejest norm¡ w H . Mamy bowiemkx+ yk2 = kxk2 + kyk2 + 2Rehx; yi ¬¬ kxk2 + kyk2 + 2 kxk kyk = �kxk+ kyk�2;
o dowodzi podaddytywno±
i normy. Pozostaªe postulaty normy s¡ speªnione wsposób o
zywisty.Z nierówno±
i S
hwarza wynika te», »e ilo
zyn skalarny h ; i jest 
i¡gªy jakofunk
ja dwó
h zmienny
h. Rze
zywi±
ie, je»eli xn ! x i yn ! y , to��hxn; yni � hx; yi�� ¬ kxn � xk kyk+ kxk kyn � yk+ kxn � xk kyn � yk ! 0:3.8. Wzór polaryza
yjny. Dla dowolny
h x; y 2 H za
hodzi równo±¢hx; yi = 14�kx+ yk2 � kx� yk2 + i kx+ iyk2 � i kx� iyk2�:W rze
zywistej przestrzeni Hilberta wzór polaryza
yjny przyjmuje posta¢hx; yi = 14�kx+ yk2 � kx� yk2�:3.9. Równo±¢ równolegªoboku. Dla dowolny
h x; y 2 H za
hodzi równo±¢kx+ yk2 + kx� yk2 = 2 kxk2 + 2 kyk2:Nazwa ÿrówno±¢ równolegªoboku" po
hodzi od znanego twierdzenia geometriimówi¡
ego, »e suma kwadratów dªugo±
i przek¡tny
h równolegªoboku jest równasumie kwadratów dªugo±
i jego boków.Równo±¢ równolegªoboku 
harakteryzuje przestrzenie unitarne, mianowi
ie:



40 III. PRZESTRZENIE HILBERTA3.10. Zadanie. Je»eli w przestrzeni unormowanej X równo±¢ równolegªobokuza
hodzi dla ka»dej pary wektorów, to wzór polaryza
yjny 3.8 okre±la w niej ilo-
zyn skalarny zgodny z norm¡, tzn. kxk = phx; xi , zatem X jest przestrzeni¡unitarn¡.Twierdzenia o najlepszej aproksyma
jiTwierdzenia, które teraz udowodnimy, doty
z¡ 
entralny
h zagadnie« teoriioptymaliza
ji w przestrzenia
h Hilberta.Przedtem przypomnijmy, »e podzbiór W przestrzeni liniowej jest nazywanywypukªym, gdy wraz z ka»dymi dwoma punktami x i y zawiera 
aªy od
inek�(1 � �)x + �y : 0 ¬ � ¬ 1	ª¡
z¡
y te punkty.3.11. Twierdzenie (o najlepszej aproksyma
ji). Nie
h H b�dzie prze-strzeni¡ Hilberta oraz W jej domkni�tym podzbiorem wypukªym. Dla ka»dego x0 2H istnieje dokªadnie jeden taki element w0 2 W , »e(3: 10) kx0 � w0k = dist(x0;W ) = infw2W kx0 �wk:Dowód: Ozna
zmy d = dist(x0;W ) i wybierzmy w zbiorze W taki 
i¡g fwng, »ekx0�wnk ! d. Poka»emy, »e jest to 
i¡g zbie»ny do pewnego elementu w0 2 W .Z równo±
i równolegªoboku mamykwn � wmk2 = 2 kx0 � wnk2 + 2 kx0 �wmk2 � 4

(12wn + 12wm)� x0

2:Poniewa» 12wn + 12wm 2 W , wi�
 k(12wn + 12wm)� x0k ­ d, st¡dkwn � wmk2 ¬ 2 kx0 � wnk2 + 2 kx0 � wmk2 � 4d2:Prawa strona tej nierówno±
i d¡»y do zera, gdy n;m!1. Ozna
za to, »e fwngjest 
i¡giem Cau
hy'ego w H , jest zatem zbie»ny do pewnego elementu w0 . Zdomkni�to±
i zbioru W wnosimy, »e w0 2 W .Jest o
zywiste, »e kx0�w0k = d. Je±li równo±¢ taka jest speªniona dla dwó
helementów w00; w000 2 W , to przyjmuj¡
 jako 
i¡g fwng 
i¡g fw00; w000 ; w00; w000 ; : : :g,który musi by¢ zbie»ny, otrzymujemy w00 = w000 .Twierdzenie o najlepszej aproksyma
ji istotnie wyró»nia przestrzenie Hilbertaspo±ród przestrzeni Bana
ha. Ilustruje to nast�puj¡
y przykªad:



Twierdzenia o najlepszej aproksyma
ji 413.12. Przykªad. Ustalmy niezerowy wektor y = (y1; y2; : : :) 2 `1 i okre±lmyfunk
j� ' : `1 ! C wzorem'(x) = 1Xn=1xn yn; gdy x = (x1; x2; : : :):Jest to funk
ja liniowa i 
i¡gªa, liniowo±¢ jest o
zywista, a 
i¡gªo±¢ wynika z nie-równo±
i j'(u)� '(v)j ¬ ku� vk1 kyk1 ; zatem zbiórW = nx 2 `1 : 1Xn=1 xn yn = 1ojest wypukªy i domkni�ty w `1 . Zbadamy 
zy w W istniej¡ wektory o najmniejszejnormie.Dla wektora y = (1; 1; : : :) otrzymujemyW = nx 2 `1 : 1Xn=1xn = 1oi je±li x 2 W , to kxk1 =P1n=1 jxnj ­P1n=1 xn = 1; wi�
 wektorem o najmniejszejnormie jest ka»dy wektor x 2 W , dla którego xn ­ 0, n = 1; 2; : : :, np. ka»dywektor posta
i x = (�; 1 � �; 0; 0 : : :), 0 ¬ � ¬ 1. W zbiorze W istnieje zatemnieprzeli
zalnie wiele wektorów o najmniejszej normie.Przyjmijmy teraz y = (12 ; 23 ; 34 ; : : :), wtedyW = nx 2 `1 : 1Xn=1 nn+ 1 xn = 1o:Zauwa»my, »e ka»dy z wektorów n+1n en , n = 1; 2; : : :, gdzie en jest wektoremen = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : :) z jedynk¡ na n-tym miejs
u, le»y w W oraz kn+1n enk1 =n+1n , wi�
 dist(0;W ) ¬ 1. Jednak w zbiorze W nie ma wektorów o normie 1,gdy» kxk1 = 1Xn=1 jxnj > 1Xn=1 nn+ 1jxnj ­ 1Xn=1 nn+ 1xn = 1:Ogólnie dist(0;W ) = 1=kyk1 , a odpowied¹ na pytanie, 
zy w W istniej¡wektory o najmniejszej normie, zale»y od li
zno±
i zbioru fn 2 N : jynj = kyk1g.Je»eli jest to zbiór pusty | jak w drugim przypadku | to w zbiorze W nie mawektorów o najmniejszej normie; je»eli jest jednoelementowy, powiedzmy posta
ifn0g, to w W istnieje dokªadnie jeden wektor o najmniejszej normie, jest nimwektor en0=yn0 , a je»eli posiada wi�
ej ni» jeden element | jak w przypadkupierwszym| to w W jest nieprzeli
zalnie wiele wektorów o najmniejszej normie.



42 III. PRZESTRZENIE HILBERTA3.13. Twierdzenie. Wektor w0 2 W ma wªasno±¢ (3. 10) z twierdzenia o naj-lepszej aproksyma
ji wtedy i tylko wtedy, gdyRehx0 � w0; w0 �wi ­ 0dla wszystki
h w 2 W .Dowód: Zaªó»my, »e kx0 � w0k = infw2W kx0 � wk i nie
h w b�dzie dowolnymelementem zbioru W . Poniewa» (1� �)w0 + �w 2 W dla � 2 [0; 1℄, wi�
 funk
jag(�) = 

x0 � (1� �)w0 � �w

2= kx0 � w0k2 + 2�Rehx0 � w0; w0 �wi + �2kw0 � wk2przyjmuje na przedziale [0; 1℄ najmniejsz¡ warto±¢ w punk
ie � = 0, musi zatemby¢ g0(0) ­ 0. To dowodzi postulowanej nierówno±
i Rehx0 � w0; w0 �wi ­ 0.Z drugiej strony nierówno±¢ powy»sza po
i¡ga g(0) ¬ g(1), 
zyli kx0�w0k ¬kx0 � wk.Twierdzenie to ma nast�puj¡
¡ interpreta
j� geometry
zn¡: zbiór ty
h wekto-rów x w przestrzeni H , dla który
hRehx0 � w0; xi = Rehx0 � w0; w0i = 
tworzy hiperpªasz
zyzn� prze
hodz¡
¡ przez punkt w0 (i normaln¡ do wektorax0 � w0 ). Hiperpªasz
zyzn� tak¡ nazywamy podpieraj¡
¡ zbiór W w punk
iew0 , bowiem Rehx0�w0; w0i = 
 oraz Rehx0�w0; wi ¬ 
 dla wszystki
h w 2 W(zbiór W styka si� z hiperpªasz
zyzn¡, ale le»y tylko po jej jednej stronie).3.14. Wniosek. Je»eli W jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeniHilberta H , to wektor w0 najlepiej spo±ród wszystki
h wektorów W aproksymujewektor x0 2 H wtedy i tylko wtedy, gdy hx0 �w0; wi = 0 dla wszystki
h w 2 W .Dowód: Poniewa» wektor w0 + hx0 � w0; wiw tak»e nale»y do W , wi�
 z twier-dzenia 3.13 otrzymujemy ���hx0 �w0; wi��2 ­ 0, 
zyli hx0 � w0; wi = 0.Aby obli
zy¢ odlegªo±¢ wektora x od domkni�tej podprzestrzeni H0 prze-strzeni Hilberta nie zawsze potrzebna jest znajomo±¢ wektora najlepiej w H0aproksymuj¡
ego wektor x. Poka»emy jak mo»na j¡ obli
zy¢ posªuguj¡
 si� poj�-
iem wyzna
znika Gramma.



Twierdzenia o najlepszej aproksyma
ji 43Defini
ja. Wyzna
znikiemGramma G(x1; x2; : : : ; xn) ukªadu wektorów x1; x2; : : : ; xnprzestrzeni unitarnej H nazywamy li
zb�G(x1; x2; : : : ; xn) = det�hxi; xji	1¬i;j¬n:3.15. Lemat. Nie
h x1; x2; : : : ; xn b�dzie ukªadem wektorów przestrzeni unitar-nej H i nie
h Hn�1 ozna
za podprzestrze« liniow¡ w H rozpi�t¡ na wektora
hx1; x2; : : : ; xn�1 . WtedyG(x1; x2; : : : ; xn) = G(x1; x2; : : : ; xn�1) � dist(xn;Hn�1)2:Dowód: Zauwa»my na wst�pie, »e zaªo»enie zupeªno±
i przestrzeni H nie jest nampotrzebne. Caªa ÿak
ja" odbywa si� w podprzestrzeni Hn = linfx1; x2; : : : ; xng,a ta, jako sko«
zenie wymiarowa, jest zupeªna.Zaªó»my, »e wektor w , najlepiej w przestrzeni Hn�1 aproksymuj¡
y wektorxn , ma posta¢ w = �1 x1+�2x2+ : : : �n�1xn�1 . Odejmuj¡
 od ostatniego wierszama
ierzy hx1; x1i : : : hx1; xn�1i hx1; xni... ... ...hxn�1; x1i : : : hxn�1; xn�1i hxn�1; xnihxn; x1i : : : hxn; xn�1i hxn; xni(której wyzna
znikiem jest G(x1; x2; : : : ; xn)) kombina
j� liniow¡ pozostaªy
h wie-rszy, ze wspóª
zynnikami wynosz¡
ymi odpowiednio �1; �2; : : : ; �n�1 , otrzymamyma
ierz, której wyzna
znik si� nie zmieni, a ostatni wiersz przyjmie posta¢hxn � w; x1i : : : hxn �w; xn�1i hxn � w; xni :Z wniosku 3.14 wynika, »e hxn�w; xi = 0 dla ka»dego x 2 Hn�1 , zatem w isto
iewiersz ten przyjmie posta¢ 0 : : : 0 hxn � w; xni :Post�puj¡
 podobnie z ostatni¡ kolumn¡, tym razem odejmuj¡
 od niej kombina-
j� liniow¡ pozostaªy
h kolumn ze wspóª
zynnikami �1; �2; : : : ; �n�1 otrzymamyma
ierz hx1; x1i : : : hx1; xn�1i 0... ... ...hxn�1; x1i : : : hxn�1; xn�1i 00 : : : 0 hxn �w; xn � wio wyzna
zniku wynosz¡
ym G(x1; x2; : : : ; xn�1) � kxn �wk2 .



44 III. PRZESTRZENIE HILBERTA3.16. Fakt. Dla dowolny
h wektorów x1; x2; : : : ; xn przestrzeni unitarnej za
ho-dzi nierówno±¢ G(x1; x2; : : : ; xn) ­ 0, przy 
zym G(x1; x2; : : : ; xn) = 0 wtedy itylko wtedy, gdy wektory te s¡ liniowo zale»ne.Dowód: Przyjmuj¡
 H0 = f0g, z lematu 3.15 otrzymujemyG(x1; x2; : : : ; xn) = nYk=1dist(xk;Hk�1)2;wi�
 G(x1; x2; : : : ; xn) ­ 0. Wektory x1; x2; : : : ; xn s¡ liniowo niezale»ne wtedy itylko wtedy, gdy ka»dy skªadnik powy»szego ilo
zynu jest ró»ny od zera.Li
zb� pG(x1; x2; : : : ; xn) mo»emy interpretowa¢ jako (n-wymiarow¡) obj�-to±¢ równolegªo±
ianu rozpi�tego na wektora
h x1; x2; : : : ; xn . Istotnie, obj�to±¢ta V (x1; x2; : : : ; xn) jest ilo
zynem pola podstawy równolegªo±
ianu i jego wy-soko±
i, podstaw¡ jest równolegªo±
ian rozpi�ty na wektora
h x1; x2; : : : ; xn�1 awysoko±
i¡ odlegªo±¢ wierz
hoªka xn od hiperpªasz
zyzny podstawy, zatemV (x1; x2; : : : ; xn) = V (x1; x2; : : : ; xn�1) � dist(xn;Hn�1);a w konsekwen
ji V (x1; x2; : : : ; xn) =Qnk=1 dist(xk;Hk�1).Naty
hmiastow¡ konsekwen
j¡ lematu 3.15 jest nast�puj¡
e twierdzenie:3.17. Twierdzenie. Nie
h x1; x2; : : : ; xn b�dzie liniowe niezale»nym ukªademwektorów przestrzeni unitarnej H i nie
h Hn ozna
za podprzestrze« liniow¡ w Hrozpi�t¡ na ty
h wektora
h. Dla dowolnego wektora x 2 H za
hodzi równo±¢dist(x;Hn) =sG(x1; x2; : : : ; xn; x)G(x1; x2; : : : ; xn) :3.18. Przykªad. Obli
zymy odlegªo±¢ w L2(0; 1) jednomianu tn od podprze-strzeni Hn�1 wszystki
h wielomianów stopnia ni»szego ni» n, tj. podprzestrzenirozpi�tej na jednomiana
h 1; t; : : : ; tn�1 . �atwo sprawdzamy, »eG(1; t; : : : ; tn) = detn 1i+ j + 1o0¬i;j¬n;zatem ze wzoru wyzna
znikowego Cau
hy'ego (patrz ??)G(1; t; : : : ; tn) = Qi<j(i� j)2Qi;j(i+ j + 1) = [ 1! 2! � � � n! ℄3(n+ 1)! (n + 2)! � � � (2n + 1)! ;



Ortogonalno±¢ 45st¡d na mo
y twierdzenia 3.17dist(tn;Hn�1) =r [n!℄4(2n)! (2n+ 1)! = 1p2n+ 1�2nn � :3.19. Zadanie. Nie
h x1; x2; : : : ; xn b�dzie dowolnym ukªadem funk
ji z prze-strzeni L2(R). Dowie±¢, »e wyzna
znik GrammaG(x1; x2; : : : ; xn) = det�hxi; xji	1¬i;j¬ntego ukªadu mo»na wyrazi¢ w posta
iG(x1; x2; : : : ; xn) = 1n! ZRn ���det�xi(tj)	1¬i;j¬n���2dt1 dt2 : : : dtn:Ortogonalno±¢Dwa wektory x, y przestrzeni unitarnej H nazywamy ortogonalnymi je-»eli hx; yi = 0. Gdy ka»dy element zbioru A � H jest ortogonalny do ka»degoelementu zbioru B � H , to powiemy, »e zbiory te s¡ ortogonalne do siebie. Orto-gonalno±¢ wektorów b�dziemy ozna
za¢ x ? y a zbiorów A ? B . Je»eli fxg ? A,to piszemy x ? A.Z liniowo±
i i 
i¡gªo±
i ilo
zynu skaranego ªatwo wyprowadzi¢, »e wektory or-togonalne do zbioru A tworz¡ domkni�t¡ podprzestrze« liniow¡ w H . B�dziemyj¡ ozna
za¢ A? i nazywa¢ dopeªnieniem ortogonalnym zbioru A.3.20. Twierdzenie (o rozkªadzie ortogonalnym). Je»eli H0 jest dom-kni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Hilberta H , to ka»dy wektor x 2 Hmo»na przedstawi¢, i to dokªadnie na jeden sposób, w posta
ix = x1 + x2; gdzie x1 2 H0; x2 2 H?0 :Dowód: Je»eli x 2 H , to w podprzestrzeni H0 | na mo
y twierdzenia o najlep-szej aproksyma
ji 3.11 | jest taki wektor x0 , »ekx� x0k = dist(x;H0):Wyka»emy, »e wektor x1 = x�x0 le»y w H?0 , tzn., »e hx1; yi = 0 dla wszystki
hy 2 H0 .



46 III. PRZESTRZENIE HILBERTAObierzmy � = hx1; yi=kyk2 . Poniewa» x0+� y 2 H0 , wi�
 kx� (x0+� y)k ­dist(x;H0), a zatem0 ¬ kx� (x0 + � y)k2 � kx� x0k = kx1 � � yk2 � kx1k2 == �� hx1; yi � � hx1; yi+ j�j2kyk2Podstawiaj¡
 przyj�t¡ warto±¢ � dostajemy �jhx1; yij2=kyk2 ­ 0, a w konse-kwen
ji hx1; yi = 0.Do udowodnienia pozostaje jednozna
zno±¢ rozkªadu. Przypu±¢my, »e mamyjesz
ze rozkªad x = x00+x01 , x00 2 H0 , x01 2 H?0 . Wów
zas x0+x1 = x00+x01 , 
zylix0 � x00 = x1 � x01 . Wektor z lewej strony równo±
i le»y w podprzestrzeni H0 , awektor z prawej w H?0 ; jednak H0\H?0 = f0g, 
o ozna
za x0�x00 = x1�x01 = 0,lub ina
zej x0 = x00 i x1 = x01 .3.21. Wniosek. Dla podzbioru A � H zbiór (A?)? jest najmniejsz¡ domkni�t¡podprzestrzeni¡ liniow¡ w H zawieraj¡
¡ A.Dowód: Nale»y wykaza¢, »e je»eli H0 jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ w Horaz H0 � A, to tak»e H0 � (A?)? . Jest tak w isto
ie, bo inkluzja H0 � A po-
i¡ga inkluzj� H?0 � A? , a ta z kolei inkluzj� (H?0 )? � (A?)? , za± z twierdzeniao rozkªadzie ortogonalnym otrzymujemy równo±¢ (H?0 )? = H0 .3.22. Zadanie. Nie
h H b�dzie przestrzeni¡ Hilberta oraz H0 jej domkni�t¡podprzestrzeni¡. Dowie±¢, »e H=H0 jest przestrzeni¡ Hilberta, izometry
znie izo-mor�
zn¡ z H?0 . Opisa¢ ten izomor�zm.Ukªady ortogonalneZbiór A � H nazywamy ortogonalnym je»eli ka»de dwa wektory A s¡ orto-gonalne. Je»eli ponadto norma ka»dego wektora z A wynosi 1, to mówimy, »e jestto zbiór ortonormalny. Zbiór ortonormalny nazywamy zupeªnym, je»eli nie maw H niezerowego wektora ortogonalnego do A.3.23. �wi
zenia.1. Zbiór ortonormalny jest liniowo niezale»ny.2. W o±rodkowej przestrzeni unitarnej zbiór ortonormalny musi by¢ sko«
zonylub przeli
zalny.



Ukªady ortogonalne 473.24. Przykªad. Wielomiany Legendre'a Ln , n = 0; 1; 2; 3; : : :, gdzieLn(t) = 1n!2n dndtn (t2 � 1)ntworz¡ ukªad ortogonalny w przestrzeni Hilberta L2(�1; 1).Istotnie, Ln jest wielomianem stopnia n a dla dowolnego wielomianu P , 
aª-kuj¡
 n-krotnie przez 
z�±
i, dostajemyhP; Lni = (�1)nn!2n Z 1�1 dndtnP (t) (t2 � 1)ndt;wi�
 dostajemy hP; Lni = 0 dla ka»dego wielomianu P stopienia ni»szego ni» n,st¡d < Lm; Ln >= 0 dla m 6= n.Sprawd¹my jesz
ze, 
zy jest to ukªad ortonormalny. Poniewa»dndtnLn(t) = 1(2n)!! d2ndt2n (t2 � 1)n = (2n)!(2n)!! = (2n � 1)!!;wi�
hLn; Lni = (2n� 1)!!(2n)!! Z 1�1(1� t2)ndt = 2(2n� 1)!!(2n)!! Z �=20 
os2n+1 u du = 22n+ 1:Zatem ukªad ortonormalny tworz¡ funk
jep2n+ 1p2 Ln; n = 0; 1; 2; : : : :Przez analogi� w przestrzeni L2(a; b) mo»emy okre±li¢ ukªad wielomianów or-togonalny
h Pn(t) = dndtn (t� a)n(t� b)n:3.25. Przykªad. W przykªadzie 3.18 obli
zyli±my odlegªo±¢ w L2(0; 1) jedno-mianu tn od podprzestrzeni Hn�1 wszystki
h wielomianów stopnia ni»szego ni»n, Jak wiemy odlegªo±¢ ta jest równa normie wielomianu tn�W (t), gdzie W jestwielomianem stopnia ni»szego ni» n, najlepiej aproksymuj¡
ym jednomian tn wL2(0; 1). Jest on jednozna
znie wyzna
zony przez wªasno±¢Z 10 �tn �W (t)�P (t) dt = 0



48 III. PRZESTRZENIE HILBERTAdla wszystki
h P 2 Hn�1 . W poprzednim przykªadzie poznali±my ju» wielomianstopnia n o takiej wªasno±
i, mianowi
ie wielomianPn(t) = dndtn tn(t� 1)n:Jego wspóª
zynnikiem przy tn jest (2n)!n! , zatem musi by¢W (t) = tn � n!(2n)! dndtn tn(t� 1)n:Pozwala to obli
zy¢dist(tn;Hn�1)2 = 


 n!(2n)!Pn


22 = [n!℄2(2n)! Z 10 tn(1 � t)ndt = [n!℄4(2n)! (2n + 1)! :3.26. Zadanie. Pokaza¢, »e funk
je Radema
herarn(t) = sgn sin 2n�1�t; n = 1; 2; 3; : : :tworz¡ ukªad ortonormalny w L2(0; 1). Czy jest to ukªad zupeªny?Podamy teraz opis pro
esu ortonormaliza
yjnego, pozwalaj¡
ego ze zbioru li-niowo niezale»nego zbudowa¢ zbiór ortonormalny.3.27. Twierdzenie ortonormaliza
yjne S
hmidta. Zaªó»my, »e fx1; x2;: : : ; xng jest zbiorem liniowo niezale»nym w przestrzeni unitarnej H . Wtedy w Histnieje dokªadnie jeden taki zbiór ortonormalny fy1; y2; : : : ; yng, »e1. linfx1; x2; : : : ; xkg = linfy1; y2; : : : ; ykg,2. hxk; yki > 0,dla k = 1; 2; : : : ; n.Dowód: Przeprowadzimy go przez induk
j� wzgl�dem k . Dla k = 1 wystar
zyprzyj¡¢ y1 = 1kx1kx1 , a je»eli elementy y1; y2; : : : ; yk s¡ ju» okre±lone, to kªadziemyyk+1 = 1kzk+1kzk+1; gdzie zk+1 = xk+1 � kXj=1hxk+1; yji yj:Zauwa»my, »e zk+1 6= 0, w prze
iwnym przypadku elementy x1; x2; : : : ; xk+1 by-ªyby liniowo zale»ne. Z konstruk
ji jest o
zywiste, »e yk+1 2 linfx1; x2; : : : ; xk+1g,»e kyk+1k = 1 oraz, »e hyk+1; yji = 0 dla j = 1; 2; : : : ; k . St¡dhyk+1; xk+1i = hyk+1; zk+1i = kzk+1k > 0:



Ukªady ortogonalne 49Poka»emy jesz
ze, »e element yk+1 jest jedyny. Je»eli pewien element y0 mate same wªasno±
i, 
o yk+1 , to jest posta
iy0 = kXj=1 �j yj:Jednak y0 musi by¢ ortogonalny do ka»dego z elementów y1; y2; : : : ; yk , wi�
 wisto
ie y0 = �k+1yk+1 . Wiemy te», »e hy0; xk+1i = �k+1hyk+1; xk+1i > 0 oraz, »eky0k = 1. Z warunków ty
h wynika, »e �k+1 jest li
zb¡ dodatni¡ i j�k+1j = 1.Daje to y0 = yk+1 .Dla wyzna
zenia elementów y1; y2; : : : ; yn mo»na posªu»y¢ si� wyzna
znikamiGramma. Wzór, który przedstawimy mo»e by¢ sz
zególnie przydatny do obli
ze«numery
zny
h.3.28. Twierdzenie Gramma. Elementy zbioru fy1; y2; : : : ; yng w twierdzeniuortonormaliza
yjnym mo»na otrzyma¢ z formalnego wyzna
znikayk = 
k � det0B� hx1; x1i hx1; x2i : : : hx1; xk�1i x1hx2; x1i hx2; x2i : : : hx2; xk�1i x2... ... ... ...hxk; x1i hxk; x2i : : : hxk; xk�1i xk1CA ;gdzie 
k = 1pG(x1; x2; : : : ; xk�1)G(x1; x2; : : : ; xk) ;rozwijaj¡
 go wzgl�dem ostatniej kolumny.Dowód: Jest o
zywiste, »e yk 2 linfx1; x2; : : : ; xkg. Obli
zaj¡
 ilo
zyn skalarnyhyk; xji przy j < k otrzymamy wyzna
znik, w którym ostatnia kolumna pokrywasi� z kolumn¡ j -t¡. Taki wyzna
znik jest równy zeru, zatem hyk; xji = 0 dlaj < k , w sz
zególno±
i yk ? yj dla taki
h j . Dla j = k otrzymujemyhyk; xki = 
k G(x1; x2; : : : ; xk) > 0:Pozostaje sprawdzi¢, 
zy kykk = 1. Obli
zaj¡
 kykk2 = hyk; yki otrzymamy wy-zna
znik, w którym ostatnia kolumna przyjmuje posta¢0 0 : : : 0 hxk; yki ;wi�
 jego warto±¢ jest równa G(x1; x2; : : : ; xk�1) hxk; yki. St¡dkykk2 = 
2k G(x1; x2; : : : ; xk�1)G(x1; x2; : : : ; xk) = 1:



50 III. PRZESTRZENIE HILBERTA3.29. Przykªad. W L2(�1; 1) pro
es ortonormaliza
ji S
hmidta ukªadu jedno-mianów 1; t; t2; t3; : : : prowadzi do ukªadu funk
jip2n+ 1p2 Ln: n = 0; 1; 2; 3; : : : ;gdzie Ln(t) = 1n!2n dndxn (x2 � 1)njest n-tym wielomianem Legendre'a.Stwierdzenie to nie jest wido
zn¡ konsekwen
j¡ twierdzenia ortonormaliza
yj-nego a wynika z wªasno±
i wielomianów Legendre'a, które pokazali±my w przy-kªadzie 3.24: Ln jest wielomianem stopnia n, R 1�1 P (t)Ln(t) dt = 0 dla ka»degowielomianu P stopnia ni»szego ni» n orazZ 1�1 tnLn(t) dt = 12n Z 1�1(1 � t2)ndt > 0:Inne klasy
zne wielomiany ortogonalne mo»na otrzyma¢ zast�puj¡
 miar� Le-besgue'a na (�1; 1) innymi miarami. Dla przykªadu, wielomiany CzebyszewaT0(t) = 1; Tn(t) = 12n�1 
os(n ar
 
os t); n = 1; 2; 3; : : :(a dokªadniej wielomiany 2n�1=2��1=2 Tn(t)) otrzymamy dla miary � okre±lonejwzorem �(E) = ZE dtp1� t2 :Jest tak istotnie, bo podstawiaj¡
 u = ar
 
os t otrzymujemyZ 1�1 
os(m ar
 
os t) 
os(n ar
 
os t) dtp1� t2= Z �0 
osmu 
osnudu:Kolejne wielomiany Czebyszewa maj¡ posta¢ T0(t) = 1, T1(t) = t, T2(t) =t2 � 12 . Nast�pne mo»na ªatwo obli
zy¢ ze wzoru rekuren
yjnegoTn(t) = t Tn�1(t)� 14 Tn�2(t) dla n = 3; 4; 5; : : : :3.30. Zadanie. Pokaza¢, »e w przestrzeni L2�(�1; 1);p1 � t2 dt� pro
es orto-normaliza
ji S
hmidta ukªadu jednomianów 1; t; t2; t3; : : : prowadzi do funk
ji2n+1=2��1=2 Un(t), gdzieUn(t) = 1n + 1 ddtTn+1(t) n = 0; 1; 2; : : :jest n-tym wielomianem Czebyszewa 2-giego rodzaju.



Szeregi ortogonalne 51Szeregi ortogonalneZ twierdzenia Pitagorasa 3.6 wynika, »e je»eli x1; x2; : : : ; xn jest zbiorem or-togonalnym, tokx1 + x2 + : : :+ xnk2 = kx1k2 + kx2k2 + : : :+ kxnk2:Dla niesko«
zony
h zbiorów ortonormalny
h mo»na to uogólni¢ w nast�puj¡
ysposób:3.31. Twierdzenie. Je»eli x1; x2; : : : jest 
i¡giem ortogonalnym w przestrzeniHilberta H , to warunkiem konie
znym i wystar
zaj¡
ym na to, by szereg P1n=1 xnbyª zbie»ny, jest aby P1n=1 kxnk2 <1. Wtedy



 1Xn=1 xn



2 = 1Xn=1 kxnk2:Dowód: Je±li fsng jest 
i¡giem sum 
z�±
iowy
h szeregu P1k=1 xk , za± fSng 
i¡-giem sum 
z�±
iowy
h szeregu P1k=1 kxkk2 , to dla n > m, z twierdzenia Pitago-rasa, mamyksn � smk2 = kxm+1 + xm+2 + : : :+ xnk2 == kxm+1k2 + kxm+2k2 + : : :+ kxnk2 = Sn � Sm:Zatem fsng jest 
i¡giem Cau
hy'ego w H wtedy i tylko wtedy, gdy fSng jestli
zbowym 
i¡giem Cau
hy'ego.3.32. Wniosek. Zbie»ny szereg ortogonalny jest zbie»ny bezwarunkowo, tj. zbie-»ny przy ka»dej permuta
ji swoi
h wyrazów.Dowód: Nie
h � b�dzie dowoln¡ permuta
j¡ wska¹ników. Ustalmy dowolnie " > 0i wybierzmy wska¹nik n0 tak, aby Pn>n0 kxnk2 < " a wska¹nik n1 tak, aby zbiórf�(1); �(3); : : : ; �(n1)g zawieraª wszystkie li
zby 1; 2; : : : ; n0 . Je»eli n > n1 to



 nXk=1 xk � nXk=1 x�(k)



2 ¬ 2 Xk>n0 kxkk2 ¬ 2 "2;wi�
 limn!1 nXk=1 xk = limn!1 nXk=1 x�(k):



52 III. PRZESTRZENIE HILBERTAUwaga. Przypomnijmy, »e w zbiorze C li
zb zespolony
h, a wi�
 tak»e w ka»dejsko«
zenie wymiarowej przestrzeni unormowanej zbie»no±¢ bezwarunkowa szere-gów pokrywa si� z i
h zbie»no±
i¡ bezwzgl�dn¡. W niesko«
zenie wymiarowy
hprzestrzenia
h Hilberta jest ina
zej, istniej¡ szeregi bezwarunkowo zbie»ne, którenie s¡ zbie»ne bezwzgl�dnie. Dla przykªadu w przestrzeni `2 szereg ortogonalnyP1n=1 xn , gdzie xn jest wektorem (0; : : : ; 0; 1n ; 0; : : :) z li
zb¡ 1n na n-tym miej-s
u, jest zbie»ny bezwarunkowo (do wektora (1; 12 13 ; : : :)) le
z nie jest zbie»nybezwzgl�dnie.Klasy
zne szeregi FourieraDla funk
ji x 2 L2(0; 1) szereg(3: 11) a0 + 1Xk=1�ak 
os 2k�it+ bk sin2k�it�;gdzie a0 = Z 10 x(t) dt orazak = 2Z 10 x(t) 
os 2k�it dt; bk = 2Z 10 x(t) sin 2k�it dt;nosi nazw� klasy
znego szeregu Fouriera funk
ji x. Szereg ten jest zbie»nybezwarunkowo, bo funk
je 1, p2 
os 2�it, p2 sin 2�it, p2 
os 4�it, p2 sin 4�it,p2 
os 6�it, itd, tworz¡ ukªad ortonormalny w L2(0; 1). Naszym 
elem b�dziepokazanie, »e jest to ukªad zupeªny. Ukªad ten mo»na przenie±¢ na dowolny sko«-
zony przedziaª (a; b) wstawiaj¡
 tpb�a w miejs
e zmiennej t i dopisuj¡
 dodat-kowy wspóª
zynnik 1pb�aZauwa»my, »e suma (3. 11) jest równa sumie szeregu1Xk=�1
k e2k�it;gdy 
0 = a0 oraz 
k = 12(ak � i bk), 
�k = 12(ak � i bk) dla k = 1; 2; 3; : : : Funk
jeyk(t) = e2k�it , k = 0;�1;�2; : : : tak»e tworz¡ ukªad ortonormalny w L2(0; 1).Ukªad ten jest wygodniejszy od ukªadu opisanego na po
z¡tku, dlatego tylko nimb�dziemy si� posªugiwali. Dodatkowo, wspóª
zynniki 
k b�dziemy ozna
zali bx(k),tj. bx(k) = hx; yki = Z 10 x(t) e�2k�itdt:Za
zniemy od udowodnienia dwó
h pomo
ni
zy
h lematów.



Klasy
zne szeregi Fouriera 533.33. Lemat. Je»eli funk
ja x : [0; 1℄! C jest klasy C1 oraz x(0) = x(1), to
x0 (k) = 2k�i bx(k) dla k = 0;�1;�2; : : : :Dowód: Caªkuj¡
 przez 
z�±
i otrzymujemy
x0 (k) = x(t) e�2k�it���10 � Z 10 x(t)(�2k�i)e�2k�itdt = 2k�i bx(k):3.34. Lemat (Riemanna-Lebesgue'a). Je»eli x 2 L1(a; b), tolim�!1 Z ba x(t) sin�t dt = 0:Dowód: Dla funk
ji y klasy C1 lemat wynika z równo±
iZ ba y(t) sin�t dt = 1��� y(t) 
os�t���ba + Z ba y0(t) 
os�t dt�:Ustalmy teraz dowolnie " > 0 i dobierzmy funk
j� y klasy C1 tak, by kx�yk1 < "2a nast�pnie wska¹nik �0 , by �� R ba y(t) sin�t dt�� < "2 dla � ­ �0 . Wtedy����Z ba x(t) sin�t dt��� ¬ 

x� y

1 + ���Z ba y(t) sin�t dt��� < "dla � ­ �0 , o 
o 
hodziªo.3.35. Twierdzenie. Je»eli x : R! C jest funk
j¡ klasy C1 , okresow¡ o okre-sie 1, to 
i¡g sn(t) = Xjkj¬n bx(k) e2k�it; n = 0; 1; 2; : : : ;sum 
z�±
iowy
h szeregu Fouriera funk
ji x, jest do niej zbie»ny jednostajnie. Cowi�
ej 

x� sn

1 ¬ Cpndla pewnej staªej C .



54 III. PRZESTRZENIE HILBERTADowód: Gdy m < n, to korzystaj¡
 kolejno z lematu 3.33, nierówno±
i S
hwarzai nierówno±
i Bessela otrzymujemy(3: 12) ��sn(t)� sm(t)�� ¬ Xm<jkj¬n ��bx(k)�� = Xm<jkj¬n ��
x0 (k)�� 12k�jkj¬ � Xm<jkj¬n ��
x0 (k)��2�1=2� Xm<jkj¬n 14�2k2�1=2¬ 12� 

x0

2m�1=2;gdy» Xk>m 1k2 ¬ Xk>m 1(k � 1)k = 1m:Wynika st¡d, »e 
i¡g fsng jest zbie»ny jednostajnie. Poka»emy, »e jego grani
¡jest funk
ja x.Funk
j� sn mo»na zapisa¢ w posta
i(3: 13) sn(t) = Xjkj¬nZ 10 x(u) e�2k�iudu e2k�it = Z 10 x(u)Dn(t� u) du;gdzie Dn(t) = Xjkj¬n e2k�it = sin(2n+ 1)�tsin�tjest tzw. j¡drem Diri
hleta. Zauwa»my, »e Dn jest funk
j¡ parzyst¡, okresow¡o okresie 1 orazZ 10 Dn(t) dt = Xjkj¬nZ 10 yk(t) dt = Xjkj¬nhyk; y0i = 1:Poniewa» funk
ja x jest tak»e okresowa o okresie 1, wi�
 przedziaª 
aªkowaniaw drugiej z 
aªek (3. 13) mo»emy zmieni¢ na dowolny przedziaª dªugo±
i 1. Je»eliwybierzemy przedziaª (�t; 1 � t) a nast�pnie w 
aª
e zamienimy zmienn¡ u nat+ u, to otrzymamy sn(t) = Z 10 x(t+ u)Dn(u) du:Uwzgl�dniaj¡
 teraz fakt, »e R 10 Dn(u) du = 1, ró»ni
� sn(t)�x(t) mo»emy przed-stawi¢ w posta
isn(t)� x(t) = Z 10 �x(t+ u)� x(t)�Dn(u) du = Z 10 't(u) sin(2n + 1)�u du;



Klasy
zne szeregi Fouriera 55gdzie 't(u) = x(t+ u)� x(t)sin�u :Funk
ja 't jest 
i¡gªa i ograni
zona, bo limu!0't(u) = x0(t)� oraz limu!1't(u) = �x0(t)� ,zatem na mo
y lematu Riemanna-Lebesgue'a sn(t)! x(t) dla ka»dego ustalonegot 2 [0; 1℄. Prze
hodz¡
 w nierówno±
i 3.35 do grani
y przy n!1 otrzymamy

x� sm

1 ¬ 12� 

x0

2m�1=2:3.36. Wniosek. W przestrzeni L2(0; 1) trygonometry
zny ukªad ortonormalnye2k�it , k = 0;�1;�2; : : : jest zupeªny.Dowód: W przestrzeni L2(0; 1) funk
je, które daj¡ si� przedªu»y¢ do funk
ji klasyC1 , okresowy
h o okresie 1 (tj. takie funk
je x klasy C1 na (0; 1), dla który
hlimt!0 x(t) = limt!1 x(t) oraz limt!0 x0(t) = limt!1 x0(t)) tworz¡ zbiór g�sty. Z twierdzenia3.35 wiemy, »e ka»d¡ tak¡ funk
j� w normie k k1 , a wie
 tym bardziej w normiek k2 , mo»na dowolnie przybli»a¢ sko«
zonymi kombina
jami liniowymi funk
jiukªadu. Zatem funk
je ukªadu tworz¡ zbiór liniowo g�sty w L2(0; 1).3.37. Przykªad. Rozwiniemy w szereg Fouriera funk
j� x(t) = t � 12 . �atwyra
hunek daje bx(0) = 0 orazbx(k) = Z 10 �t� 12� e�2�iktdt = 1�2�ik dla k = �1;�2; : : : ;zatem(3: 14) t� 12 =Xk 6=0 1�2k�i e2k�it = 1Xk=1 sin 2k�t�k� :Poniewa» 1Xk=�1��bx(k)��2 = 12�2 1Xk=1 1k2 oraz 

x

22 = Z 10 �t� 12�2dt = 112;wi�
 z równo±
i Parsevala otrzymujemy1Xk=1 1k2 = �26 :



56 III. PRZESTRZENIE HILBERTARozwini�
ie (3. 14) mo»na ªatwo wyprowadzi¢ bez u»y
ia te
hniki szeregówFouriera, opieraj¡
 si� na wzorzenXk=1 
os 2k�t = sin(2n+ 1)�t2 sin �t � 12 :Mianowi
ienXk=1 sin 2k�t�k� = �2Z t0 nXk=1 
os 2k�s ds = t� Z t0 sin(2n+ 1)�ssin�s ds= t� Z t0 h 1sin�s � 1�si sin(2n+ 1)�s ds + 1� Z t0 sin(2n+ 1)�ss ds:Poniewa» funk
ja 1sin�s � 1�s jest ograni
zona na przedziale (0; t), wi�
 na mo
ylematuRiemanna-Lebesgue'a pierwsza z 
aªek po prawej stronie ostatniej równo±
id¡»y do 0 przy n!1. Druga 
aªka przez postawienie u = (2n+1)�s sprowadzasi� do 
aªki 1� (2n+1)�tZ0 sinuu du;a wi�
 d¡»y do 1�Z 10 sinuu du = 12 : W konsekwen
jilimn!1 nXk=1 sin 2k�t�k� = t� 12 :3.38. Przykªad. Lemat 3.33 nasuwa pomysª uogólnienia rezultatów przykªadu3.37 tak, by mó
 obli
zy¢ tak»e sumy szeregów1Xk=1 1k2n ; n = 2; 3; : : : :Wybierzmy w przestrzeni L2(0; 1) tak 
i¡g funk
ji x0; x1; : : :, by x0 = 1 orazx0n = xn�1 i Z 10 xn(t) dt = 0 dla n = 1; 2; 3; : : : :Istnieje tylko jeden taki 
i¡g funk
ji. Mamy mianowi
iex1(t) = t� 12 ; x2(t) = 12t2 � 12t+ 112 ; x3(t) = 16t3 � 14t2 + 112t;x4(t) = 124t4 � 112t3 + 124t2 � 1720; itd.,



Klasy
zne szeregi Fouriera 57ogólnie xn(t) = Z t0 xn�1(s) ds+ an;gdzie an = �Z 10 Z t0 xn�1(s) ds dt = Z 10 (s� 1)xn�1(s) ds:Mamy zatem xn(t) = nXk=0 ak(n� k)! tn�k;gdzie a0 = 1 i dla ka»dego n = 1; 2; 3; : : : za
hodzi równo±¢nXk=0 ak(n + 1� k)! = 0:Mno»¡
 obie strony tej równo±
i przez (n+1)! i przyjmuj¡
 k! ak = �k otrzymamynXk=0�n+ 1k ��k = 0; n = 1; 2; : : : ;zatem (patrz [3℄, 449℄) �0; �1; �2; : : : jest 
i¡giem wspóª
zynników rozwini�
ia wszereg Taylora funk
ji t=(et � 1), tzn.tet � 1 = 1Xn=0 �nn! tn:W sz
zególno±
i �2n = (�1)n�1Bn , gdzie B1; B2; : : : jest 
i¡giem li
zb Berno-ulli'egoB1 = 16 ; B2 = 130; B3 = 142; B4 = 130; B5 = 566; B6 = 6912730; : : :Wiemy, »e funk
je ek(t) = exp 2�ikt, k = 0;�1;�2; : : : tworz¡ ukªad ortonor-malny zupeªny w L2(0; 1) a dla funk
ji x 2 L2(0; 1) za
hodzi równo±¢ ParsevalaZ 10 ��x(t)��2dt = +1X�1 ��bx(k)��2; gdzie bx(k) = Z 10 x(t) ek(t) dtjest 
i¡giem wspóª
zynników Fouriera funk
ji x.�atwo obli
zamybx1(0) = 0; bx1(k) = Z 10 �t� 12� e�2�iktdt = 1�2�ik dla k = �1;�2; : : : ;



58 III. PRZESTRZENIE HILBERTAa dla n > 1 
aªkuj¡
 przez 
z�±
i dostajemy
xn(k) = 1�2�ik dxn�1(k) = : : : = 1(�2�ik)n ; dla k 6= 0 oraz 
xn(0) = 0:Z drugiej strony, tak»e 
aªkuj¡
 przez 
z�±
i, dla n;m = 1; 2; : : : otrzymujemyZ 10 xn(t)xm(t) dt = xn+1(t)xm(t) ����10 � Z 10 xn+1(t)xm�1(t) dt:Gdy m = 1, to lewa strona przyjmuje warto±¢12�xn+1(1) + xn+1(0)� = xn+1(0) = an+1;a gdy m > 1, to przyjmie warto±¢ � R 10 xn+1(t)xm�1(t) dt i mo»na znów 
aªkowa¢przez 
z�±
i otrzymuj¡
 w ko«
uZ 10 xn(t)xm(t)dt = (�1)m�1xn+m(0) = (�1)m�1 an+m:W sz
zególno±
i Z 10 ��xn(t)��2 dt = (�1)n�1a2n = Bn(2n)! :Uwzgl�dniaj¡
 obli
zone warto±
i wspóª
zynników Fouriera funk
ji xn , z równo±
iParsevala, otrzymujemy 1Xk=1 1k2n = (2�)2n2 (2n)! �Bn:Funk
je Hermite'aPoka»emy, »e funk
je Hermite'a(3: 15) hn(t) = (�1)nn! e�t2 dndtn e�2�t2; n = 0; 1; 2; : : :s¡ funk
jami wªasnymi transformaty Fouriera, odpowiadaj¡
ymi warto±
iom wªa-snym (�i)n , tj. 
hn = (�i)n hn:Zamiast funk
ji Hermite'a wygodniej jest posªugiwa¢ si� ukªadem funk
ji przeska-lowany
h en = hnkhnk2 =rp2n!(4�)n hn;które tworz¡ ukªad ortonormalny zupeªny w L2(R).



Funk
je Hermite'a 593.39. Twierdzenie. Funk
jeen = hnkhnk2 =rp2n!(4�)n hn; n = 0; 1; 2; : : : ;gdzie hn(t) = (�1)nn! e�t2 dndtn e�2�t2jest n-t¡ funk
j¡ Hermite'a, tworz¡ ukªad ortonormalny zupeªny w L2(R). Po-nadto ka»da z funk
ji en jest funk
j¡ wªasn¡ transformaty Fouriera odpowiadaj¡
¡warto±
i wªasnej (�i)n , tj. ben = (�i)n en:Dowód: Zauwa»my, »e n-ta funk
ja Hermite'a jest posta
ihn(t) = Hn(t) e��t2;gdzie Hn jest pewnym wielomianem stopnia n, tzw. n-tym wielomianem Her-mite'a. Wynika st¡d, »e hn 2 SRó»ni
zkuj¡
 (3. 15) otrzymamy(3: 16) h0n(t)� 2�t hn(t) = �(n+ 1)hn+1(t);a poniewa» ze wzoru Leibniza dla funk
ji gªadkiej x za
hodzi równo±¢dndtn�4�t x(t)� = 4�t dndtnx(t) + 4�n dn�1dtn�1x(t);wi�
 przyjmuj¡
 x(t) = e�2�t2 i mno»¡
 obie strony przez e�t2 otrzymamy(n+ 1)hn+1 = 4�t hn(t)� 4� hn�1;
o po wstawieniu w (3. 16) daje (przyjmujemy h�1(t) � 0)(3: 17) h0n(t) + 2�t hn(t) = 4� hn�1(t):Je±li teraz wyrugujemy z równa« (3. 16) i (3. 17) po
hodn¡ h0n(t), to otrzymamynast�puj¡
y wzór rekuren
yjny dla funk
ji Hermite'a:(3: 18) 4�t hn(t) = (n + 1)hn+1(t) + 4� hn�1(t); n = 0; 1; 2; : : :Posªuguj¡
 si� wzorem (3. 18) ªatwo mo»emy obli
zy¢ wszystkie ilo
zyny ska-larne hhn; hmi. Mianowi
ie, gdy m ­ 1, to 
aªkuj¡
 dla przez 
z�±
i funk
j�he2�t2 dndtne�2�t2i dmdtm e�2�t2



60 III. PRZESTRZENIE HILBERTAi uwzgl�dniaj¡
 (3. 18) otrzymujemyhhn; hmi = 1m Z 1�1 �4�t hn(t)� (n+ 1)hn+1(t)�hm�1(t) dt = 4�m hhn�1; hm�1i;a poniewa» hh0; h0i = Z 1�1e�2�t2dt = 1p2 ; wi�
 hhn; hmi = 0, gdy n 6= m orazkhnk22 = hhn; hni = (4�)np2 n! :Udowodnili±my w ten sposób, »e funk
je e0; e1; e2; : : : tworz¡ ukªad ortonormalny.Poka»emy teraz, »e jest to ukªad zupeªny. Nie
h x 2 L2(R). Wtedy transformataFouriera funk
ji y(t) = x(t) e��t2 ma posta¢by(t) = Z 1�1 y(s) 1Xn=0 (�2�ts)nn! ds = 1Xn=0 (�2�t)nn! Z 1�1 x(s) sne��s2 ds:Je»eli funk
ja x jest ortogonalna do wszystki
h funk
ji en , to ka»da z 
aªek poprawej stronie jest równa zeru, wi�
 by = 0, st¡d y = 0, a w konsekwen
ji tak»ex = 0.Pozostaje dowie±¢, »e 
hn = (�i)n hn dla wszystki
h n. Stosuj¡
 transformat�Fouriera równo±
i (3. 16) i (3. 17) oraz uwzgl�dniaj¡
 ?? dostaniemy2�it
hn(t) + i
hn 0(t) = �(n+ 1) dhn+1(t);2�it
hn(t)� i
hn 0(t) = 4� dhn+1(t);sk¡d 4�it
hn(t) = �(n+ 1) dhn+1(t) + 4� dhn�1(t):Porównuj¡
 t¡ równo±¢ z (3. 18) widzimy, »e funk
je 
hn oraz (�i)n hn speªniaj¡ten sam wzór rekuren
yjny, aby pokaza¢, »e s¡ równe wystar
zy sprawdzi¢, »edh�1 = i h�1 oraz bh0 = h0 . Pierwsza z równo±
i jest o
zywista, a drug¡ udowod-nili±my ju» w ??.



ROZDZIA� IVCI�G�E FUNKCJONA�YLINIOWEWªasno±
i ogólne4.1. Twierdzenie. Nie
h X b�dzie przestrzeni¡ unormowan¡. Dla funk
jonaªuliniowego x� na X nast�puj¡
e warunki s¡ równowa»ne:(i). x� jest 
i¡gªy;(ii). x� jest 
i¡gªy w jednym punk
ie;(iii). x��1�f0g� jest zbiorem domkni�tym;(iv). istnieje taki zbiór otwarty U � X oraz li
zba � 2 C , »e � =2 x�(U);(v). istnieje taka staªa M , »e��x�(x)�� ¬M kxk; x 2 X:Dowód:(i))(ii). O
zywiste.(ii))(iii). Zaªó»my, »e xn ! x0 i x�(xn) = 0 dla n = 1; 2; : : : . Poka»emy, »etak»e x�(x0) = 0. Je»eli funk
jonaª x� jest 
i¡gªy w punk
ie y0 , to xn�x0+y0 !y0 , zatem x�(xn � x0 + y0) ! x�(y0), a poniewa» x�(xn � x0 + y0) = x�(xn) �x�(x0) + x�(y0), wi�
 x�(x0) = 0.(iii))(iv). Je±li x� = 0, to 1 =2 x�(X) = f0g a je±li x� 6= 0, to 0 =2 x�(U),gdzie U = X � x��1�0g�.(iv))(v). Ustalmy element x0 nale»¡
y do U . Zbiór U jest otwarty, zatemdla pewnego " > 0 do U nale»¡ wszystkie elementy posta
i x0 + "x, kxk ¬ 1.Je»eli � =2 x�(U), to kªad¡
 � = 1" [��x�(x0)℄ otrzymujemy ªatwo, »e � =2 x�(K),gdzie K jest kul¡ jednostkow¡ w X . Wynika st¡d, »e ��x�(x)�� ¬ j�j dla x 2 K .Rze
zywi±
ie, gdyby dla pewnego x 2 K za
hodziªa nierówno±¢ ��x�(x)�� > j�j, to



62 IV. CI�G�E FUNKCJONA�Y LINIOWEdla elementu y = �x�(x) x le»¡
ego w K mieliby±my x�(y) = �. Je»eli teraz x jestdowolnym elementem w X i x 6= 0, to 1kxk x 2 K . St¡d(4: 19) ��x�(x)�� = ���x�� 1kxk x���� kxk ¬ j�j kxk:(v))(i). O
zywiste.Kres dolny li
zb M speªniaj¡
y
h nierówno±¢ (v) ozna
zamy przez kx�k inazywamy norm¡ funk
jonaªu x� .4.2. Twierdzenie. Dla ka»dego 
i¡gªego funk
jonaªu liniowego x� na X za
ho-dzi nierówno±¢ ��x�(x)�� ¬ kx�k kxk; x 2 X;a tak»e kx�k = supkxk¬1 ��x�(x)�� = supkxk=1 ��x�(x)��:Dowód: Nie
h M = supfjx�(x)j : kxk = 1g. Wtedy rozumuj¡
 jak w (4. 19)otrzymujemy, »e jx�(x)j ¬ M kxk dla wszystki
h x 2 X , a wi�
 M ­ kx�k. Zdrugiej strony, gdy kxk = 1, to jx�(x)j ¬ kx�k, zatem M ¬ kx�k.4.3. Przykªad. Nie
h x0 b�dzie dowoln¡ funk
j¡ 
aªkowaln¡ w sensie Lebes-gue'a na przedziale [0; 1℄. Na przestrzeni C[0; 1℄ okre±lmy funk
jonaª liniowy x�wzorem x�(x) = Z 10 x(t)x0(t) dt:Wtedy ��x�(x)�� = ���� Z 10 x(t)x0(t) dt���� ¬ Z 10 ��x(t)�� ��x0(t)�� dt ¬¬ kxk1 Z 10 ��x0(t)�� dt = kxk1 kx0k1:Zatem x� jest 
i¡gªy i kx�k ¬ kx0k1 .Poka»emy, »e za
hodzi równo±¢ obu norm. Z regularno±
i miary Lebesgue'a(patrz ??) wynika, »e dla dowolnego " > 0 istnieje taka funk
ja x1 2 C[0; 1℄, »ekx0�x1k1 < ". Mo»emy przy tym dodatkowo za»¡da¢, by x1(t) 6= 0 dla t 2 [0; 1℄.Poªó»my x = sgn x1 , tzn.x(t) = x1(t)jx1(t)j dla t 2 [0; 1℄:



Wªasno±
i ogólne 63O
zywi±
ie x 2 C[0; 1℄, kxk1 = 1 oraz��x�(x)�� ­ ���� Z 10 x(t)x1(t) dt����� Z 10 ��x(t)�� ��x1(t)� x0(t)��dt ­­ Z 10 ��x1(t)�� dt� kx1 � x0k1 ­ kx0k1 � 2";a to daje nierówno±¢ prze
iwn¡ kx�k ­ kx0k1 .4.4. Przykªad. Nie
h x� b�dzie funk
jonaªem z poprzedniego przykªadu, le
ztym razem okre±lonym na przestrzeni C1[0; 1℄ z norm¡ kxkC1 = jx(0)j + kx0k1 .Jest to o
zywi±
ie funk
jonaª 
i¡gªy, gdy» k k1 ¬ k kC1 . Obli
zymy kx�k.Je»eli funk
j� x 2 C1[0; 1℄ przedstawimy w posta
i x(t) = x(0) + R t0 x0(s) ds,to x�(x) = x(0)Z 10 x0(t) dt+ Z 10 Z t0 x0(s)x0(t) ds dt == x(0) ex0(0) + Z 10 x0(s) ex0(s) ds;gdzie ex0(s) = R 1s x0(t) dt. Poniewa» x0 mo»e by¢ dowoln¡ funk
j¡ 
i¡gª¡ na [0; 1℄,wi�
 rozumuj¡
 jak przy obli
zaniu normy funk
jonaªu w poprzednim przykªadziei opieraj¡
 si� na o
zywistej równo±
isupj�j+j�j¬1 j�a+ �bj = maxfjaj; jbjgotrzymamy kx�k = max���ex0(0)�� ; kex0k1	:Ta wielko±¢ jest na ogóª istotnie mniejsza ni» kx0k1 . Nie
h na przykªad x�" ,dla 0 < " ¬ 1, ozna
za funk
jonaª, w którym w miejs
e x0 wstawiono funk
j� x"okre±lon¡ wzorem x"(t) = ( 12t� 1 gdy " < j2t� 1j ¬ 1;0 poza tym.Wtedy(4: 20) kx�" � x�Æk = kex" � exÆk1 = 14(Æ � ") dla 0 < " < Æ ¬ 1:W sz
zególno±
i kx�"k = 14(1 � "), natomiast kx"k1 = ln 1" .



64 IV. CI�G�E FUNKCJONA�Y LINIOWEZ (4. 20) wynika ponadto, »e dla ka»dej funk
ji x 2 C1[0; 1℄ istnieje grani
alim"!0 x�"(x), Pozwala to okre±li¢ na przestrzeni C1[0; 1℄ 
i¡gªy funk
jonaª liniowyw posta
i warto±
i gªównej 
aªki niewªa±
iwejlim"!0 Z"<j2t�1j¬1 x(t)2t� 1 dt:Norma tego funk
jonaªu wynosi 14 .Dla funk
ji x z przestrzeni C[0; 1℄ 
aªka powy»sza zwykle jest rozbie»na.Przestrze« sprz�»ona4.5. Twierdzenie. Nie
h X b�dzie przestrzeni¡ unormowan¡. Zbiór X� wszy-stki
h 
i¡gªy
h funk
jonaªów liniowy
h na X , po wprowadzeniu dziaªa« dodawaniafunk
jonaªów i mno»enia funk
jonaªu przez li
zb� w sposób nast�puj¡
y�x�1 + x�2�(x) = x�1(x) + x�2(x);��x��(x) = �x�(x)oraz normy jako normy funk
jonaªu, staje si� przestrzeni¡ Bana
ha, nazywan¡przestrzeni¡ sprz�»on¡ do przestrzeni X .Dowód: Sprawdzenie, »e X� jest przestrzeni¡ liniow¡ unormowan¡ jest nietrudne.Poka»emy wi�
 tylko jej zupeªno±¢.Nie
h x�n b�dzie 
i¡giem Cau
hy'ego w X� . Poniewa»��x�n(x)� x�m(x)�� ¬ kx�n � x�mk kxk;wi�
 x�n(x) jest dla ka»dego x 2 X 
i¡giem Cau
hy'ego w C . Zatem istnieje gra-ni
a limn!1 x�n(x), któr¡ ozna
zymy x�(x). Poka»emy kolejno, »e x� jest liniowy,
i¡gªy oraz, »e kx�n � x�k ! 0.Liniowo±¢ funk
jonaªu x� otrzymujemy ªatwo prze
hodz¡
 do grani
y w rów-no±
ia
h x�n(x1 + x2) = x�n(x1) + x�n(x2);x�n(�x) = �x�n(x):Poka»emy, »e funk
jonaª x� jest 
i¡gªy. Zauwa»my w tym 
elu, »e kx�nk jest li
z-bowym 
i¡giem Cau
hy'ego, a wi�
 dla pewnej staªej M za
hodzi kx�nk ¬ M ,n = 1; 2; : : : . St¡d dla ka»dego x 2 X mamy ��x�n(x)�� ¬ M kxk, a to z koleipo
i¡ga ��x�(x)�� ¬M kxk:



Przestrze« sprz�»ona 65Pozostaje wi�
 tylko dowie±¢, »e x�n d¡»y do x� w X� . Dla dowolnego " > 0mamy ��x�n(x)� x�m(x)�� < kx�n � x�mk kxk < " kxkprzy dostate
znie du»y
h m i n, Ustalaj¡
 n i prze
hodz¡
 do grani
y przym!1 otrzymamy ��x�n(x)� x�(x)�� ¬ " kxk;
o z de�ni
ji normy daje kx�n � x�k ¬ ".4.6. Twierdzenie. Na przestrzeni sko«
zenie wymiarowej ka»dy funk
jonaª li-niowy jest 
i¡gªy, oraz przestrze« sprz�»ona jest izomor�
zna z wyj±
iow¡.Dowód: Ustalmy baz� Hamela e1; e2; : : : ; en przestrzeni X i wprowad¹my norm�k k kªad¡
 kxk = max1¬i¬n jxij; dla x = nXi=1 xiei:Ka»dy funk
jonaª liniowy x� na X jest jednozna
znie wyzna
zony przez swojewarto±
i na wektora
h bazy, gdy»x�(x) = x�� nXi=1 x1ei� = nXi=1 x1x�(ei):Ponadto ��x�(x)�� = ���� nXi=1 xix�(ei)���� ¬ max1¬i¬n jxij nXi=1 ��x�(e1)�� ¬M kxk;gdzie M = Pni=1 jx�(ei)j. Wynika st¡d, »e x� jest 
i¡gªy w normie k k, a wi�
jest 
i¡gªy tak»e w ka»dej innej normie przestrzeni X , bo w X ka»de dwie normys¡ równowa»ne.Z drugiej strony dowolny ukªad li
zb �1; �2 : : : ; �n wzoremx�(x) = nXi=1 �ixiokre±la (
i¡gªy) funk
jonaª liniowy na X . Poniewa» ukªad taki okre±la tak»e (jed-nozna
znie) element y = Pni=1 �iei przestrzeni X , zatem przyporz¡dkowaniey ! x�y x�y(x) = nXi=1 �ixi; x 2 X;



66 IV. CI�G�E FUNKCJONA�Y LINIOWEelementom przestrzeni X funk
jonaªów liniowy
h z X� jest wzajemnie jedno-zna
zne. Jest ono liniowe | jest wi�
 algebrai
znym izomor�zmem X na X� , aponiewa» w przestrzeni X� ka»de dwie normy s¡ tak»e równowa»ne, jest home-omor�zmem.4.7. Przykªad. Podobne rozumowanie jak w powy»szym dowodzie mo»na prze-prowadzi¢ przy opisie przestrzeni `1� wszystki
h 
i¡gªy
h funk
jonaªów liniowy
hna przestrzeni `1 .Jak wiemy (patrz str. 16), ka»dy wektor x = (x1; x2; : : :) przestrzeni `1 mo»najednozna
znie przestawi¢ w posta
i (bezwzgl�dnie) zbie»nego szeregu(4: 21) x = 1Xn=1xnen;gdzie en , n = 1; 2; : : :, jest wektorem en = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : :) z jedynk¡ na n-tymmiejs
u. Je»eli y� jest 
i¡gªym funk
jonaªem liniowym na przestrzeni `1 , toy�(x) = y�� 1Xn=1xnen� = 1Xn=1xny�(en):Poªó»my yn = y�(en), Ci¡g fyng jest o
zywi±
ie ograni
zony, de�niuje wi�
 wek-tor y = (y1; y2; : : :) z przestrzeni `1 , o normie kyk1 ¬ ky�k. Odwrotnie, ka»dywektor y = (y1; y2; : : :) 2 `1 wzorem(4: 22) y�(x) = 1Xn=1 xnyn; gdzie x = (x1; x2; : : :)okre±la funk
jonaª liniowy na przestrzeni `1 . Mamy��y�(x)�� ¬ 1Xn=1 jxnj jynj ¬ kxk1kyk1;
o po
i¡ga, »e y� jest 
i¡gªy i ky�k ¬ kyk1 . Wraz z w
ze±niej udowodnion¡nierówno±
i¡ ky�k ­ kyk1 ozna
za to, »e przyporz¡dkowanie y ! y� okre±lonewzorem (4. 22) jest izometry
znym izomor�zmem `1 na `1� .Wzór (4. 22) mo»e te» posªu»y¢ do okre±lenia 
i¡gªy
h funk
jonaªów liniowy
hna przestrzeni 
0 . Je»eli y = (y1; y2 : : :) le»y w `1 , to szereg (4. 22) jest zbie»nyoraz jy�(x)j ¬ kxk1kyk1 , zatem y� jest 
i¡gªy na 
0 i ky�k ¬ kyk1 . Aby do-wie±¢, »e przyporz¡dkowanie y ! y� jest izometry
znym izomor�zmem `1 na 
0wystar
zy pokaza¢, »e ka»dy 
i¡gªy funk
jonaª liniowy y� na 
0 ma posta¢ (4. 22)



Przestrze« sprz�»ona 67oraz, »e ky�k ­ kyk1 . Pierwszy fakt wynika z tego, »e 
i¡g feng jest baz¡ prze-strzeni 
0 , a wi�
 ka»dy wektor ma przedstawienie (4. 21). Dla dowodu drugiegonie
h x b�dzie wektorem x = (x1; : : : ; xn; 0; 0; : : :), gdzie xk = sgn yk (przypo-mnijmy, »e dla li
zby zespolonej z, sgn z = z=jzj, gdy z 6= 0 oraz sgn z = 0 wprze
iwnym przypadku). Wtedyy�(x) = nXk=1 xkyk = nXk=1 jykj:Poniewa» kxk1 ¬ 1 a n jest dowolne, wi�
 P1k=1 jykj ¬ ky�k.4.8. Zadanie. Czy przestrze« `1� jest izometry
znie izomor�
zna z przestrze-ni¡ `1 ?4.9. Zadanie. Udowodni¢, »e je»eli 1 < p <1, to przyporz¡dkowanie y ! y�okre±lone wzorem (4. 22) jest izometry
znymizomor�zmemprzestrzeni `q na prze-strze« `P � , gdzie q = pp�1 .4.10. Twierdzenie (Riesz). Nie
h H b�dzie przestrzeni¡ Hilberta. Dla ka»degoy� 2 H� istnieje, i to tylko jeden, taki wektor y 2 H , »ey�(x) = hx; yi; x 2 H:Przyporz¡dkowanie � : y� ! y jest wzajemnie jednozna
znym odwzorowaniemizometry
znym H� na H , przy 
zym �(y� + z�) = �(y�) + �(z�) i �(�y�) =� �(y�).Dowód: Nie
h H0 = fx 2 H : y�(x) = 0g. Poniewa» y� jest 
i¡gªym funk
jona-ªem liniowym, H0 jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ w H .Je»eli H0 = H , to y�(x) = 0 dla ka»dego x 2 H , wystar
zy wtedy przyj¡¢y = 0. Zaªó»my wobe
 tego, »e H0 6= H . W przestrzeni H?0 istnieje wtedy takiniezerowy element y , »e y�(y) = kyk2 . Wystar
zy dla dowolnego 0 6= x 2 H?0poªo»y¢ y = y�(x)kxk2 x:Poka»emy, »e element y ma »¡dane wªasno±
i. Je»eli x 2 H , toy��x� y�(x)kyk2 y� = y�(x)� y�(x) = 0;st¡d x� y�(x)kyk2 y nale»¡ do H0 , a wi�
0 = Dx� y�(x)kyk2 y ; yE = hx; yi � y�(x):



68 IV. CI�G�E FUNKCJONA�Y LINIOWEElement y jest wyzna
zony jednozna
znie przez funk
jonaª y� . Rze
zywi±
ie,je»eli y0; y00 2 H oraz y�(x) = hx; y0i = hx; y00i;to hx; y0�y00i = 0 dla ka»dego x 2 H , W sz
zególno±
i dla x = y0�y00 otrzymamyky0 � y00k2 = 0, a st¡d y0 = y00 .We¹my teraz dowolny element y 2 H i okre±lmy funk
jonaª y� wzoremy�(x) = hx; yi:Z liniowo±
i ilo
zynu skalarnego wzgl�dem pierwszej zmiennej wynika, »e y� jestliniowy, a z nierówno±
i S
hwarza��y�(x)�� = ��hx; yi�� ¬ kxk kyk;»e y� jest 
i¡gªy. Wobe
 tego y� 2 H� i ky�k ¬ kyk. Z drugiej strony jhx; yij =jy�(x)j ¬ ky�k kxk dla x 2 H . Podstawiaj¡
 tu x = y otrzymujemy kyk2 ¬ky�k kyk, 
zyli kyk ¬ ky�k. W konsekwen
ji ky�k = kyk.4.11. Twierdzenie Hahna-Bana
ha. Nie
h X0 b�dzie podprzestrzeni¡ (nie-konie
znie domkni�t¡) przestrzeni liniowej unormowanej X . Ka»dy 
i¡gªy funk-
jonaª liniowy x�0 na X0 mo»na przedªu»y¢ do 
i¡gªego funk
jonaªu liniowego x�na 
aªej przestrzeni X bez podnoszenia jego normy.Dowód: W X okre±lmy póªnorm� p wzoremp(x) = kxk kx�kX�0i zastosujmy wersj� twierdzenia Hahna-Bana
ha dla zespolony
h przestrzeni linio-wy
h (patrz ??). Dla przedªu»enia x� otrzymamy wtedy��x�(x)�� ¬ p(x) = kxk kx�0kX�0 ;
zyli kx�kX� ¬ kx�0kX�0 :Uwaga. Dla przestrzeni Hilberta przedªu»enie, o którym mowa w twierdzeniuHahna-Bana
ha jest jednozna
zne. Rze
zywi±
ie, przedªu»enie funk
jonaªu 
i¡-gªego z podprzestrzeni do jej domkni�
ia jest zawsze jednozna
zne. Zaªó»my wo-be
 tego, »e y�0 jest 
i¡gªym funk
jonaªem liniowym na wªa±
iwej domkni�tejpodprzestrzeni H0 przestrzeni Hilberta H . Z twierdzenia Riesza 4.10 wynika, »ey�0(x) = hx; y0i; x 2 H0;



Przestrze« sprz�»ona 69dla pewnego wektora y0 2 H0 , przy 
zym ky�0k = ky0k. Funk
jonaª y� jestprzedªu»eniem y�0 na H wtedy i tylko wtedy, gdyy�(x) = hx; yi; x 2 H;oraz hx; y� y0i = 0 dla ka»dego x 2 H0 
zyli, gdy y� y0 ? H0 . W konsekwen
jiky�k = kyk =qky0k2 + ky � y0k2 ­ ky0k = ky�0k;a równo±¢ za
hodzi tylko wtedy, gdy y = y0 .4.12. Twierdzenie (Hahn). Nie
h X0 b�dzie podprzestrzeni¡ przestrzeniunormowanej X oraz x0 2 X , przy 
zymdist(x0;X0) = infx2X0 kx0 � xk = d:Wtedy istnieje taki funk
jonaª liniowy x� 2 X� , »ex�(x) = 0 dla x 2 X0; x�(x0) = d; kx�k ¬ 1:Dowód: Mo»emyo
zywi±
ie zaªo»y¢, »e d > 0. Wtedy ka»dy element y przestrzeniX1 = lin(X0 [ fxg) ma jednozna
zne przedstawienie w posta
i = x+ �x0 , gdziex 2 X0 i � 2 C . Na przestrzeni X1 okre±lmy funk
jonaª liniowy x�1 wzoremx�1(y) = � d:Mamy wów
zas x�1(x) = 0 dla x 2 X0 i x�1(x0) = d. Funk
jonaª x�1 jest 
i¡gªy naX1 i kx�1k ¬ 1. Rze
zywi±
iekx+ �x0k = j�j


 1�x+ x0


 ­ j�j d = ��x�1(x+ �x0)��dla � 6= 0, a wi�
 kx�1k ¬ 1. Dowolne przedªu»enie x�1 na 
aª¡ przestrze«, za
ho-wuj¡
e jego norm�, speªnia tez�.4.13. Wniosek. Je»eli x�(x) = 0 dla wszystki
h x� 2 X� , to x = 0. Co wi�
ejkxk = maxkx�k¬1 ��x�(x)��:Zauwa»my, »e dla ka»dego x 2 X wzór(4: 23) x��(x�) = x�(x); x� 2 X�;okre±la 
i¡gªy funk
jonaª liniowy na X� . Z Wniosku 4.13 wynika, »e kx��k = kxk.Udowodnili±my w ten sposób:



70 IV. CI�G�E FUNKCJONA�Y LINIOWE4.14. Twierdzenie. Przyporz¡dkowanie x! x�� okre±lone wzorem (4. 23) jestizometry
znym izomor�zmemprzestrzeni unormowanej X na podprzestrze« prze-strzeni X�� . Re
eksywno±¢Przestrze« Bana
ha X nazywamy re
eksywn¡, je»eli naturalne wªo»enie�X : X ! X�� , okre±lone wzorem�Xx(x�) = x�(x); x� 2 X�;jest (izometry
znym izomor�zmem) przestrzeni X na przestrze« X�� tzn., gdydla ka»dego x�� 2 X�� istnieje taki wektor x 2 X , »e x��(x�) = x�(x) dla ka»degox� 2 X� .4.15. Fakt. Z wniosku 4.13 wynika, »e je»eli przestrze« Bana
ha jest re
ek-sywna, to ka»dy 
i¡gªy funk
jonaª liniowy x� 2 X� osi¡ga swoj¡ norm� na kulijednostkowej przestrzeni X .Ozna
za to, »e ani przestrze« 
0 , ani `1 nie s¡ re
eksywne. Na przestrzeni 
0normy nie osi¡ga »aden funk
jonaª wyzna
zony przez 
i¡g y = (y1; y2; : : :) 2 `1 ,dla którego yn 6= 0 dla niesko«
zenie wielu n, za± na przestrzeni `1 »aden funk-
jonaª wyzna
zony przez 
i¡g y = (y1; y2; : : :) 2 `1 , dla którego kyk1 6= jynj dlawszystki
h n, np. przez 
i¡g yn = n=(n + 1).Prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do powy»szego, ale dowód jest zna
znetrudniejszy.4.16. Lemat. Nie
h ' : X ! Y b�dzie 
i¡gªym odwzorowaniem liniowym prze-strzeni Bana
ha X w przestrze« Bana
ha Y . Wów
zas odwzorowanie sprz�»one'� : Y � ! X� , okre±lone wzorem'�y�(x) = y�('x); x 2 X;te» jest 
i¡gªe oraz k'�k ¬ k'k.Je±li odwzorowanie ' jest izomor�zmem, to izomor�zmem jest równie» odwzo-rowanie '� .Nie
h '�� : X�� ! Y �� ozna
za odwzorowanie '�� = ('�)� sprz�»one do '� ,za± �X i �Y naturalne wªo»enia odpowiednio przestrzeni X w X�� oraz Y w Y �� .Wtedy '���X = �Y';



Re
eksywno±¢ 71tzn. nast�puj¡
y diagram jest przemiennyX '�! Y??y�X ??y�YX�� '���! Y ��Dowód: Pierwsza 
z�±¢ lematu jest o
zywista.Je»eli ' jest izomor�zmem X na Y , to prosty ra
hunek daje ('�1)�'� = id Y �oraz '�('�1)� = idX� , tzn. ('�)�1 = ('�1)� . Z pierwszej 
z�±
i lematu wnosimy,»e '� i ('�)�1 s¡ 
i¡gªe, 
zyli »e '� jest homeomor�zmem.Dla dowodu ostatniej 
z�±
i lematu wybierzmy dowolnie x 2 X oraz y� 2 Y � .Wtedy '���Xx(y�) = �Xx('�y�) = '�y�(x)oraz �Y'x(y�) = y�('x) = '�y�(x);a wi�
 '���X = �Y'.4.17. Twierdzenie. Przestrze« Bana
ha izomor�
zna z przestrzeni¡ re
eksyw-n¡ jest tak»e re
eksywna.Dowód: Zaªó»my, »e ' : X ! Y jest izomor�zmem re
eksywnej przestrzeni Ba-na
ha X na przestrze« Bana
ha Y . Wtedy odwzorowania '�� : X�� ! Y ��oraz wªo»enie �X : X ! X�� s¡ tak»e izomor�zmami. Z lematu 4.16 wynika, »ewªo»enie �Y : Y ! Y �� ma posta¢ �Y = '���X'�1 , jest wi�
 izomor�zmem.4.18. Lemat. Domkni�ta podprzestrze« przestrzeni re
eksywnej jest re
eksyw-na.Dowód: Nie
h X0 b�dzie domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni re
ek-sywnej X i nie
h � : X� ! X�0 ozna
za opera
j� zw�»ania funk
jonaªu. Jestto opera
ja sprz�»ona do identy
zno±
iowego wªo»enia X0 wX . Z twierdzeniaHahna-Bana
ha wynika, »e � jest kontrak
j¡ oraz �(X�) = X�0 . Dla x��0 2 X��0okre±lmy wektor x0 2 X wzorem x0 = ��1X ��x��0 . Dla x� 2 X� mamy wtedyx�(x0) = ��x��0 (x�) = x��0 (�x�):Poka»emy, »e w isto
ie x0 2 X0 . Gdyby tak nie byªo, to na mo
y twierdzeniaHahna w X� istniaªby taki funk
jonaª x� , »e x�(x0) = 1, le
z x�(x) = 0 dlawszystki
h x 2 X0 , tzn. �x� = 0, to nie jest mo»liwe, bo wtedy mieliby±my1 = x�(x0) = x��0 (�x�) = x��0 (0) = 0:



72 IV. CI�G�E FUNKCJONA�Y LINIOWESkoro x0 2 X0 , to dla x� 2 X� mamyx�(x0) = �x�(x0) = �X0x0(�x�);a poniewa» �(X�) = X�0 , wi�
 x��0 = �X0x0 , w konsekwen
ji �X0(X0) = X��0 .4.19. Przykªad. Wiemy, »e przestrze« 
0 nie jest re
eksywna. Z lematu 4.18wynika, »e re
eksywne nie s¡ wobe
 tego tak»e przestrzenie 
 i m (= `1 ).4.20. Twierdzenie. Przestrze« Bana
ha jest re
eksywna wtedy i tylko wtedy,gdy przestrze« z ni¡ sprz�»ona jest re
eksywna.Dowód: Je»eli X jest przestrzeni¡ re
eksywn¡, to odwzorowanie ��1X : X�� ! Xjest izomor�zmem. Z lematu 4.16 wynika, »e wtedy odwzorowanie �X� = (��1X )�jest izomor�zmem X� na X��� , to za± ozna
za re
eksywno±¢ przestrzeni sprz�-»onej X� .Zaªó»my teraz, »e X� jest przestrzeni¡ re
eksywn¡. Z udowodnionej ju» 
z�±
itwierdzenia wynika, »e X�� jest re
eksywna. Przestrze« X jest izomor�
zna zdomkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ �X(X) przestrzeni X�� , jest wi�
 przestrzeni¡re
eksywn¡ na mo
y lematów 4.16 i 4.18.4.21. Wniosek. Je»eli X jest niere
eksywn¡ przestrzeni¡ Bana
ha, to wszystkiekanoni
zne inkluzje X � X�� � X(iv) � : : : oraz X� � X��� � X(v) � : : : s¡wªa±
iwe.4.22. Wniosek. Je»eli X0 jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzenire
eksywnej X , to X0 i X=X0 s¡ re
eksywne.Dowód: Re
eksywno±¢ podprzestrzeni X0 udowodnili±my ju» w lema
ie 4.18.Przestrze« (X=X0)� jest izometry
znie izomor�
zna z anihilatoremX?0 = fx� 2 X� : x�jX0 � 0gpodprzestrzeni X0 . Poniewa» X?0 jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ w X� ,jest re
eksywna, dlatego przestrze« (X=X0)� , a w konsekwen
ji tak»e przestrze«X=X0 , jest re
eksywna.4.23. Przykªad. Nie
h S b�dzie przestrzeni¡ topologi
zn¡ normaln¡. Poka-»emy, »e przestrze« C(S) jest re
eksywna wtedy i tylko wtedy, gdy S jest zbioremsko«
zonym.Je»eli zbiór S jest sko«
zony, to przestrze« C(S) jest re
eksywna, bo ma sko«-
zony wymiar. Je»eli za± S jest zbiorem niesko«
zonym, to zawiera podzbiór do-mkni�ty S0 b�d¡
y 
i¡giem zbie»nym lub 
i¡giem izolowanym. Przestrze« C(S0)
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znie izomor�
zna odpowiednio z przestrzeni¡ 
 lub m, wka»dym razie z przestrzeni¡ niere
eksywn¡. Z drugiej strony, jak wiemy z przy-kªadu 1.29, przestrze« C(S0) jest izometry
znie izomor�
zna z przestrzeni¡ ilora-zow¡ C(S)=X , gdzie X jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ w C(S) zªo»on¡z funk
ji zeruj¡
y
h si� na zbiorze S0 . Z wniosku 4.22 wynika, »e C(S) nie jestprzestrzeni¡ re
eksywn¡.Przestrze« sprz�»onaz przestrzeni¡ C(S)Opis wszystki
h 
i¡gªy
h funk
jonaªów liniowy
h na przestrzeni C(S) jesttrudny i wymaga znajomo±
i ogólnej teorii miary, dlatego poprzedzimy go opisem
i¡gªy
h funk
jonaªów liniowy
h na przestrzeni C[a; b℄. Opis taki mo»na otrzyma¢w sposób zde
ydowanie bardziej elementarny.W przykªadzie 4.3 zoba
zyli±my, »e ka»da funk
ja x0 , 
aªkowalna w sensieLebesgue'a na przedziale [0; 1℄, okre±la 
i¡gªy funk
jonaª liniowy na przestrzeniC[0; 1℄ wzorem(4: 24) x�(x) = Z 10 x(t)x0(t) dt:Z drugiej strony przestrze« C[0; 1℄ posiada 
i¡gªe funk
jonaªy liniowe zupeªnieinnej natury, np. takie, jak(4: 25) x�(x) = 12 x(0) + 12 x(1):Co ª¡
zy te przykªady? Otó» oba mo»na wyrazi¢ w posta
i 
aªki z funk
ji x, trzebajednak posªu»y¢ si� ogólniejszym poj�
iem 
aªki ni» znana nam 
aªka Riemanna(a w pewnym sensie ogólniejszym nawet ni» 
aªka Lebesgue'a), mianowi
ie 
aªk¡Sieltjesa.Nie
h x i f b�d¡ funk
jami na przedziale [a; b℄, z który
h pierwsza jest 
i¡gªaa druga ograni
zona. Dla dowolnego rozbi
ia P przedziaªu [a; b℄ punktamia = t0 < t1 < t2 < : : : < tn = bozna
zmy przez S(P; x; f) sum�S(P; x; f) = nXk=1 x(tk)�f(tk)� f(tk�1�:
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zb� �P = max�jtk � tk�1j : k = 1; 2; : : : ; n	 b�dziemy nazywa¢ ±redni
¡rozbi
ia P . Powiemy, »e funk
ja x jest 
aªkowalna wzgl�dem funk
ji f wsensie Stieltjesa, je»eli istnieje taka li
zba A, »e dla ka»dej li
zby " > 0 mo»natak dobra¢ li
zb� Æ > 0, aby dla rozbi
ia P warunek �P < Æ po
i¡gaª��A� S(P; x; f)�� < ":Li
zb� A ozna
zymy wtedy Z 10 x(t) df(t)i nazwiemy 
aªk¡ z funk
ji x wzgl�dem funk
ji f .Zbadamy jaki warunek winna speªnia¢ funk
ja f , aby 
aªka Stieltjesa wzgl�-dem f okre±laªa 
i¡gªy funk
jonaª liniowy na przestrzeni C[a; b℄, tj. aby ka»dafunk
ja 
i¡gªa x byªa 
aªkowalna wzgl�dem f i aby��� Z 10 x(t) df(t)��� ¬ C kxk1:Je»eli dla rozbi
ia P = ft0; t1; t2; : : : ; tng wybierzemy funk
j� x tak, »ebyx(tk) = sgn �f(tk) � f(tk�1)� dla k = 1; 2; : : : ; n oraz kxk1 ¬ 1, to sumaS(P; x; f) przyjmie warto±¢(4: 26) nXk=1 ��f(tk)� f(tk�1)��:Nale»y wi�
 o
zekiwa¢, »e dla funk
ji f wszystkie takie sumy s¡ wspólnie ograni-
zone.Defini
ja. Je»eli zbiór sum (4. 26) jest ograni
zony, to mówimy, »e funk
ja fma w przedziale [a; b℄ wahanie ograni
zone, a kres górny ty
h sum nazywamywahaniem funk
ji f w przedziale [a; b℄ i ozna
zamy Var[a;b℄ f .Przyjrzyjmy si� bli»ej funk
jom o wahaniu ograni
zonym. Jest o
zywiste, »egdy funk
ja f ma w przedziale [a; b℄ ograni
zon¡ po
hodn¡, to ma te» w tymprzedziale ograni
zone wahanie. Ci¡gªo±¢ na to jednak nie wystar
za, gdy» np.funk
ja f : [0; 1℄ ! R posta
i f(0) = 0, f(t) = t 
os �t dla t 6= 0, jest 
i¡gªa, adla rozbi
ia P = �0; 1n ; 1n�1 ; : : : ; 12 ; 1	 otrzymujemyVar[0;1℄ f ­ 1n + nXk=2�1k + 1k � 1� ­ log n:
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ja zespolona f ma w przedziale [a; b℄ wahanie ogra-ni
zone wtedy i tylko wtedy, gdy obie funk
je rze
zywiste Ref oraz Imf maj¡ t¡wªasno±¢. Funk
ja rze
zywista ma w przedziale [a; b℄ wahanie ograni
zone wtedy itylko wtedy, gdy jest sum¡ dwó
h funk
ji monotoni
zny
h.Dowód: Pierwsza 
z�±¢ twierdzenia jest o
zywista. Dla dowodu 
z�±
i drugiej za-uwa»my, »e gdy funk
ja f jest monotoni
zna w przedziale [a; b℄, to ma w nimograni
zone wahanie i Var[a;b℄ f = ��f(b) � f(a)��. Zatem suma sko«
zonej li
zbytaki
h funk
ji te» ma wahanie sko«
zone w tym przedziale.Zaªó»my teraz, »e Var[a;b℄ f < 1. Funk
ja f1(t) = Var[a;t℄ f jest rosn¡
a wprzedziale [a; b℄. Wystar
zy zatem pokaza¢, »e funk
ja f2 = f1�f te» jest rosn¡
a.Otó» dla s < t z przedziaªu [a; b℄ mamyf2(t)� f2(s) = Var[s;t℄ f � �f(t)� f(s)� ­ ��f(t)� f(s)��� �f(t)� f(s)� ­ 0na mo
y de�ni
ji wahania funk
ji.4.25. Zadanie. Pokaza¢, »e gdy f jest funk
j¡ klasy C1 na przedziale [a; b℄, toVar[a;b℄ f = Z ba ��f 0(t)�� dt:Jeste±my gotowi teraz do przedstawienia 
harakteryza
ji wszystki
h 
i¡gªy
hfunk
jonaªów liniowy
h na przestrzeni C[a; b℄.4.26. Twierdzenie. Je»eli funk
ja f : [a; b℄ ! C ma wahanie ograni
zone, toka»da funk
ja x 2 C[a; b℄ jest 
aªkowalna wzgl�dem f oraz���Z ba x(t) df(t)��� ¬ kxk1 �Var[a;b℄ f:Zatem funk
ja f wzorem(4: 27) x�(x) = Z ba x(t) df(t)okre±la 
i¡gªy funk
jonaª liniowy na przestrzeni C[a; b℄.Ka»dy funk
jonaª x� 2 C[a; b℄ � jest takiej posta
i.Dowód: Ustalmy dowolnie funk
j� x 2 C[a; b℄. Poniewa» jest to funk
ja jedno-stajnie 
i¡gªa, wi�
 dla ka»dego " > 0 istnieje taka li
zba Æ > 0, »e js � tj < Æ
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i¡ga ��x(s)�x(t)�� < ". Wybierzmy teraz dowolne rozbi
ie P przedziaªu [a; b℄ o±redni
y �P < Æ i nie
h P 0 b�dzie dowolnym jego rozdrobnieniem. Twierdzimy,»e(4: 28) ��S(P; x; f) � S(P 0; x; f)�� < "Var[a;b℄ f:Jest tak w isto
ie, bo je±li rozbi
ie P 0 ma posta¢ a = t0 < t1 < t2 < : : : < tn = b,za± rozbi
ie P posta¢ a = t0 = tk0 < tk1 < : : : < tkr = tn = b, toS(P; x; f)� S(P 0; x; f) = nXk=1 �x(sk)� x(tk)��f(tk)� f(tk�1)�;gdzie sk = tki , gdy ki�1 < k ¬ ki . Wystar
zy wi�
 zauwa»y¢, »e jsk� tkj < Æ dlawszystki
h k .Z nierówno±
i (4. 28) wynika, »e gdy P i Q s¡ rozbi
iami przedziaªu [a; b℄, dlaktóry
h �P < Æ , �Q < Æ , to(4: 29) ��S(P; x; f)� S(Q;x; f)�� < 2 "Var[a;b℄ f;wystar
zy bowiem w nierówno±
i (4. 28) wybra¢ za P 0 wspólne rozdrobnienie roz-bi¢ P i Q.Wybierzmy teraz dowolny 
i¡g normalny fQng rozbi¢ przedziaªu [a; b℄, tj. 
i¡grozbi¢, dla którego �Qn d¡»y do zera przy n!1. Z nierówno±
i (4. 29) wynika,»e sumy S(Qn; x; f) tworz¡ 
i¡g fundamentalny li
zb zespolony
h, zatem 
i¡gzbie»ny do pewnej li
zby A. Podstawiaj¡
 w (4. 29) Qn w miejs
e Q i prze
hodz¡
do grani
y przy n!1 otrzymamy��S(P; x; f) �A�� ¬ 2 "Var[a;b℄ f;gdy tylko �P < Æ . Ozna
za to z de�ni
ji 
aªki Stieltjesa, »e funk
ja x jest 
aªko-walna wzgl�dem funk
ji f . W ten sposób zako«
zyli±my dowód pierwszej 
z�±
itwierdzenia.Pozostaªo nam do pokazania, »e ka»dy funk
jonaª x� 2 C[a; b℄ � jest posta
i(4. 27) dla pewnej funk
ji f o ograni
zonymwahaniu na przedziale [a; b℄. Poniewa»C[a; b℄ jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni B[a; b℄ wszystki
h funk
ji ogra-ni
zony
h na [a; b℄, funk
jonaª x� mo»na na mo
y twierdzenia Hahna-Bana
haprzedªu»y¢ do 
i¡gªego funk
jonaªu liniowego na 
aª¡ przestrze« B[a; b℄, i to bezpodwy»szania normy. We¹my taki przedªu»ony funk
jonaª i ozna
zy go tym sa-mym symbolem x� a dla t 2 [a; b℄ poªó»myf(t) = x���[a;t℄�:



Przestrze« sprz�»ona z przestrzeni¡ C(S) 77Twierdzimy, »e to f jest poszukiwan¡ przez nas funk
j¡.Najpierw poka»emy, »e f ma ograni
zone wahanie na [a; b℄. Wybierzmyw tym
elu dowolne rozbi
ie P = ft0; t1; t2; : : : ; tng tego przedziaªu i ozna
zmy przez xPfunk
j� z B[a; b℄ posta
ixP = a1�[t0;t1℄ + nXk=2 ak�(tk�1;tk℄:Je±li wybierzemy ak = sgn �f(tk)�f(tk�1)�i uwzgl�dnimy, »e f(t0) = 0, to otrzy-mamy x�(xP ) = nXk=1 ak�f(tk)� f(tk�1)� = nXk=1 ��f(tk)� f(tk�1)��;a poniewa» x�(xP ) ¬ kx�k kxP k1 ¬ kx�k; wi�
Var[a;b℄ f = supP x�(xP ) ¬ kx�k:Aby zako«
zy¢ dowód obierzmy w de�ni
ji funk
ji xP li
zby ak = x(tk). Do-staniemy wtedy x�(xP ) = S(P; x; f):Je±li fPng jest 
i¡giem normalnym rozbi¢ przedziaªu [a; b℄, to 
i¡g funk
ji fxPngzbiega jednostajnie do funk
ji x, wi�
 na mo
y 
i¡gªo±
i funk
jonaªu x�x�(x) = limn!1 x��xPn� = limn!1 S(Pn; x; f) = Z ba x(t) df(t):Uwaga. Funk
ja f z twierdzenia 4.26 nie jest okre±lona jednozna
znie. Dodaniedo niej funk
ji staªej nie zmienia ani warto±
i 
aªki ani wahania funk
ji. Dlatego odfunk
ji f wymaga si� 
z�sto, by f(a) = 0. Jednak i ten warunek nie gwarantujejednozna
zno±
i, nawet przy dodatkowym »¡daniu, by wahanie funk
ji na [a; b℄i norma odpowiadaj¡
ego jej funk
jonaªu byªy równe. Wida¢ to na przykªadziefunk
ji fa , okre±lonej na przedziale [0; 1℄ wzorem: fa(t) = 0, gdy t < 12 , fa(12) = aoraz fa(t) = 1 gdy t > 12 . WtedyZ 10 x(t) dfa(t) = x�12�;niezale»nie od przyj�tej warto±
i parametru a, zatem wszystkie funk
je fa wy-zna
zaj¡ ten sam 
i¡gªy funk
jonaª liniowy na przestrzeni C[0; 1℄, a jego normawynosi 1. Je»eli 0 ¬ a ¬ 1, to tak»e Var[0;1℄ fa = 1.
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ze na 
hwil� do przykªadów funk
jonaªów z po
z¡tku tego pod-rozdziaªu. Oba funk
jonaªy (4. 24) i (4. 25) maj¡ posta¢ (4. 27), pierwszy dla funk-
ji f(t) = Z t0 x0(s) ds; 0 ¬ t ¬ 1;a drugi dla funk
jif(0) = 0, f(t) = 12 dla 0 < t < 1 oraz f(1) = 1.Przypadek ogólnyNie
h S b�dzie przestrzeni¡ topologi
zn¡ lokalnie zwart¡. Zespolon¡ funk
j� �,okre±lon¡ na � -
iele B wszystki
h podzbiorów borelowski
h S , nazywamymiar¡Radona je»eli � jest:1. przeli
zalnie addytywna, tj.�� 1[n=1Bn� = 1Xn=1 �(Bn);gdy zbiory B1; B2; B3; : : : s¡ parami rozª¡
zne.2. regularna, tj. dla ka»dego " > 0 istniej¡ takie zbiory K i U , z który
hpierwszy jest zwarty a drugi otwarty, »e K � B � U oraz ���(A)�� < " dlaka»dego zbioru borelowskiego A zawartego w U nK .Zbiór wszystki
h miar Radona na S tworzy przestrze« liniow¡, ozna
zan¡ przezM(S).Je»eli � jest miar¡ Radona, to Re� oraz Im� s¡ tak»e miarami Radona, aje»eli � jest miar¡ nieujemn¡, to warunek regularno±
i przyjmuje prostsz¡ form�:dla ka»dego " > 0 istniej¡ takie zbiory K i U , z który
h pierwszy jest zwarty adrugi otwarty, »e K � B � U oraz �(U nK) < ".4.27. Lemat. Miara Radona jest funk
j¡ ograni
zon¡.Dowód: Poka»emy, »e w prze
iwnym przypadku mo»na wskaza¢ taki 
i¡g zbiorówB1; B2; B3; : : : parami rozª¡
zny
h, »e szereg1Xn=1 �(Bn)jest rozbie»ny. Nie
h A1; A2; A3; : : : b�dzie takim 
i¡giem zbiorów borelowski
h,»e ���(An)�� ­ n + n�1Pk=1 ���(Ak)��. Wtedy����� n[k=1Ak���� ­ ���(An)��� n�1Xk=1 ���(Ak)�� ­ n:



Przestrze« sprz�»ona z przestrzeni¡ C(S) 79Poªó»my B1 = A1 oraz Bn+1 = An+1 nSnk=1Ak . Wtedy zbiory B1; B2; B3; : : : s¡parami rozª¡
zne i ���� nXk=1 �(Bk)���� = ������ n[k=1Ak�����!1:WahaniemmiaryRadona � na zbiorze borelowskim B nazywamy kres górnysum Pnk=1 ���(Bk)��, gdzie B1; B2; : : : ; Bn jest dowolnym rozbi
iem zbioru B nasko«
zon¡ li
zb� zbiorów borelowski
h i ozna
zamy j¡ j�j(B). Wahanie miary toodpowiednik wahania funk
ji, o którym byªa mowa poprzednio.4.28. Lemat. Funk
ja j�j jest miar¡ Radona na S a dla ka»dego zbioru bore-lowskiego B za
hodz¡ nierówno±
isupA�B ���(A)�� ¬ j�j(B) ¬ 4 supA�B ���(A)��:Dowód: Pierwsz¡ 
z�±¢ lematu dowodzi si� w sposób standartowy, dlatego do-wód ten pominiemy. Pozostaje wi�
 tylko dowód drugiej z nierówno±
i. Zaªó»my,»e zbiory B1; B2; : : : ; Bn daj¡ rozbi
ie zbioru B . Zbiór wska¹ników f1; 2; : : : ; ngrozdzielmy na podzbiory I1 i I2 , zali
zaj¡
 do pierwszego z ni
h wszystkie tewska¹niki k , dla który
h Re�(Bk) ­ 0 a do drugiego pozostaªe wska¹niki. WtedynXk=1 ��Re�(Bk)�� = Xk2I1Re�(Bk)�Xk2I2Re�(Bk)= Re� Sk2I1Bk�� Re� Sk2I2Bk� ¬ 2 supA�B ���(A)��:Podobnego osza
owania dowodzimy dla sumy Pnk=1 �� Im�(Bk)��. W konsekwen
jiotrzymamy nXk=1 ���(Bk)�� ¬ 4 supA�B ���(A)��;a st¡d postulowan¡ nierówno±¢.Mo»emy teraz przyst¡pi¢ do sformuªowania zapowiadanego twierdzenia opisu-j¡
ego 
i¡gªe funk
jonaªy liniowe na przestrzeni C(S) w przypadku ogólnym.
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i funk
jonaªów liniowy
h na przestrze-ni C(S)). Nie
h S b�dzie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a. Dla ka»dego 
i¡gªegofunk
jonaªu liniowego x� na przestrzeni C(S) istnieje dokªadnie jedna miara Ra-dona � na S o tej wªasno±
i, »ex�(x) = ZS x(s) d�(s); x 2 C(S):Ka»dy funk
jonaª powy»szej posta
i jest liniowy i 
i¡gªy na przestrzeni C(S), ajego norma wynosi kx�k = j�j(S):Dowód istnienia miary � jest trudny. Przypomina konstruk
j� miary Lebes-gue'a, a dodatkowym utrudnieniem jest fakt, »e w rezulta
ie otrzymujemy funk
j�zbioru o warto±
ia
h zespolony
h a nie miar� nieujemn¡. Tak»e dowód jedyno±
imiary i dowód drugiej 
z�±
i twierdzenia u»ywa wyª¡
znie metod ogólnej teoriimiary, wymaga wi�
 znajomo±
i ty
h metod. Z tego powodu dowód pomijamy,odsyªaj¡
 np. do podr�
znika [1℄, Twierdzenie VIII.2.2.Na pierwszy rzut oka mo»e si� wydawa¢, »e mimo zapowiedzianej ogólno±
itwierdzenie 4.29 doty
zy tylko bardzo sz
zególnej klasy przestrzeni topologi
z-ny
h. Nie daje wobe
 tego opisu 
i¡gªy
h funk
jonaªów liniowy
h nawet dla takiejprzestrzeni, jak C(R). Spodziewamy si� tu, »e przestrzeni¡ sprz�»on¡ C(R)� jestprzestrze« miar Radona M(R). Okazuje si�, »e opis taki z twierdzenia 4.29 mo»naotrzyma¢ oraz, »e jest o wiele bardzie skomplikowany ni» mo»emy przypusz
za¢.Wiadomo (patrz ??), »e je»eli S jest przestrzeni¡ topologi
zn¡ 
aªkowi
ie re-gularn¡, to ka»d¡ funk
j� x 2 C(S) mo»na jednozna
zne przedªu»y¢ do funk
ji
i¡gªej ex na uzwar
enia �Ce
ha-Stone'a �S przestrzeni S . Poniewa» S le»y g�stow �S , wi�
 przestrzenie C(S) i C(�S) mo»na uto»sami¢. Twierdzenie 4.29 dajewi�
 opis 
i¡gªy
h funk
jonaªów liniowy
h na przestrzeni C(S) jako miar Radonana uzwar
eniu �S . Dokªadniej:4.30. Twierdzenie. Nie
h S b�dzie przestrzeni¡ topologi
zn¡ 
aªkowi
ie regu-larn¡ i dla funk
ji x 2 C(S) nie
h ex ozna
za jej jednozna
zne przedªu»enie dofunk
ji 
i¡gªej na uzwar
enia �Ce
ha-Stone'a �S przestrzeni S . Dla ka»dego funk-
jonaªu x� 2 C(S)� istnieje dokªadnie jedna taka miara Radona � na �S , »ex�(x) = Z�S ex(s) d�(s):Wida¢ z tego twierdzenia, »e przestrze« C(R) ma zna
znie wi�
ej 
i¡gªy
hfunk
jonaªów liniowy
h ni» te wyzna
zone przez miary Radona na prostej R. W
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zególno±
i, je»eli za miar� � wybierzemy miar� o masie 1 skupion¡ w punk
ies0 narostu �R nR, to otrzymamy funk
jonaªx�(x) = ex(s0);który nie mo»e by¢ reprezentowany jako 
aªka z funk
ji x wzgl�dem »adnej miaryRadona na R.Z twierdzenia 4.30 mo»na te» otrzyma¢ opis przestrzeni (`1)� . Przestrze« `1mo»emy uto»sami¢ z przestrzeni¡ C(N), gdzie N ozna
za zbiór li
zb naturalny
hz topologi¡ dyskretn¡. Zatem 
i¡gªe funk
jonaªy liniowe na przestrzeni `1 maj¡posta¢ miar Radona na uzwar
eniu �Ce
ha-Stone'a �N zbioru N.Przedstawimy jesz
ze jedno zastosowanie twierdzenia 4.29. Nie
h S b�dzieprzestrzeni¡ topologi
zn¡ lokalnie zwart¡ Hausdor�a. Ozna
zmyprzez C0(S) zbiórwszystki
h funk
ji 
i¡gªy
h ÿznikaj¡
y
h w niesko«
zono±
i", tj. taki
h funk
ji
i¡gªy
h x : S ! C , »e dla ka»dego " > 0 zbiór �s 2 S : jx(s)j ­ "	 jestzwarty. Ka»da taka funk
ja ma jednozna
zne przedªu»enie do funk
ji 
i¡gªej exna uzwar
eniu Aleksandrowa S1 = S [ f1g przestrzeni S (patrz ??), nale»ybowiem poªo»y¢ ex(1) = 0. Zatem przestrze« C0(S) mo»na traktowa¢ jako do-mkni�t¡ podprzestrze« przestrzeni C(S1). Z twierdzenia Hahna-Bana
ha wiemy,»e ka»dy 
i¡gªy funk
jonaª liniowy na przestrzeni C0(S) mo»emy przedªu»y¢ do
i¡gªego funk
jonaªu liniowego na przestrzeni C(S1). Na mo
y twierdzenia 4.29musi on by¢ reprezentowany przez pewn¡ miar� Radona na przestrzeni S [ f1g.W sz
zególno±
i funk
jonaª x� 2 C(S0)� ma posta¢x�(x) = ZS x(s) d�(s) + �ex(1);je±li miara � ma atom w punk
ie 1 o masie �. Poniewa» ex(1) = 0, wi�
 wisto
ie x� jest reprezentowany przez miar� Radona � 2M(S). Udowodnili±my wten sposób:4.31. Twierdzenie. Nie
h S b�dzie lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ topologi
zn¡Hausdor�a i nie
h C0(S) ozna
za przestrze« Bana
ha wszystki
h zespolony
hfunk
ji 
i¡gªy
h na S ÿznikaj¡
y
h w niesko«
zono±
i". Ci¡gªym funk
jonaªomliniowym odpowiadaj¡ w sposób wzajemnie jednozna
zny miary Radona na S ,mianowi
ie x�(x) = ZS x(s) d�(s); x 2 C0(S):



82 IV. CI�G�E FUNKCJONA�Y LINIOWESªaba i *-sªaba zbie»no±¢Ci¡g fxng elementów przestrzeni unormowanej X nazywamy sªabo zbie»-nym do elementu x0 2 X , je»eli dla ka»dego 
i¡gªego funk
jonaªu liniowegox� 2 X� istnieje grani
a limn!1x�(xn) i za
hodzi równo±¢limn!1 x�(xn) = x�(x0):Element x0 nazywamy wtedy sªab¡ grani
¡ 
i¡gu fxng.Ci¡g fxng nazywamy sªabo fundamentalnym, je»eli dla ka»dego x� 2 X�
i¡g li
zbowy fx�(xn)g jest fundamentalny (Cau
hy'ego) w 
iele li
zb zespolo-ny
h.4.32. �wi
zenia.1. Ci¡g sªabo zbie»ny mo»e mie¢ tylko jedn¡ grani
�.2. W przestrzeni unormowanej X ka»dy 
i¡g zbie»ny (w normie) jest sªabozbie»ny, i to do tej samej grani
y.3. W przestrzeni sko«
zenie wymiarowej sªaba zbie»no±¢ jest równowa»nazbie»no±
i w normie.Uwaga. Zbie»no±¢ w normie, dla odró»nienia od sªabej zbie»no±
i nazywamy
zasem mo
n¡ zbie»no±
i¡.4.33. Twierdzenie. Sªabo zbie»ny 
i¡g elementów przestrzeni unormowanejjest ograni
zony.Dowód: Ka»dy element xn 
i¡gu sªabo zbie»nego w przestrzeni unormowanej Xwyzna
za 
i¡gªy funk
jonaª liniowy x��n na przestrzeni X� , okre±lony wzoremx��n (x�) = x�(xn), przy 
zym (jak wiemy z wniosku 4.13) kx��n k = kxnk. Dlaka»dego x� 2 X� 
i¡g �x��n (x�)	 jest ograni
zony (zbie»ny), wi�
 z twierdzeniaBana
ha-Steinhausa wnosimy, »e wszystkie funk
jonaªy x��n maj¡ wspólnie ogra-ni
zone normy.4.34. Przykªad. Ci¡g fxng � `p , 1 < p <1, jest sªabo zbie»ny do 0 wtedy itylko wtedy, gdy supn kxnkp <1 oraz limn!1xn(k) = 0 dla ka»dego k = 1; 2; 3; : : : .W sz
zególno±
i 
i¡g bazowy en = (0; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : :), z jedynk¡ na n-tym miej-s
u, jest sªabo zbie»ny do zera.Istotnie, poniewa» 
i¡g fxng jest ograni
zony, wi�
 zbie»no±¢ x�(xn) ! 0wystar
zy sprawdzi¢ tylko dla funk
jonaªów x� z dowolnego podzbioru g�stego w



Sªaba i *-sªaba zbie»no±¢ 83przestrzeni �`p)� = `q , q = p=(p � 1), a w konsekwen
ji z dowolnego podzbioruliniowe g�stego. Takim podzbiorem jest baza fe1; e2; e3; : : :g przestrzeni `q .Podobna 
harakteryza
ja sªabej zbie»no±
i za
hodzi dla przestrzeni 
0 i 
 , alenie dla `1 i `1 .4.35. Zadanie. Dowie±¢, »e 
i¡g funk
ji fxng w przestrzeni Lp(R), 1 < p <1,jest sªabo zbie»ny do zera wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograni
zony orazZ ba xn(t) dt! 0:dla dowolnego przedziaªu [a; b℄4.36. Przykªad. Ci¡g fxng funk
ji w przestrzeni C[a; b℄ jest sªabo zbie»ny dofunk
ji x0 2 C[a; b℄ wtedy i tylko wtedy, gdy supn kxnk1 <1 oraz limn!1xn(t) =x0(t) dla ka»dego t 2 [a; b℄. Wynika to z twierdzenia Riesza 4.26 o posta
i funk-
jonaªu i twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±
i ograni
zonej. Zauwa»my, »e w prze-strzeni C[a; b℄ poj�
ia ÿsªabo zbie»ny" i ÿsªabo fundamentalny" s¡ ró»ne. Wystar-
zy wskaza¢ ograni
zony 
i¡g funk
ji 
i¡gªy
h, zbie»ny do funk
ji nie
i¡gªej.Jesz
ze lepiej t¡ ró»ni
� wida¢ w przestrzeni 
0 . Ci¡g xn = (1; 1; : : : ; 1; 0; 0; : : :)z jedynkami do miejs
a n-tego jest sªabo fundamentalny a nie jest sªabo zbie»ny.4.37. Zadanie. Dowie±¢, »e ka»dy sªabo zbie»ny 
i¡g w C[a; b℄ jest mo
no zbie»-ny w Lp(a; b) dla 1 ¬ p <1.4.38. Twierdzenie (S
hur). W przestrzeni `1 
i¡g fxng jest sªabo zbie»nywtedy i tylko wtedy, gdy jest zbie»ny w normie, tj. sªaba i mo
na zbie»no±¢ pokry-waj¡ si�.Dowód: Zaªó»my nie wprost, »e istnieje 
i¡g fxng, kxnk ­ 1, sªabo zbie»ny dozera. Zauwa»my, »e dla ka»dego ustalonego p wyra»eniepXk=1 ��xn(k)��d¡»y do zera przy n ! 1. Przez induk
j� wybieramy takie dwa 
i¡gi rosn¡
efnig i fpig, »epiXk=1 ��xni(k)�� < 14 ; pi+1Xk=pi+1 ��xni(k)�� > 34 ; 1Xk=pi+1 ��xni(k)�� < 14:



84 IV. CI�G�E FUNKCJONA�Y LINIOWEOkre±lmy funk
jonaª x� 2 �`1�� = `1 wzoremx� = (�1; �2; �3; : : :);gdzie �k = sgn xni(k), gdy pi < k ¬ pi+1 . Wtedy���x�(xni)��� ­ pi+1Xk=pi+1 ��xni(k)��� piXk=1 ��xni(k)��� 1Xk=pi+1 ��xni(k)�� > 14nie d¡»y do zera.4.39. Twierdzenie Mazura. Je»eli podzbiór A przestrzeni Bana
ha jest wy-pukªy i domkni�ty, to wraz z ka»dym 
i¡giem sªabo zbie»nym zawiera jego grani
�.Dowód: Zauwa»my, »e zbiór A mo»na tak przesun¡¢ (
i¡g te»), by 0 2 A. Zaªó»myteraz nie wprost, »e 
i¡g fxng le»y w A i jest sªabo zbie»ny do pewnego x0 =2 A.Nie
h 0 < " < dist(x0; A) i nie
h A" ozna
za zbiór a" = A+ "K , tj.A" = fx+ y : x 2 A; kyk ¬ "g:O
zywi±
ie A" jest równie» zbiorem wypukªym domkni�tym i x0 =2 A" . Ponadtozbiór A" jest po
hªaniaj¡
y, bo zawiera pewne oto
zenie zera. Nie
h p ozna
zafunk
jonaª Minkowskiego zbioru A" . Wtedy p(x0) = Æ > 1, zatem element x1 =Æ�1x0 le»y w A" . Okre±lmy na przestrzeni jednowymiarowej C x1 rze
zywistyfunk
jonaª liniowy x�0 kªad¡
 x�0(�x1) = �:Mamy wtedy x�0(�x1) = � ¬ p(�x1) (w isto
ie dla � ­ 0 za
hodzi równo±¢, a dla� < 0 o
zywista nierówno±¢). Na mo
y twierdzenia Hahna-Bana
ha mo»emy x�0przedªu»y¢ do funk
jonaªu liniowego x� na 
aªe X tak, aby x�(x) ¬ p(x). Ponie-wa» p(x) ¬ "�1kxk, wi�
 x� jest 
i¡gªym rze
zywistym funk
jonaªem liniowymna przestrzeni X . Ponadto x�(x0) = Æ > 1 oraz x�(x) ¬ 1 dla x 2 A. Zatem x�oddziela x0 od zbioru A, 
o prze
zy sªabej zbie»no±
i 
i¡gu fxng do x0 .W zespolonej przestrzeni Bana
ha bierzemy funk
jonaª liniowy y� posta
iy�(x) = x�(x)� i x�(i x):4.40. Wniosek. Je»eli 
i¡g fxng jest sªabo zbie»ny do x0 , to istnieje 
i¡g (sko«-
zony
h) kombina
ji wypukªy
h tego 
i¡gu mo
no zbie»ny do x0 .



Sªaba i *-sªaba zbie»no±¢ 854.41. Przykªad. Nie
h x0 2 C(R) b�dzie funk
j¡, dla którejlimt!�1 x0(t) = 0; limt!+1 x0(t) = 1:Zbadamy, 
zy 
i¡g fxng, okre±lony równo±
i¡ xn(t) = (t+ n), jest sªabo zbie»nyw przestrzeni C(R).Przypu±¢my, »e jest to 
i¡g sªabo zbie»ny do pewnej funk
ji y , wtedyy(t) = limn!1 xn(t) = limn!1 x(t+ n) = 1dla ka»dego t 2 R, zatem musi by¢ y = 1. Prze
zy to jednak twierdzeniu Mazura,gdy» zbiór W = �x 2 C(R) : limt!�1 x(t) = 0; limt!+1 x(t) = 1	jest wypukªy i domkni�ty w C(R), zawiera wszystkie funk
je xn , a nie zawierafunk
ji y .4.42. Zadanie. Wskaza¢ funk
jonaª x� 2 C(R)�, dla któregolimn!1 x�(xn) 6= x�(1):W przestrzeni X� , sprz�»onej do przestrzeni unormowanej X poza sªab¡ zbie»-no±
i¡ rozwa»a si� jesz
ze inny rodzaj zbie»no±
i.Defini
ja. Ci¡g fx�ng elementówprzestrzeni X�, sprz�»onej do przestrzeni unor-mowanej X , nazywamy *-sªabo zbie»nym do x�0 2 X� , je»eli dla ka»dego x 2 Xistnieje grani
a limn!1x�n(x) i za
hodzi równo±¢limn!1x�n(x) = x�0(x):Wtedy x�0 nazywamy *-sªab¡ grani
¡ 
i¡gu fx�ng.Ci¡g fx�ng jest *-sªabo fundamentalny, je»eli dla ka»dego x 2 X 
i¡gli
zbowy fx�n(x)g jest fundamentalny w C .4.43. Twierdzenie. Ka»dy 
i¡g fx�ng sªabo zbie»ny jest *-sªabo zbie»ny w tejprzestrzeni. Ka»dy 
i¡g *-sªabo fundamentalny jest *-sªabo zbie»ny, tzn. ka»daprzestrze« X� jest 
i¡gowo *-sªabo zupeªna.Dowód: Je±li 
i¡g fx�ng jest *-sªabo fundamentalny, to jest ograni
zony, a wi�
równo±¢ x�0(x) = limn!1 x�n(x)okre±la 
i¡gªy funk
jonaª liniowy na X .



86 IV. CI�G�E FUNKCJONA�Y LINIOWEUwaga. W przestrzeni re
eksywnej poj�
ia sªabej i *-sªabej zbie»no±
i pokry-waj¡ si�.4.44. Twierdzenie. Nie
h X b�dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ unormowan¡. Zka»dego 
i¡gu ograni
zonego fx�ng w X� mo»na wybra¢ pod
i¡g *-sªabo zbie»ny wX�Dowód: Nie
h zbiór fe1; e2; e3; : : :g b�dzie o±rodkiem w X . Metod¡ ÿprzek¡t-niow¡" z 
i¡gu fx�ng mo»emy wybra¢ taki pod
i¡g fxnkg, aby 
i¡g fx�nk(ei)g byªzbie»ny dla ka»dego i = 1; 2; 3; : : :. Pod
i¡g fxnkg jest wtedy *-sªabo fundamen-talny w X� , a na mo
y twierdzenia 4.43 jest *-sªabo zbie»ny.Zadania uzupeªniaj¡
e4.45. W niesko«
zenie wymiarowej przestrzeni Hilberta ka»dy 
i¡g ortonormalnye1; e2; e3; : : : jest sªabo zbie»ny do zera. Wskaza¢ konkretny 
i¡g kombina
ji wy-pukªy
h tego 
i¡gu mo
no zbie»ny do zera.4.46. Wykaza¢, »e je»eli 
i¡g fxng elementów przestrzeni Hilberta jest sªabozbie»ny do x0 oraz kxnk ! kx0k, to xn d¡»y do x0 w normie.4.47. W przestrzeni �`1�� = `1 poda¢ przykªad 
i¡gu *-sªabo zbie»nego, którynie jest sªabo zbie»ny.4.48. Pokaza¢, »e dla dowolnej funk
ji x 2 C0(R) 
i¡g xn(t) = x(t+n) jest sªabozbie»ny w C0(R).



ROZDZIA� VZASTOSOWANIATWIERDZENIA BAIRE'APrzypomnijmy, »e zbiór E przestrzeni metry
znej X nazywamy brzegowym,gdy ma puste wn�trze a zbiorem pierwszej kategorii w X , je»eli zawarty jestw sko«
zonej lub przeli
zalnej sumie zbiorów domkni�ty
h brzegowy
h. Twier-dzenie Baire'a (patrz ??) mówi, »e: przestrze« metry
zna zupeªna nie jest zbiorempierwszej kategorii.5.1. Twierdzenie Bana
ha-Steinhausa. Nie
h T1; T2; T3; : : : b�dzie 
i¡giemodwzorowa« liniowy
h 
i¡gªy
h z przestrzeni Bana
ha X do przestrzeni unormo-wanej Y . Je»eli dla ka»dego x 2 X 
i¡g fTnxg jest ograni
zony w Y , to wszystkieoperatory Tn maj¡ wspólnie ograni
zone normy.Dowód: Zauwa»my, »e dla ustalonego n funk
ja x ! kTnxk jest 
i¡gªa, zatemka»dy ze zbiorów fx 2 X : kTnxk ¬ kg, k = 1; 2; 3; : : : jest domkni�ty w X jakoprze
iwobraz przedziaªu domkni�tego [�k; k℄. Wynika st¡d, »e zbioryEk = fx 2 X : supn kTnxk ¬ kgtak»e s¡ domkni�te w X . Z zaªo»enia twierdzenia wiemy, »e X = S1k=1Ek i »e Xjest przestrzeni¡ metry
zn¡ zupeªn¡. Mo»emy wi�
 stosowa¢ do niej twierdzenieBaire'a ??. Wnosimy z niego, »e przynajmniej jeden ze zbiorów Ek , powiedzmyzbiór Ek0 , ma niepuste wn�trze. Mo»emy wi�
 tak wybra¢ element x0 2 X ili
zb� " > 0, by Ek0 zawieraª wszystkie elementy posta
i x0 + "z , z 2 X , kzk ¬1; innymi sªowy, by nierówno±¢ kTn(x0 + "z)k ¬ k0 za
hodziªa dla wszystki
hwska¹ników n i wszystki
h elementów z z kuli jednostkowej przestrzeni X . WtedykTnzk ¬ 1"�k0 + kTnx0k� ¬ 2k0" , 
o daje osza
owaniekTnk = supkzk¬1 kTnzk ¬ 2k0" ;jednostajne wzgl�dem n.



88 V. ZASTOSOWANIA TWIERDZENIA BAIRE'A5.2. Wniosek. Zaªó»my, »e T1; T2; T3; : : : s¡ takimi 
i¡gªymi odwzorowaniamiliniowymi z przestrzeni Bana
ha X do przestrzeni unormowanej Y , »e dla ka»degox 2 X 
i¡g fTnxg jest zbie»ny w Y . Wtedy wzórTx = limn!1 Tnxokre±la 
i¡gªe odwzorowanie liniowe z X do Y ikTk ¬ lim infn!1 kTnk:Dowód: Jest o
zywiste, »e T jest dobrze okre±lonym odwzorowaniem liniowymz X do Y i »e za
hodzi postulowane nierówno±¢ dla normy T . Ci¡gªo±¢ odwzo-rowania T jest konsekwen
j¡ wspólnej ograni
zono±
i norm kTnk, ta za± wynikabezpo±rednio z twierdzenia Bana
ha-Steinhausa.5.3. Zadanie. Pokaza¢ na przykªadzie, »e je±li przestrze« X nie jest zupeªna,to T mo»e nie by¢ odwzorowaniem 
i¡gªym.5.4. Przykªad. Poka»emy jak, korzystaj¡
 z twierdzenia Bana
ha-Steinhausa,mo»na wykaza¢ istnienie funk
ji 
i¡gªej okresowej o okresie 1, której szereg Fo-uriera nie jest zbie»ny w wybranym punk
ie.Na podprzestrzeni X = �x 2 C[0; 1℄ : x(0) = x(1)	przestrzeni C[0; 1℄, reprezentuj¡
ej wszystkie funk
je 
i¡gªe okresowe o okresie 1,okre±lmy 
i¡g fx�ng 
i¡gªy
h funk
jonaªów liniowy
h, przyporz¡dkowuj¡
y
h funk-
ji x warto±¢ n-tej sumy 
z�±
iowej jej szeregu Fouriera w punk
ie t = 0, tj.x�n(x) = Xjkj¬n bx(k):Jak pami�tamy z dowodu twierdzenia 3.35, funk
jonaª x�n ma posta¢x�n(x) = Z 10 x(u) sin(2n+ 1)�usin�u du:Poniewa»kx�nk = 2Z 1=20 ��� sin(2n+ 1)�usin�u ��� du ­ 2 n�1Xk=0 1sin� k+12n+1 Z k+12n+1k2n+1 �� sin(2n + 1)�u��du­ 4�2 n�1Xk=0 1k + 1 ­ 4�2 log n;
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 z twierdzenia Bana
ha-Steinhausa wnosimy, »e dla pewnej funk
ji x0 2 X
i¡g �x�n(x0)	 musi by¢ nieograni
zony. Szereg Fouriera funk
ji x0 nie jest wobe
tego zbie»ny w punk
ie t = 0.Brak zbie»no±
i w inny
h punkta
h mo»na uzyska¢ dokonuj¡
 przesuni�
ia wargumen
ie funk
ji x0 .Defini
ja. Powiemy, »e 
i¡g fxng elementów przestrzeni liniowej unormowanejjest sªabo zbie»ny do elementu x0 , je»eli dla ka»dego x� 2 X� 
i¡g fx�(xn)gjest zbie»ny do x�(x).5.5. Wniosek. W przestrzeni Bana
ha ka»dy 
i¡g sªabo zbie»ny jest ograni
zonyoraz kx0k ¬ lim infn!1 kxnk.5.6. Przykªad. W przestrzeni Hilberta ka»dy 
i¡g ortonormalny e1; e2; e3; : : :jest sªabo zbie»ny do zera. Istotnie, dla ka»dego x 
i¡g fhen; xig d¡»y do zera,bo z nierówno±
i Bessela 1Xn=1 ��hen; xi��2 ¬ kxk2 <1:5.7. Twierdzenie Bana
ha o odwzorowaniu otwartym. Ka»de 
i¡gªeodwzorowanie liniowe T przestrzeni Bana
ha X na przestrze« Bana
ha Y jestotwarte, tzn. obraz T (A) dowolnego zbioru otwartego A w X jest zbiorem otwar-tym w Y .Dowód: Poka»emy najpierw, »e domkni�
ie T (U) obrazu dowolnego oto
zeniazera U przestrzeni X zawiera pewne oto
zenie zera przestrzeni Y .Zauwa»my, »e w przestrzenia
h X i Y wystar
zy rozpatrywa¢ oto
zenia zeraposta
i "U , " V , gdzie U = fx 2 X : kxk < 1g, V = fy 2 Y : kyk < 1g s¡otwartymi kulami jednostkowymi odpowiednio w X i Y a " jest li
zb¡ dodatni¡.Poniewa» zbiór warto±
i operatora T wypeªnia przestrze« Y , wi�
 dla ka»degoy 2 Y istnieje taka li
zba naturalna n, »e y 2 T (nU), dostajemy wi�
 rozkªadprzestrzeni Y Y = 1[n=1 T (nU):Skorzystamy w tym miejs
u z twierdzenia Baire'a. Musimy jednak w miejs
ezbiorów T (nU) wzi¡¢ i
h domkni�
ia T (nU), gdy» same zbiory T (nU) nie s¡na ogóª domkni�te w Y . Piszemy zatemY = 1[n=1 T (nU):



90 V. ZASTOSOWANIA TWIERDZENIA BAIRE'AWobe
 zaªo»onej zupeªno±
i przestrzeni Y , z twierdzenia Baire'a wnioskujemy, »eprzynajmniej jeden ze zbiorów T (nU) ma niepuste wn�trze; ale T (nU) = nT (U),zatem T (U) tak»e ma niepuste wn�trze. Ozna
zmy A = intT (U). Poniewa» zbiór12(A�A) jest otwartym oto
zenie zera w Y i12 (A�A) � 12�T (U)� T (U)� = T (12U � 12U) = T (U);to dla pewnego " > 0 za
hodzi inkluzja " V � 12 (A�A) � T (U).Poka»emy teraz, »e inkluzja " V � T (U) po
i¡ga inkluzj� " V � T (2U), 
zyli»e dla dowolnego y 2 " V mo»emy tak wybra¢ element x 2 X , »eby kxk < 2i Tx = y . Istotnie, skoro " V � T (U), to w U mo»emy tak wybra¢ x0 , »ebyky�Tx0k < 12". Element y�Tx0 nale»y do zbioru 12" V � T (12 U), zatem w kuli12 U mo»emy tak wybra¢ element x1 , »eby k(y� Tx0)� Tx1k < 14". Powtarzaj¡
to post�powanie wielokrotnie zbudujemy 
i¡g x0; x1; x2; : : : o tej wªasno±
i, »ekxnk < 12n oraz ky � Tznk < 12n+1 ": n = 0; 1; 2; : : : ;gdzie zn = x0 + x1 + : : : + xn . Poniewa» szereg P1k=0 kxkk jest zbie»ny, wi�

i¡g fzng jest fundamentalny w X a poniewa» X jest przestrzeni¡ zupeªn¡, jestzbie»ny do pewnego elementu x. Dla tego elementu x mamykxk ¬ 1Xk=0 kxkk < 1Xk=0 12k = 2;oraz z 
i¡gªo±
i odwzorowania Tky � Txk = limn!1 ky � Tznk = 0;tj. y = Tx.�atwo ju» teraz uzyska¢ tez� twierdzenia. Je»eli A jest zbiorem otwartym wX oraz x 2 A, to tak»e x+ Æ U � A dla pewnego Æ > 0. DlategoT (A) � T (x+ Æ U) = Tx+ Æ T (U) � Tx+ 12"Æ V;
o ozna
za, »e element Tx le»y w T (A) wraz z pewnym swoim oto
zeniem.Wszystkie dalsze twierdzenia tego paragrafu s¡ wnioskami z twierdzenia Ba-na
ha o odwzorowaniu otwartym.5.8. Twierdzenie Bana
ha o odwzorowaniu odwrotnym. Je»eli T jestwzajemnie jednozna
znym i 
i¡gªym odwzorowaniem liniowym z przestrzeni Ba-na
ha X na przestrze« Bana
ha Y , to odwzorowanie odwrotne T�1 : Y ! Xjest tak»e 
i¡gªe, tzn. przestrzenie X i Y s¡ izomor�
zne.Dowód: Ci¡gªo±¢ odwzorowania T�1 to otwarto±¢ odwzorowania T .



915.9. Przykªad. Wzajemnie jednozna
zne odwzorowanie liniowe przestrzeni Ba-na
ha na przestrze« Bana
ha mo»e nie by¢ izomor�zmem topologi
znym, 
ho¢o
zywi±
ie jest izomor�zmem algebrai
znym. Nie
h X b�dzie przestrzeni¡ Bana-
ha z baz¡ topologi
zn¡ fekg1k=1 , np. jedn¡ z przestrzeni 
0 , 
 lub `p , 1 ¬ p <1.Baz� t¡ uzupeªnijmy dowolnie do bazy Hamela fe�g�2A przestrzeni X i wy-bierzmy dwa ró»ne wektory e�1 i e�2 tego uzupeªnienia. Odwzorowanie linioweT : X ! X zamieniaj¡
e miejs
ami wektory e�1 i e�2 jest wzajemnie jedno-zna
zne i odwzorowuje X na X . Nie jest odwzorowaniem 
i¡gªym, bo 
i¡gªeodwzorowanie liniowe przestrzeni X jest jednozna
znie wyzna
zone przez swojewarto±
i na wektora
h bazy topologi
znej, a na ni
h T jest identy
zno±
i¡.5.10. Twierdzenie. Nie
h T b�dzie 
i¡gªym odwzorowaniem liniowym przes-trzeni Bana
ha X na przestrze« Bana
ha Y i nie
h X0 = fx 2 X : Tx = 0gb�dzie jego j¡drem. Wtedy przestrzenie X=X0 i Y s¡ izomor�
zne.5.11. Twierdzenie o dwu norma
h. Zaªó»my, »e w przestrzeni liniowej Xdane s¡ dwie normy zupeªne k k1 i k k2 
zyli, »e przestrzenie �X; k k1� i �X; k k2�s¡ zupeªne. Je»eli istnieje taka staªa C1 , »ekxk1 ¬ C1kxk2; x 2 X;to tak»e jxk2 ¬ C2kxk1; x 2 X;dla pewnej staªej C2Dowód: Identy
zno±¢ I odwzorowuje wzajemnie jednozna
znie przestrze« Bana-
ha �X; k k1� na przestrze« Bana
ha �X; k k2�. Poniewa» kxk1 ¬ C1kxk2 dlawszystki
h x 2 X , to I jest odwzorowaniem 
i¡gªym. Z twierdzenia Bana
hao odwzorowaniu odwrotnym wynika, »e tak»e odwzorowanie odwrotne I�1 jest
i¡gªe. Zatem kxk2 = kI�1xk2 ¬ kI�1kkxk1dla wszystki
h x 2 X .Uwaga. W przestrzeni X z przykªadu 5.9 normy kxk1 = kxk i kxk2 = kTxk s¡zupeªne, ale nie s¡ równowa»ne.Defini
ja. Mówimy, »e dwie normy k k1 i k k2 w przestrzeni liniowej X s¡zgodne, je»eli dla ka»dego 
i¡gu fxng w X warunki kxn � x0k1 ! 0 i kxn �x00k2 ! 0 po
i¡gaj¡ x0 = x00 .



92 V. ZASTOSOWANIA TWIERDZENIA BAIRE'AJe»eli w przestrzeni liniowej X dane s¡ trzy normyk k1 , k k2 i k k3 orazkxk3 ¬ C1kxk1; kxk3 ¬ C2kxk2; x 2 X;dla pewny
h staªy
h C1 i C2 , to wszystkie te normy s¡ zgodne.5.12. Twierdzenie. Je»eli normy zupeªne k k1 i k k2 w przestrzeni liniowej s¡zgodne, to s¡ równowa»ne.Dowód: Okre±lmy jesz
ze dodatkow¡, trze
i¡ norm�, kªad¡
 kxk3 = kxk1+ kxk2 .Dzi�ki zgodno±
i norm k k1 i k k2 norma ta jest tak»e zupeªna a poniewa»kxk1 ¬ kxk3 , wi�
 z twierdzenia o dwu norma
h wnioskujemy, »e kxk3 ¬ C1kxk1dla pewnej staªej C1 , w sz
zególno±
i kxk2 ¬ C1kxk1 . Podobnie pokazujemy, »ekxk1 ¬ C2kxk2 .Defini
ja. Wykresem odwzorowania liniowego T : X ! Y nazywamy pod-zbiór WT produktu X � Y WT = f(x; Tx) : x 2 Xg:Odwzorowanie T nazywamy domkni�tym, je»eli jego wykres jest podzbioremdomkni�tym przestrzeni X � Y z topologi¡ produktow¡.Zauwa»my, »e T jest odwzorowaniem domkni�tym wtedy i tylko wtedy, gdyze zbie»no±
i 
i¡gów fxng w X i fTxng w Y wynika równo±¢T � limn!1 xn� = limn!1 Txn:Ka»de odwzorowanie 
i¡gªe jest o
zywi±
ie domkni�te.5.13. Twierdzenie o wykresie domkni�tym. Domkni�te odwzorowanie li-niowe z przestrzeni Bana
ha X do przestrzeni Bana
ha Y jest 
i¡gªe.Dowód: Przestrze« X�Y z norm¡ k(x; y)k = kxk+kyk jest przestrzeni¡ Bana
haa wykres WT odwzorowania T jej domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡, WT jestzatem przestrzeni¡ Bana
ha.Odwzorowanie S : (x; Tx) ! x przestrzeni WT na X jest wzajemnie jed-nozna
zne, liniowe i 
i¡gªe. Z twierdzenia Bana
ha o odwzorowaniu odwrotnymwynika istnienie takiej staªej C , »ek(x; Tx)k ¬ Ckxk; x 2 X;
o daje kTxk ¬ Ckxk; x 2 X:



Zadania uzupeªniaj¡
e 935.14. Przykªad. Na przestrzeni s0 ty
h 
i¡gów (x1; x2; x3; : : :) li
zb zespolo-ny
h, dla który
h tylko sko«
zenie wiele wyrazów mo»e by¢ ró»ny
h od zera, wpro-wad¹my norm� k(x1; x2; x3; : : :)k = maxn jxnj. Wtedy odwzorowanie T : s0 ! s0okre±lone wzorem T (x1; x2; x3; : : :) = (x1; 2x2; 3x3; : : :)jest domkni�te a nie jest 
i¡gªe. Nie prze
zy to twierdzeniu o wykresie domkni�-tym, bo przestrze« s0 nie jest zupeªna.Zadania uzupeªniaj¡
e5.15. Nie
h fang b�dzie ustalonym 
i¡giem li
zbowym. Je»eli szereg 1Pn=1 anbnjest zbie»ny dla ka»dego 
i¡gu ograni
zonego fbng, to 1Pn=1 janj <1.5.16. Nie
h b�d¡ przestrzeniami Bana
ha oraz T 
i¡gªym odwzorowaniem linio-wym z X na Y . Dowie±¢, »e dla pewnej staªej C i ka»dego y 2 Y mo»na takwybra¢ element x 2 X , by Tx = y i kxk ¬ C kyk.5.17. Nie
h 1 ¬ p < q ¬ 1. Czy na przestrzeni Lp(R) \ Lq(R) normy k kp ik kq s¡ zgodne?5.18. Nie
h k k1 i k k2 ozna
zaj¡ normy standartowe w przestrzenia
h `1 i`2 . Je»eli T jest odwzorowaniem liniowym z przestrzeni Bana
ha X do `1 orazkTxk2 ¬ kxk dla ka»dego x 2 X , to T jest odwzorowaniem 
i¡gªym, tj. kTxk1 ¬C kxk dla x 2 X .5.19. Je»eli X jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni C[0; 1℄ zªo»on¡z funk
ji maj¡
y
h 
i¡gª¡ po
hodn¡, to dimX <1.



ROZDZIA� VIPRZESTRZENIE LINIOWETOPOLOGICZNETopologie liniowePrzestrze« liniowa X z topologi¡ Hausdor�a T nazywamy przestrzeni¡ li-niow¡ topologi
zn¡ je»eli dziaªania dodawania wektorów i mno»enia wektoraprzez li
zb� s¡ 
i¡gªe. Chodzi tu o 
i¡gªo±¢ odwzorowa« (x; y)! x+ y z X �Xdo X oraz (�; x) ! �x z C �X do X , przy 
zym X �X i C �X traktujemyjako przestrzenie z topologi¡ produktow¡.Nie
h x b�dzie punktem przestrzeni liniowej topologi
znej X . Zbiór U � Xnazwiemy oto
zeniem punktu x, gdy zawiera on x w swoim wn�trzu, a ro-dzin� Ux oto
ze« punktu x nazwiemy baz¡ oto
ze« punktu x, je»eli w ka»dymoto
zeniu punktu x le»y pewien zbiór rodziny Ux . Zauwa»my, »e odwzorowaniey ! x+ y jest homeomor�zmem X na X . Wynika z tego, »e je»eli U jest baz¡oto
ze« zera, to rodzina U + x = fU + x : u 2 Ug jest baz¡ oto
ze« punktu x.6.1. Zadanie. Rodzina U podzbiorów przestrzeni liniowej X jest baz¡ oto
ze«zera topologii liniowej wtedy i tylko wtedy, gdya. TU2U U = f0g,a. 8U1;U22U 9V 2U : V � U1 \ U2 ,
. 8U2U 9V 2U : V + V � U ,d. 8U2U 9V 2U 8 j�j¬1 : �V � U ,e. 8U2U 8x2X 9�>0 : x 2 �U , tzn. »e U jest zbiorem po
hªaniaj¡
ym.6.2. Przykªad. Rozwa»my przestrze« liniow¡ L(0; 1) wszystki
h zespolony
h,mierzalny
h w sensie Lebesgue'a funk
ji na przedziale (0; 1). Dla x 2 L(0; 1)poªó»my kxk = Z 10 jx(t)j1 + jx(t)j dt:



Topologie liniowe 95Wtedy funk
ja d(x; y) = kx � yk jest metryk¡ i wyzna
za w L(0; 1) topologi�liniow¡. Baz¡ oto
ze« zera tej topologii tworz¡ np. zbiory fU"g">0 , gdzieU" = fx 2 L(0; 1) : kxk < "g:Ci¡gªo±¢ dodawania wektorów wynika naty
hmiast z nierówno±
i kx + yk ¬kxk + kyk. Aby dowie±¢ 
i¡gªo±
i mno»enia przez li
zb� zoba
zmy, »e zbie»-no±¢ w metry
e d jest równowa»na zbie»no±
i wedªug miary. Rze
zywi±
ie, je»elikxn � xk ! 0 przy n!1 i E"(n), dla " > 0 i n = 1; 2; : : : , ozna
za zbiórE"(n) = ft 2 (0; 1) : jxn(t)� x(t)j ­ "g;to kxn � xk ­ ZE"(n) jxn(t)� x(t)j1 + jxn(t)� x(t)j dt ­ ZE"(n) "1 + " dt = jE"(n)j "1 + ";wi�
 jE"(n)j ! 0 przy n!1.Z drugiej strony, gdy jE"(n)j < " dla n ­ n0 , tokxn � xk = �ZE"(n)+ZE0"(n)� jx(t)j1 + jx(t)j dt ¬ jE"(n)j+ "jE0"(n)j < 2":�atwo jest ju» teraz sprawdzi¢, »e mno»enie przez li
zb� jest 
i¡gªe, tzn. »e gdy�n ! � a 
i¡g xn zbiega do x wedªug miary, to �nxn zbiega wedªug miary do�x.Przestrze« L(0; 1) z topologi¡ zbie»no±
i wedªug miary jest przestrzeni¡ liniow¡topologi
zn¡.Przestrze« L(0; 1) jest wa»nym obiektem w teorii funk
ji rze
zywisty
h. Zpunktu widzenia analizy funk
jonalnej niej jest jednak a» tak atrak
yjna. Poka-»emy, »eNa L(0; 1) nie ma 
i¡gªy
h niezerowy
h funk
jonaªów liniowy
h.Przypu±¢my, »e taki funk
jonaª x� istnieje. Istnieje zatem tak»e taka funk
ja x 2L(0; 1), »e x�(x) = 1. Podzielmy przedziaª [0; 1℄ na n równy
h przedziaªów i nie
h�k ozna
za funk
j� 
harakterysty
zn¡ k -tego z ni
h. Zauwa»my, »e 
o najmniejdla jednej z funk
ji nx�k za
hodzi nierówno±¢ x�(nx�k) ­ 1. W prze
iwnym raziez równo±
i x = x�1 + x�2 + : : : + x�n wynikaªoby, »e jx�(x)j < 1. Wybierzmyjedn¡ z ni
h i ozna
zmy j¡ przez xn . Otrzymujemy w ten sposób 
i¡g funk
ji wL(0; 1) o tej wªasno±
i, »e x�(xn) ­ 1 oraz ��ft 2 [0; 1℄ : xn(t) 6= 0g�� ¬ 1=n.Ta ostatnia nierówno±¢ ozna
za, »e xn d¡»y do zera wedªug miary. Powinno st¡dwynika¢, »e x�(xn)! 0, a tak nie jest.



96 VI. PRZESTRZENIE LINIOWE TOPOLOGICZNE6.3. Zadanie. Sprawdzi¢, »e na zbiorze Lp(0; 1), 0 < p < 1, funk
ji 
aªkowal-ny
h w sensie Lebesgue'a z p-t¡ pot�g¡ na [0; 1℄, funk
ja d(x; y) = kx � yk,gdzie kxk = Z 10 jx(t)jpdt;jest metryk¡. W metry
e tej Lp(0; 1) staje si� przestrzeni¡ liniow¡ topologi
zn¡zupeªn¡. Dowie±¢, »e jedynym zbioremwypukªym w Lp(0; 1) o niepustymwn�trzujest 
aªa przestrze«.Aby nie mie¢ tego typu patologi
zny
h przykªadów naj
z�±
iej »¡da si� bytopologia liniowa w przestrzeni X byªa lokalnie wypukªa tj., by istniaªa bazaoto
ze« zera zªo»ona ze zbiorów wypukªy
h.6.4. Lemat. Przestrze« liniowa lokalnie wypukªa posiada baz� oto
ze« zera zªo-»on¡ ze zbiorów absolutnie wypukªy
h i po
hªaniaj¡
y
h.Dowód: Poka»emy, »e je»eli U jest oto
zeniem zera, to zbiór\j�j­1�Ujest tak»e oto
zeniem zera. Poniewa» opera
ja mno»enia przez skalaryC �X 3 (�; x) �! �x 2 Xjest 
i¡gªa, wi�
 istnieje takie oto
zenie zera V i takie " > 0, »e �V � U ,gdy j�j ¬ ". Wobe
 tego "V � �U dla ka»dego � 2 C , j�j ­ 1. Je»eli Ujest wypukªym oto
zeniem zera, to zbiór Tj�j­1 �U jest absolutnie wypukªymoto
zeniem zera. Jest te» zbiorem po
hªaniaj¡
ym, bo takim jest ka»de oto
zeniezera.Wiemy, »e funk
jonaª Minkowskiego pW zbioru absolutnie wypukªego i po-
hªaniaj¡
ego W jest póªnorm¡, st¡d otrzymujemy:6.5. Twierdzenie. Przestrze« liniowa topologi
zna jest lokalnie wypukªa wtedyi tylko wtedy, gdy jej topologia jest wyzna
zona przez rodzin� póªnorm fp�g�2A otej wªasno±
i, »e p�(x) = 0 dla wszystki
h � 2 A po
i¡ga x = 0.Wa»n¡ klas� przestrzeni liniowy
h topologi
zny
h to przestrzenie lokalnie wy-pukªe metryzowalne. Przestrze« taka ma przeli
zaln¡ baz� oto
ze« zera, a wi�




Topologie liniowe 97jej topologia jest wyzna
zona przez przeli
zaln¡ rodzin� póªnorm fpng1n=1 . Mo-»emy przy tym zaªo»y¢, »e póªnormy speªniaj¡ nierówno±
i p1 ¬ p2 ¬ p3 ¬ : : :przyjmuj¡
 np. qn = nXk=1 pkzamiast pn . Za metryk� za± mo»na przyj¡¢(6: 30) d(x; y) = 1Xn=0 12n pn(x� y)1 + pn(x� y) :Je±li przestrze« X jest zupeªna w tej metry
e, to nosi nazw� przestrzeni typuB06.6. Twierdzenie. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ lokalnie wypukª¡ z topologi¡wyzna
zon¡ przez rodzin¡ póªnorm p1 ¬ p2 ¬ p3 ¬ : : :. Je»eli x� 2 X� , to istniejetaki wska¹nik n i staªa C , »e(6: 31) ��x�(x)�� ¬ C pn(x); x 2 X:Wynika st¡d, »e x� jest 
i¡gªym funk
jonaªem liniowym na przestrzeni unormo-wanej �X= ker pn; pn�. Ka»dy funk
jonaª liniowy tej posta
i jest 
i¡gªy na X .Dowód: Je±li warunek (6. 31) nie jest speªniony, to w X istnieje taki 
i¡g fxng,»e 1 = ��x�(xn)�� ­ n pn(xn):Poniewa» pk(xn) ¬ pn(xn) = 1=n dla n ­ k , wi�
 xn ! 0 w X , za± x�(xn) nied¡»y do zera, wi�
 sprze
zno±¢. Reszta jest o
zywista.6.7. Wniosek. Dla ka»dego wektora x0 6= 0 przestrzeni liniowej metry
znej lo-kalnie wypukªej istnieje taki 
i¡gªy funk
jonaª liniowy x� , »e x�(x0) 6= 0.6.8. Przykªad. Wprzestrzeni C1[0; 1℄ funk
ji zespolony
h dowoln¡ li
zb� razyró»ni
zkowalny
h na [0; 1℄ mo»na okre±li¢ topologi� lokalnie wypukª¡ wybieraj¡
rodzin� póªnorm pn(x) = maxt2[0;1℄ ��x(n)(t)��; n = 0; 1; 2; : : : :Wida¢, »e w metry
e (6. 30) przestrze« C1[0; 1℄ jest zupeªna, jest zatem prze-strzeni¡ typu B0 . Zauwa»my te», »e wielomiany tworz¡ w niej podzbiór g�sty.



98 VI. PRZESTRZENIE LINIOWE TOPOLOGICZNEPosªu»ymy si� twierdzeniem 6.6 dla wyzna
zenia wszystki
h 
i¡gªy
h funk
jo-naªów liniowy
h x� 2 �C1[0; 1℄�� . Zauwa»my w tym 
elu, »e topologia przestrzeniC1[0; 1℄ nie zmieni si�, gdy de�niuj¡
e j¡ póªnormy pn zast¡pimy przezpn(x) = nXk=0 maxt2[0;1℄ ��x(k)(t)��:Wtedy p0 ¬ p1 ¬ p2 ¬ : : : a ka»da z nowy
h póªnorm pn staje si� norm¡.Uzupeªnienie przestrzeni C1[0; 1℄ w normie pn daje przestrze« Cn[0; 1℄, funk
jimaj¡
y
h 
i¡gªe po
hodne do rz�du n wª¡
znie. Z twierdzenia 6.6 wynika za-tem, »e x� jest 
i¡gªym funk
jonaªem liniowym na przestrzeni C1[0; 1℄ wtedy itylko wtedy, gdy dla pewnego n jest 
i¡gªym funk
jonaªem liniowym na Cn[0; 1℄.Poniewa» przestrze« Cn[0; 1℄ jest izomor�
zna z produktem C n � C[0; 1℄ (patrzprzykªad 1.32), wi�
 x� musi by¢ posta
ix�(x) = n�1Xk=0 �kx(k)(0) + Z 10 x(n)(t) d�(t);dla pewnego wektora (�0; �1; : : : ; �n�1) 2 C n oraz miary zespolonej � 2 M [0; 1℄.6.9. Przykªad. Przestrze« S
hwartza S(R) skªada si� z funk
ji zespolony
hna prostej R dowolnie wiele razy ró»ni
zkowalny
h i szybko d¡»¡
y
h do zera wniesko«
zono±
i, tj. taki
h funk
ji x, »esupt2R��tkx(n)(t)�� <1dla wszystki
h k; n = 0; 1; 2; : : : . Jest to przestrze« typu B0 .Funk
jonaªy x� 2 S�(R) nosz¡ nazw� dystrybu
ji temperowany
h. Prze-strze« S
hwartza zajmuje wa»ne miejs
e w analizie z tego wzgl�du, »e transforma-
ja Fouriera przeprowadza j¡ z powrotem na siebie (patrz ??). Pozwala to okre±li¢transformat� Fouriera dystrybu
ji temperowanej wzorem
x�(x) = x�(bx); x 2 S(R):Dla przykªadu, dla dystrybu
ji x�(x) = x00(0) otrzymujemy
x�(x) = bx 00(0) = ZR4�2t2 x(t)dt:6.10. Zadanie. Nie
h X ozna
za przestrze« liniow¡ wszystki
h funk
ji 
i¡gªy
hna przedziale [0; 1℄ z topologi¡ lokalnie wypukª¡ wyzna
zon¡ przez rodzin� póª-norm fptgt2[0;1℄ posta
i pt(x) = jx(t)j:Czy topologia ta jest metryzowalna? Opisa¢ przestrze« X� .



Sªabe topologie w przestrzenia
h Bana
ha 99Sªabe topologiew przestrzenia
h Bana
haNie
h X b�dzie przestrzeni¡ Bana
ha oraz X� jej przestrzeni¡ sprz�»on¡.Symbolem T! ozna
zymy najsªabsz¡ topologi� w X , w której ka»dy funk
jonaªx� 2 X� jest 
i¡gªy. Topologi� T! nazywamy sªab¡ topologi¡ w X . Jest totopologia wyzna
zona przez rodzin� póªnorm px� , x� 2 X� , posta
ipx�(x) = ��x�(x)��:Przestrze« (X;T!) jest zatem lokalnie wypukªa.6.11. Twierdzenie. Topologia sªaba i normowa w przestrzeni Bana
ha pokry-waj¡ si� wtedy i tylko wtedy, gdy jest to przestrze« sko«
zenie wymiarowa.Dowód: Zaªó»my, »e przestrze« X ma wymiar sko«
zony i nie
h x�1; x�2; : : : ; x�nb�dzie baz¡ Hamela przestrzeni X� . Wtedy funk
jonaªkxk1 = max1¬k¬n ��x�k(x)��jest norm¡ w X wyzna
zaj¡
¡ sªab¡ topologi�. Jest to norma równowa»na z norm¡wyj±
iow¡.Je»eli X jest przestrzeni¡ niesko«
zenie wymiarow¡, to ka»de jej oto
zenie zeraU topologii sªabej jest zbiorem nieograni
zonym. Rze
zywi±
ie, mo»emy zaªo»y¢,»e U jest zbiorem bazowym tzn., »e dla pewnej li
zby " > 0 i zbioru sko«
zonegox�1; x�2; : : : ; x�n w X�U = �x 2 X : ��x�k(x)�� < " dla k = 1; 2; : : : ; n	:Zauwa»my, »e U zawiera niezerow¡ podprzestrze« liniow¡n\k=1 kerx�k;nie mo»e by¢ zatem zbiorem ograni
zonym. W przestrzeni unormowanej istniej¡ograni
zone oto
zenia zera, np. kule.6.12. Twierdzenie. Sªaba topologia w niesko«
zenie wymiarowej przestrzeniBana
ha nie jest metryzowalna.Dowód: Zaªó»my, »e taka metryka istnieje. Rozumuj¡
 jak w dowodzie poprzed-niego twierdzenia stwierdzamy, »e ka»da z kul o ±rodku w zerze jest zbiorem nie-ograni
zonym. Mo»emy zatem znale¹¢ 
i¡g zbie»ny do zera w metry
e, ale nie-ograni
zony w normie. Jak wiemy z twierdzenia Bana
ha-Steinhausa (patrz tak»e5.1), taki 
i¡g nie mo»e by¢ sªabo zbie»ny. Tu sprze
zno±¢.



100 VI. PRZESTRZENIE LINIOWE TOPOLOGICZNE6.13. Przykªad. Nie
h e1; e2; e3; : : : b�dzie ukªadem ortonormalnym w nie-sko«
zenie wymiarowej przestrzeni Hilberta H oraz A podzbiorem H , zªo»onym zelementów posta
i pn en . Poka»emy, »e zero le»y w sªabym domkni�
iu zbioru Aale, jak wida¢, nie jest grani
¡ »adnego sªabo zbie»nego 
i¡gu elementów zbioru A.Nie
h U = �x 2 H : ��hx; yii�� < "; i = 1; 2; : : : ; k	b�dzie bazowym oto
zeniem zera w sªabej topologii H . Poniewa»1Xn=1 ��hen; yii��2 <1dla ka»dego i, wi�
 1Xn=1� kXi=1 ��hen; yii���2 <1:Wynika st¡d, »e dla pewnego wska¹nika n0 za
hodzikXi=1 ��hen0; yii�� < "pn0 ;wi�
 pn0 en0 2 U .6.14. Zadanie. Dowie±¢, »e je»eli punkt x0 le»y w sªabym domkni�
iu zbioruograni
zonego A w przestrzeni `2 , to jest on sªab¡ grani
¡ pewnego 
i¡gu ele-mentów zbioru A.Z twierdzenia ?? o oddzielaniu zbiorów wypukªy
h wynika, »e ka»dy domkni�typodzbiór wypukªy przestrzeni Bana
ha jest sªabo domkni�ty. Takie stwierdzeniezde
ydowanie nie jest prawdziwe dla dowolny
h zbiorów domkni�ty
h.6.15. Zadanie. Pokaza¢, »e w niesko«
zenie wymiarowej przestrzeni Bana
ha Xsªabe domkni�
ie sfery fx 2 X : kxk2 = 1g jest kul¡ fx 2 X : kxk2 ¬ 1g.W przestrzeni X� , sprz�»onej do pewnej przestrzeni Bana
ha X , poza topolo-gi¡ normow¡ i topologi¡ sªab¡, wa»n¡ rol� odgrywa topologia *-sªaba, ozna
zanaT!� lub �(X�;X). Jest to z de�ni
ji najsªabsza topologia, w której wszystkie funk-
jonaªy � (x) 2 X�� , x 2 X , posta
i� (x)(x�) = x�(x)s¡ 
i¡gªe.Topologia T!� jest lokalnie wypukªa i mo»e by¢ wyzna
zona przez rodzin�póªnorm fpxgx2X posta
i px(x�) = ��x�(x)��:



Sªabe topologie w przestrzenia
h Bana
ha 101Uwaga. Przestrzenie 
� i 
�0 s¡ identy
zne z przestrzeni¡ `1 , a wi�
 `1 madwie sªabe topologie T i T0 . Topologie te s¡ nieporównywalne, tzn. nie za
hodzi»adna z inkluzji T � T0 , T0 � T . Istotnie, nie
h ' i '0 ozna
zaj¡ odpowiednioizometry
zny izomor�zm przestrzeni `1 na 
� i 
�0'(y)(x) = y1 limk!1 xk + 1Xk=1 xk yk+1; x 2 
;'0(y)(x) = 1Xk=1 xk yk; x 2 
0:Zbiór U1 = �y 2 `1 : ��P yk�� < 1	 jest oto
zeniem zera w topologii T , a niejest oto
zeniem zera w topologii T0 , za± dla zbioru U2 = �y 2 `2 : jy1j < 1	 jestodwrotnie.6.16. Twierdzenie Bana
ha-Alaoglu. Nie
h X b�dzie przestrzeni¡ Bana-
ha. Zbiór A � X� jest *-sªabo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograni
zony(w normie) i *-sªabo domkni�ty.Dowód: Zaªó»my, »e zbiór A jest *-sªabo zwarty w X� . Poniewa» T!� jest topo-logi¡ Hausdor�a w X� , otrzymujemy naty
hmiast, »e A jest *-sªabo domkni�ty.Nim przyst¡pimy do dalszej 
z�±
i dowodu, przedstawimy inny, wygodniejszymodel przestrzeni �X�;T!��.Dla ka»dego x 2 X poªó»my C x = C (
iaªo li
zb zespolony
h) i okre±lmyodwzorowanie T : x� ! CX =Qx2X C x wzoremTx� = �x�(x)	x2X;tj. Tx� jest elementem produktu CX , dla którego x-t¡ wspóªrz�dn¡ jest x�(x).Je»eli CX traktowa¢ jako przestrze« topologi
zn¡ z topologi¡ produktow¡, a zbiórT (X�) jako podprzestrze« z topologi¡ indukowan¡ z CX , to porównuj¡
 otwartezbiory bazowe w �X�;T!�� oraz w T (X�) do
hodzimy do wniosku, »e przestrzeniete s¡ homeomor�
zne.Dla ka»dego y 2 X nie
h Py : CX ! C y ozna
z rzut z produktu na o±C y . Poniewa» ka»de odwzorowanie Py jest 
i¡gªe, a T jest homeomor�zmem, toodwzorowanie PyT : X� ! C y jest 
i¡gªe. W sz
zególno±
i PyT (A) = fx�(y) :x� 2 Ag jest zbiorem zwartym w C y = C dla ka»dego y 2 X . Istniej¡ wi�
 takiestaªe My > 0, »e supx�2A ��x�(y)�� ¬My:



102 VI. PRZESTRZENIE LINIOWE TOPOLOGICZNEKorzystaj¡
 teraz z twierdzenia Bana
ha-Steinhausa do
hodzimy do wniosku, »esupx�2Akx�k <1:W dowodzie w drug¡ stron� mo»emy zaªo»y¢, bez ograni
zania ogólno±
i, »eA jest domkni�t¡ kul¡ jednostkow¡ K� = �x� 2 X� : kx�k ¬ 1	 przestrzeniX� . O
zywi±
ie K� jest zbiorem ograni
zonym w X� , ªatwo te» mo»na pokaza¢,»e K� jest zbiorem *-sªabo domkni�tym. Je»eli wiemy ju», »e K� jest zbiorem*-sªabo zwartym, to poniewa» A jest zbiorem ograni
zonym, to istnieje taka staªa
 > 0, »e A � 
K� . Zbiór 
K� jest *-sªabo zwarty, bo mno»enie przez skalaryjest homeomor�zmem w �X�;T!��, a wi�
 A jest *-sªabo zwarty, jako *-sªabodomkni�ty podzbiór w 
K� .Nie
h wi�
 A = K� . Dla ka»dego x 2 X nie
hKx = �z 2 C : jzj ¬ kxk	:O
zywi±
ie Kx jest zwartym podzbiorem w C , ponadtoT (K�) � Yx2XKx:Istotnie, je»eli x� 2 X� , to T (x�) = �x�(x)	x2X oraz jx�(x)j ¬ kx�k kxk. Twier-dzimy, »e T (K�) jest podzbiorem zwartym w T (X�). Wystar
zy w tym 
elu po-kaza¢, »e jest domkni�tym podzbiorem Qx2XKx , gdy» ten ostatni zbiór z twier-dzenia Ti
honowa ?? jest zwarty w CX . Zaªó»my, »e punkt fsxgx2X nale»y dodomkni�
ia zbioru T (K�) w CX . Ustalmy dowolne x1; x2 2 X i " > 0. Nie
hU" = nfuxgx2X 2 CX : ��ux1 � sx1�� < "3 ; ��ux2 � sx2�� < "3 ; ��ux1+x2 � sx1+x2�� < "3ob�dzie bazowym oto
zeniem punktu fsxgx2X w CX . Z zaªo»enia istnieje takielement x� 2 X� , »e Tx� 2 U" . St¡d��sx1+x2� sx1� sx2�� ¬ ��sx1+x2�x�(x1+x2)��+ ��sx1�x�(x1)��+ ��sx2�x�(x2)�� < ";a poniewa» " > 0 jest dowolne, wi�
 w rezulta
iesx1+x2 = sx1 + sx2:Podobnie pokazujemy, »es�x = � sx; dla x 2 X; � 2 C :



Zadania uzupeªniaj¡
e 103Wynika st¡d, »e przyporz¡dkowanie x! sx jest funk
jonaªem liniowym na X , aponiewa» jsxj ¬ kxk, wi�
 fsxgx2X 2 T (K�).Reasumuj¡
, T (K�) jest domkni�tym podzbiorem w Qx2X Kx , ten za± z koleizwartym podzbiorem w CX ; odwzorowanie T jest homeomor�zmem, zatem A jest*-sªabo zwarty w X� .Jako wniosek z Twierdzenia Bana
ha-Alaoglu otrzymujemy poni»sze twierdze-nie o uniwersalno±
i przestrzeni C(S) dla wszystki
h przestrzeni Bana
ha.6.17. Twierdzenie. Dla ka»dej przestrzeni Bana
ha X istnieje zwarta prze-strze« Hausdor�a S o tej wªasno±
i, »e X jest izometry
znie izomor�
zna z do-mkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni C(S).Dowód: Za przestrze« S wybierzmy kul� jednostkow¡ K� przestrzeni sprz�»onejX� i zaopatrzmy j¡ w topologi� *-sªab¡. Z twierdzenia Bana
ha-Alaoglu wynika,»e S jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a. Je±li teraz elementowi x 2 X przypo-rz¡dkujemy funk
j� fx 2 C(S) wzoremfx(x�) = x�(x);to kxk = kfxk1 na mo
y wniosku 4.13).Zadania uzupeªniaj¡
e6.18. Zadanie. W przestrzeni `p , 0 < p < 1, 
i¡gów sumowalny
h z p-t¡ po-t�g¡, analogi
znie jak w Lp(0; 1), topologia liniowa jest wyzna
zona przez metryk�d(x; y) = kx� yk, gdzie kxk = 1Xn=1 jxnjp:Opisa¢ przestrze« (`p)� .6.19. Zadanie. Nie
h X b�dzie przestrzeni¡ liniow¡ wszystki
h funk
ji 
i¡gªy
hna przedziale (0; 1). Dla x 2 X i " > 0 ozna
zmy przez Ux;" zbiór ty
h y 2 X ,»e jx(t)� y(t)j< " dla wszystki
h t 2 (0; 1). Nie
h T b�dzie topologi¡ w X , wy-zna
zon¡ przez wszystkie takie zbiory Ux;" . Pokaza¢, »e w topologii T dodawaniefunk
ji jest opera
j¡ 
i¡gª¡, a mno»enie funk
ji przez li
zby nie.



ROZDZIA� VIIOPERATORY LINIOWEPrzestrze« operatorów linowy
hNorma operatoraOperator liniowy T z przestrzeni liniowej unormowanej X do przestrzeni liniowejunormowan¡ Y nazywamy ograni
zonym, je»eli istnieje taka staªa M , »ekTxk ¬M kxkdla wszystki
h x 2 X . Kres dolny taki
h staªy
h ozna
zamy kTk i nazywamynorm¡ operatora T .7.1. Twierdzenie. Dla ka»dego operatora ograni
zonego T : X ! Y za
hodzinierówno±¢ kTxk ¬ kTk kxk, x 2 X , a tak»ekTk = supkxk¬1 kTxk = supkxk=1 kTxk:Dowód: Ozna
zmy M = supkxk=1 kTxk i dla x 2 X , x 6= 0, poªó»my y = 1kxkx.Wtedy kyk = 1, wi�
 kTxk = kTyk kxk ¬M kxk
o daje kTk ¬M . Z drugiej strony, gdy kxk ¬ 1, to kTxk ¬ kTk, wi�
supkxk¬1 kTxk ¬ kTk:7.2. Zadanie. Operator liniowy jest ograni
zony wtedy i tylko wtedy, gdy jest
i¡gªy. Dla ograni
zono±
i operatora wystar
za jego 
i¡gªo±¢ w zerze.



Przestrze« operatorów linowy
h 105Uwaga. Nie
h X = Y = C n . Ka»demu operatorowi A : X ! Y odpowiada wsposób wzajemnie jednozna
zny ma
ierz fai;jgni;j=1 wzoremAx =0B� a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... ...an1 an2 : : : ann1CA0B� x1x2...xn1CA :Bezpo±rednie obli
zanie normy kAk zwykle jest bardzo skomplikowane. Poka»emypó¹niej, »e mo»na to zrobi¢ w nast�puj¡
y sposób:1. znale¹¢ ma
ierz A�A, gdzie A� = A> ,2. znale¹¢ wszystkie pierwiastki wielomianu 
harakterysty
znegodet �zI �A�A�(okazuje si�, »e s¡ to li
zby rze
zywiste nieujemne).3. obli
zy¢ kAk = max1¬k¬n jzkj1=2:7.3. Przykªad. Porównajmy bezpo±redni¡ i opisan¡ wy»ej metod� obli
zanianormy kAk na ma
ierzy A = � 1 �11 0 �. Mamy tukAk = supjxj2+jyj2j=1 �jx� yj2 + jxj2�1=2 = supjxj2+jyj2j=1 �2jxj2 + jyj2 � 2Re xy�1=2:Poniewa» jxj2 + jyj2 = 1, wi�
 jxj = 
os t, jyj = sin t dla pewnego t 2 [0; �2 ).Ozna
zaj¡
 s = arg x, u = arg y , otrzymamykAk = supt2[0; �2 )s;u2R�2 
os2 t+ sin2 t� 2 sin t 
os t 
os(s� u)�1=2= supt2[0;�2 )(2 
os2 t+ sin2 t+ 2 sin t 
os t)1=2= supt2[0;�2 ) �32 + 12 
os 2t+ sin 2t�1=2:Supremum to jest osi¡gni�te dla t = 12 ar
 tg 2 i wynosi q3+p52 , zatemkAk =r3 +p52 :



106 VII. OPERATORY LINIOWEZ drugiej strony A� = � 1 1�1 0�, A�A = � 2 �1�1 1 �, a poniewa» wielomian
harakterysty
zny det(zI � A�A) = z2 � 3z + 1 ma pierwiastki z1 = 3+p52 ,z2 = 3�p52 , wi�
 kAk = maxnq3+p52 ; q3�p52 o =q3+p52 :Zwró¢my jesz
ze uwag�, »e do obli
zenia kAk nie wystar
zy znajomo±¢ pier-wiastków wielomianu 
harakterysty
znego samej ma
ierzy A. Dla rozpatrywanejma
ierzy wielomian 
harakterysty
znydet(zI �A) = z2 � z + 1ma pierwiastki 1+ip32 i 1�ip32 , oba o module 1.7.4. Zadanie. Przeprowadzi¢ analogi
zne porównanie obu metod obli
zania no-rmy kAk na ma
ierzy A = 0� 1 i 00 1 ii 0 11A :W prakty
e, przy badaniu wªasno±
i operatorów, znajomo±¢ i
h normy nie jesta» tak istotna, zadowala nas znajomo±¢ osza
owa« od góry. Zdarza si� jednak, »erozstrzygni�
ie, 
zy badany operator jest ograni
zony, a wi�
 znalezienie jakiego-kolwiek osza
owania od góry, mo»e by¢ trudne. Zilustrujemy to na przykªadzietransformaty Lapla
e'a.7.5. Przykªad. Transforma
ja Lapla
e'a to opera
ja przyporz¡dkowuj¡
afunk
ji x na póªprostej (0;1) funk
j� Lx posta
i(7: 32) Lx(t) = Z 10 e�st x(s) ds; t 2 (0;1):Je»eli x 2 L2(0;1), to funk
ja Lx jest dobrze okre±lona. Wynika to z nierówno±
iS
hwarza(7: 33) ��Lx(t)�� ¬ Z 10 e�st jx(s)j ds ¬ �Z 10 e�2st ds�1=2 kxk2= 1p2t kxk2:



Przestrze« operatorów linowy
h 107Powstaje jednak pytanie, 
zy Lx 2 L2(0;1)? W ka»dym razie z osza
owania(7. 33) tego nie wida¢, bo funk
ja 1p2t nie le»y L2(0;1), nie le»y nawet w »adnejz przestrzeni Lp(0;1), 1 ¬ p ¬ 1. Sprawd¹my wobe
 tego na przykªada
h 
zymo»na si� spodziewa¢ odpowiedzi pozytywnej na postawione pytanie.Dla x = �(0;1) otrzymujemyLx(t) = 1� e�tt :Jest to funk
ja z L2(0;1), bo Lx(t) ¬ 1 dla t 2 (0; 1℄ i Lx(t) ¬ t�1 dlat 2 [1;1).Nie
h teraz x(t) = 11 + t . O
zywi±
ie x 2 L2(0;1) oraz kxk2 = 1, za±Lx(t) = Z 10 e�st ds1 + s :Je±li powy»sz¡ 
aªk� rozdzielimy na dwie R 1=t0 + R11=t i w pierwszej z ni
h skªadnike�st zast¡pimy przez 1 a w drugiej skªadnik 11+s przez 11+1=t , to po obli
zeniuotrzymany
h 
aªek dostaniemyLx(t) ¬ ln�1 + 1t�+ 11 + t :Prawa strona tej nierówno±
i przedstawia funk
j� z L2(0;1), wi�
 tym bardziejLx 2 L2(0;1).Proponuj� tro
h� inn¡ metod� dowodu tego faktu. Wybierzmy dowolnie li
zb�a 2 (�1; 1) i po przedstawieniu funk
ji e�st 11+s w posta
i ilo
zynu �s�a=2e�st� ��sa=2 11+s� zastosujmy nierówno±¢ S
hwarza. Wtedy otrzymamy��Lx(t)��2 ¬ Ca ta�1;gdzie Ca = 2a�1 Z 10 u�ae�u duZ 10 sa(1 + s)2 ds= 2a�1�(1 � a)2�(1 + a):Wybór a < 0 po
i¡ga 
aªkowalno±¢ funk
ji jLxj2 na (1;1) a wybór a > 0
aªkowalno±¢ na (0; 1).



108 VII. OPERATORY LINIOWEJesz
ze lepszy efekt otrzymamy wybieraj¡
 przedstawienie posta
i e�st 11+s =�s�a=2e�st=2��sa=2e�st=2 11+s�.kLxk22 ¬ Z 10 �Z 10 s�ae�st ds��Z 10 sae�st 1(1 + s)2 ds�dt= Z 10 Z 10 �(1 � a) ta�1sae�st 1(1 + s)2 ds dt= �(1 � a)Z 10 sa 1(1 + s)2 Z 10 ta�1e�st dt ds= �(a)�(1 � a)Z 10 1(1 + s)2 ds = �sin a� kxk22:Trzeba jednak zaªo»y¢, »e 0 < a < 1, aby wszystkie 
aªki byªy zbie»ne.Zwró¢my uwag�, »e w powy»szym rozumowaniu nigdzie nie korzystali±my zposta
i funk
ji x. Mo»na zatem je powtórzy¢ dla dowolnej funk
ji z L2(0;1).To dowodzi ograni
zono±
i operatora L. Zwró¢my te» uwag�, »e spo±ród ró»ny
hstaªy
h a najlepsz¡ jest a = 12 , dla niej kLxk2 ¬ p� kxk2 .7.6. Twierdzenie. Transforma
ja Lapla
e'aLx(t) = Z 10 e�st x(s) dsjest ograni
zon¡ opera
j¡ liniow¡ z L2(0;1) do L2(0;1) i ma norm� p� .Dowód: Nie
h x b�dzie dowoln¡ funk
j¡ 
i¡gª¡ o no±niku zwartym na póªprostej(0;1). WtedykLxk22 = Z 10 ���� Z 10 �e�st=2s�1=4� � �e�ts=2s1=4x(s)� ds����2dtZ 10 Z 10 e�sts�1=2ds � Z 10 e�tss1=2jx(s)j2ds dt= Z 10 Z 10 �(1=2)t�1=2e�sts1=2jx(s)j2ds dt= �(1=2)Z 10 s1=2jx(s)j2 Z 10 t�1=2e�stdt ds= �(1=2)2 Z 10 s1=2jx(s)j2ds = �(1=2)2kxk22;zatem kLk ¬ �(1=2) = p� .



Przestrze« operatorów linowy
h 109Z drugiej strony dla " > 0 i funk
ji x" okre±lonej wzorem x"(t) = t�1=2+"e�tmamy kx"k22 = Z 10 t2"�1e�2tdt = 2�2"�(2")oraz Lx"(t) = Z 10 s�1=2+"e�(t+1)sds = �(1=2 + ") (t+ 1)�1=2�";wi�
 kLx"k22 = �(1=2 + ")2 Z 10 dt(t+ 1)1+2" = 12"�(1=2 + ")2:Poniewa» �(2") = �(1 + 2")2" , wi�
kLx"k22kx"k22 = �(1=2 + ")22�2"�(1 + 2") �! �:Metod� ÿpreparowania" funk
ji pod
aªkowej przed stosowaniem nierówno±
iS
hwarza, któr¡ z suk
esem stosowali±my dla dowodu ograni
zono±
i transformatyLapla
e'a, mo»na uogólni¢ w nast�puj¡
y sposób:7.7. Kryterium S
hura. Nie
h (
; �) b�dzie dowoln¡ przestrzeni¡ miarow¡oraz K : 
 � 
! C funk
j¡ �� � mierzaln¡. Zaªó»my, »e istnieje taka funk
jamierzalna dodatnia ' na 
 i takie dwie staªe M , N , »e(7: 34) Z
��K(s; t)��'(s) ds ¬M '(t) dla t 2 
;Z
��K(s; t)��'(t) dt ¬ N '(s) dla s 2 
:Wtedy operator 
aªkowy K , okre±lony na przestrzeni L2(
; �) wzoremKx(t) = Z
K(s; t)x(s) ds;jest ograni
zony i za
hodzi nierówno±¢ kKk ¬ pMN .Dowód: Dla x 2 L2(
; �), po zastosowaniu nierówno±
i S
hwarza a nast�pnie



110 VII. OPERATORY LINIOWEkolejno nierówno±
i (7. 34), dostajemy

Kx

22 ¬ Z
�Z
qjK(s; t)j'(s)qjK(s; t)j jx(s)j2'(s)�1 ds� dt¬ Z
 Z
 jK(s; t)j'(s) dsZ
 jK(s; t)j jx(s)j2'(s)�1 ds dt¬M Z
 Z
 jK(s; t)j jx(s)j2'(s)�1'(t) ds dt= M Z
 jx(s)j2 '(s)�1Z
jK(s; t)j'(t) dt ds¬MN Z
 jx(s)j2 ds =MN kxk22:Posªuguj¡
 si� kryterium S
hura mo»na ªatwo dowodzi¢ ograni
zono±
i wieluoperatorów. Kªopot polega na odgadni�
iu funk
ji '. Proponuj� spróbowa¢ swy
hsiª i pomysªowo±
i przy rozwi¡zywaniu nast�puj¡
ego zadania:7.8. Zadanie. Pokaza¢, »e na przestrzeni `2 operator wyzna
zony przez ma-
ierz Hilberta � 1j + k � 1�1j:k=1przyporz¡dkowuj¡
y wektorowi x = (x1; x2; x3; : : :) wektor y = (y1; y2; y3; : : :)okre±lony wzorem yk = 1Xj=1 1j + k � 1 xj; k = 1; 2; 3; : : :jest ograni
zony i jego norma nie przekra
za � .Podamy na zako«
zenie jesz
ze jeden przykªad. W nim posªu»ymy si� nierów-no±
i¡ S
hwarza dla obli
zenia normy operatora Volterry na L2(0; 1). KryteriumS
hura nie ma tu zastosowania.7.9. Przykªad. Na przestrzeni L2[0; 1℄ operator Volterry VV x(t) = Z t0 x(s) dsma norm� kV k = 2� .



Przestrze« operatorów linowy
h 111Dla funk
ji x 2 L2[0; 1℄ z nierówno±
i S
hwarza otrzymujemykV xk22 = Z 10 ���� Z t0 x(s) ds����2dt = Z 10 ���� Z t0 q
os �2 s � x(s)p
os �2 s ds����2dt¬ Z 10 Z t0 
os �2 s dsZ t0 jx(s)j2
os �2 s ds dt = 2� Z 10 Z t0 sin �2 t jx(s)j2
os �2 s ds dt= 2� Z 10 Z 1s sin �2 t dt jx(s)j2
os �2 s ds = 4�2 Z 10 jx(s)j2ds = 4�2kxk22;
o dowodzi, »e kV k ¬ 2� . Równo±¢ jest wymuszona przez funk
j� x(t) = 
os �2 t,bo V x(t) = 2� sin �2 t, a funk
je sin �2 t i 
os �2 t maj¡ te same normy. Mo»na te»zauwa»y¢, »e dla funk
ji x(t) = 
os �2 t powy»sza nierówno±¢ S
hwarza prze
hodziw równo±¢.Przestrze« L(X;Y )7.10. Twierdzenie. Nie
h X i Y b�d¡ przestrzeniami unormowanymi. ZbiórL(X;Y ) wszystki
h ograni
zony
h operatorów liniowy
h z X w Y , po wprowa-dzeniu dziaªa« dodawania operatorów i mno»enia operatorów przez li
zby w sposóbnast�puj¡
y (T + S)x = Tx+ Sx;(�T )x = �Tx;oraz normy jako normy operatorowej, staje si� przestrzenia liniow¡ unormowan¡.Je»eli przestrze« Y jest zupeªna, to L(X;Y ) tak»e jest przestrzeni¡ zupeªn¡.Dowód: Sprawdzenie, »e L(X;Y ) jest przestrzeni¡ liniow¡ unormowan¡ jest nie-trudne. Udowodnimy wi�
 tylko drug¡ 
z�±¢ twierdzenia. Zaªó»my, »e Y jest prze-strzeni¡ zupeªn¡ i nie
h fTng b�dzie 
i¡giem Cau
hy'ego w L(X;Y ). Poniewa»dla ka»dego x 2 X kTnx� Tmxk ¬ kTn � Tmk kxk;wi�
 fTnxg jest 
i¡giem Cau
hy'ego w przestrzeni Y . Z zupeªno±
i Y wynikaistnienie grani
y limn!1 Tnx, któr¡ ozna
zymy Tx. Poka»emy kolejno, »e przy-porz¡dkowanie x! Tx jest liniowe, 
i¡gªe oraz, »e kTn � Tk ! 0Liniowo±¢ odwzorowania T otrzymujemy ªatwo prze
hodz¡
 do grani
y w rów-no±
ia
h Tn(x1 + x2) = Tnx1 + Tnx2;Tn(�x) = �Tnx:



112 VII. OPERATORY LINIOWEPoka»emy, »e operator T jest 
i¡gªy. Zauwa»my w tym 
elu, »e fkTnkg jest li
z-bowym 
i¡giem Cau
hy'ego, a wi�
 dla pewnej staªej M za
hodzi kTnk ¬ M ,n = 1; 2; 3; : : :, st¡d dla ka»dego x 2 X otrzymujemy kTnxk ¬ M kxk, a to zkolei po
i¡ga kTxk ¬M kxk:Pozostaje wi�
 tylko dowie±¢, »e Tn d¡»y do T w L(X;Y ). Dla dowolnego " > 0mamy kTnx� Tmxk ¬ kTn � Tmk kxk < " kxkprzy dostate
znie du»y
h m i n. Ustalaj¡
 n i prze
hodz¡
 do grani
y przy m!1 otrzymamy kTnx� Txk ¬ " kxk;a to z de�ni
ji normy operatorowej daje kTn � Tk ¬ ".7.11. Zadanie. Gdy Y jest przestrzeni¡ niezupeªn¡, to L(X;Y ) tak»e jest nie-zupeªna. Operatory odwra
alneDefini
ja. Nie
h T 2 L(X;Y ). Je»eli istnieje taki operator S 2 L(Y;X), »eST i TS s¡ operatorami identy
zno±
iowymi odpowiednio na przestrzenia
h Xi Y , to mówimy, »e S jest operatorem odwrotnym do T i piszemy S = T�1 .Operator odwrotny jest jedyny, bo je»eli S1 , S2 s¡ odwrotnymi do T , to(7: 35) S1 = S1I = S1(TS2) = (S1T )S2 = IS2 = S2:7.12. Uwagi.1. Mo»e si� zdarzy¢, »e za
hodzi tylko jedna z równo±
i, np. ST = I , za± TS 6=I . Mówimy wtedy, »e S jest lewym odwrotnym dla T , a T prawymodwrotnym dla S . Rozpatrzmy na przestrzeni `2 operatoryS(x1; x2; x3; : : :) = (x2; x3; x4; : : :);T (x1; x2; x3; : : :) = (0; x1; x2; : : :):Wtedy ST = I , za± TS(x1; x2; x3; : : :) = (0; x2; x3; : : :) 6= (x1; x2; x3; : : :),wi�
 TS 6= I .2. Ze wzoru (7. 35) wynika, »e je»eli operator S1 jest lewym odwrotnym dlaT , a S2 prawym odwrotnym dla T , to S1 = S2 , tzn. operator T jestodwra
alny.3. Je»eli operator T 2 L(X;Y ) jest odwra
alny, to przestrzenie X i Y s¡izomor�
zne. Pozwala to sprowadzi¢ badania do przypadku X = Y .



Operatory odwra
alne 1137.13. Twierdzenie. Nie
h X b�dzie przestrzeni¡ Bana
ha. Zbiór elementówodwra
alny
h w L(X) tworzy grup� wzgl�dem mno»enia i jest podzbiorem otwar-tym w L(X). Na nim odwzorowanie T ! T�1 jest 
i¡gªe.Dowód: Je»eli operatory T i S s¡ odwra
alne, to odwra
alny jest te» operatorTS i (TS)�1 = S�1T�1 , bo(TS)(S�1T�1) = T (SS�1)T�1 = TT�1 = Ioraz (S�1T�1)(ST ) = I . Ozna
za to, »e operatory odwra
alne w L(X) z opera
j¡skªadania tworz¡ grup�.Poka»emy teraz, »e je»eli T jest operatorem odwra
alnym oraz kS � Tk <1=kT�1k, to S jest tak»e operatorem odwra
alnym. Wystar
zy w tym 
elu poka-za¢ tylko, »e A = T�1S jest operatorem odwra
alnym. Z zaªo»enia mamykI �Ak = kT�1(T � S)k ¬ kT�1k kT � Sk < 1;wi�
 szereg B = 1Xn=0(I �A)n(przyjmujemy tu (I �A)0 = I ) jest bezwzgl�dnie zbie»ny w L(X). Poniewa»AB = B � (I �A)B = 1Xn=0(I �A)n � 1Xn=1(I �A)n = Ioraz BA = B �B(I �A) = I , wi�
 B = A�1 .Operator S�1 mo»na wprost napisa¢ wzoremS�1 = 1Xn=0 �T�1(T � S)�nT�1:Je»eli kS � Tk ¬ " kT�1k�1 , gdzie 0 < " < 1, to kS�1k ¬ 11� " kT�1k, wi�
kS�1 � T�1k = kS�1(T � S)T�1k ¬ kS�1k kT � Sk kT�1k ¬ "1� " kT�1k:7.14. Twierdzenie (o promieniu spektralnym). Nie
h X b�dzie przestrze-ni¡ unormowan¡. Dla ka»dego operatora T 2 L(X;Y ) istnieje grani
ar(T ) = limn!1 kT nk1=n:
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zba r(T ) nosi nazw� promie« spektralny operatora T .Dowód: Ustalmy li
zb� naturaln¡ m i przedstawmy n w posta
i n = km + r ,gdzie 0 ¬ r < m. Nie
h M = maxf1; kTk; kT 2k; : : : ; kTm�1kg, wtedykT nk ¬ kTmkkkTkr ¬M kTmkk;sk¡d lim supn!1 kT nk ¬ limn!1M1=n kTmkk=n:Poniewa» kn = 1m � rm ! 1m przy n!1, otrzymujemylim supn!1 kT nk1=n ¬ kTmk1=m;
o daje lim supn!1 kT nk1=n ¬ lim infm!1 kTmk1=m:7.15. Przykªad. Podamy przykªad operatora operatora quasi-nilpotentne-go, tzn. operatora, którego promie« spektralny wynosi zero. Jest nim operator Vokre±lony na C[0; 1℄ wzorem V x(t) = Z t0 x(s) ds;zwany operatorem Volterry.�atwo sprawdzamy przez induk
j�, »e(7: 36) V nx(t) = Z t0 (t� s)n�1(n � 1)! x(s) ds; n = 1; 2; 3; : : :Poka»emy, »e kV nk = 1n! . Je»eli x 2 C[0; 1℄ i kxk1 ¬ 1, tosupt2[0;1℄ jV nx(t)j ¬ supt2[0;1℄Z t0 (t� s)n�1(n � 1)! jx(s)j ds¬ supt2[0;1℄Z t0 (t� s)n�1(n � 1)! ds = Z 10 (t � s)n�1(n � 1)! ds = 1n! :Poniewa» nierówno±
i te prze
hodz¡ w równo±
i dla x � 1, wi�
 kV nk = 1n! .Wynika st¡d, »e r(T ) = limn!1 kV nk1=n = 0.



Operatory odwra
alne 1157.16. Twierdzenie. Nie
h T b�dzie ograni
zonym operatorem liniowym naprzestrzeni Bana
ha X i nie
h r(T ) ozna
za jego promie« spektralny. Je»eli li
zbazespolona � speªnia nierówno±¢ j�j > r(T ), to operator (�I � T )�1 istnieje imo»na go przedstawi¢ w posta
i bezwzgl�dnie zbie»nego szeregu(7: 37) (�I � T )�1 = 1Xn=0 T n�n+1 :Dowód: Zauwa»my, »elimn!1 nr


 Tn�n+1


 = 1j�j limn!1 npkT nk = r(T )j�j < 1;a wi�
 szereg (7. 37) jest bezwzgl�dnie zbie»ny w L(X), a skoro L(X) jest prze-strzeni¡ zupeªn¡, to szereg ten jest tak»e zbie»ny. Nie
h S ozna
za jego sum�.Sprawdzamy ªatwo, »e S(�I � T ) = (�I � T )S = I , a wi�
, »e S = (�I � T )�1 .7.17. Przykªad. Wiemy ju», »e dla operatora Volterry V za
hodzi równo±¢r(V ) = 0. Wobe
 tego dla dowolnej li
zby zespolonej � 6= 0 operator (�I � V )jest odwra
alny. Wynika st¡d, »e równanie 
aªkowey(t) = �x(t)� Z t0 x(s) ds;tzn. równanie y = (�I � V )x ma rozwi¡zaniex = 1Xn=0 V ny�n+1 :Mo»na przy tym korzysta¢ ze wzoru (7. 36).7.18. Przykªad. Zaªó»my, »e 
h
emy zbudowa¢ kolumn� mostu tak, by napr�-»enie w ka»dym punk
ie kolumny pod na
iskiem siªy ~Q byªo staªe i wynosiªo 
.Je»eli x(t) ozna
za pole przekroju kolumny na wysoko±
i t mierzonej od sz
zytua � 
i�»ar wªa±
iwy materiaªu z którego wykonamy kolumn�, to otrzymamy rów-nanie Q+ �Z t0 x(s) ds = 
 x(t);
zyli równanie typu y(t) = �x(t)� Z t0 x(s) ds;



116 VII. OPERATORY LINIOWEgdzie y(t) = Q� 1(t) i � = 
� . Poniewa» V 1(t) = R t0 (t�s)n�1(n�1)! ds = tnn! , wi�
x(t) = 1Xn=0 V ny(t)�n+1 = Q
 1Xn=0 tnn!�n = Q
 et=� = Q
 exp(� t=
):7.19. Przykªad. Równanie ró»ni
zkowe 1-szego rz�dux0 = �x+ x0; � 2 C ; x0 2 C[0; 1℄ma rozwi¡zanie x(t) = Z t0 e�(t�s) x0(s) ds:Istotnie, poªó»my � = 1� i y = �V x0 . Wtedy y0 = �x0 � x, lub ina
zej y =�x� V x. Zatem x = 1Xn=0 V ny�n+1 = 1Xn=0 V n+1x0�n = 1Xn=0�n V n+1x0:Uwzgl�dniaj¡
 wzór (7. 36) otrzymamyx(t) = Z t0 1Xn=0�n (t� s)nn! x0(s) ds = Z t0 e�(t�s) x0(s) ds:Operator sprz�»ony7.20. Twierdzenie (o operatorze sprz�»onym). Nie
h H b�dzie przestrze-ni¡ Hilberta. Dla ka»dego operatora T 2 L(H) istnieje dokªadnie jeden operatorT � 2 L(H) o tej wªasno±
i, »e(7: 38) hTx; yi = hx; T �yidla ka»dej pary x; y 2 H . Ponadto za
hodzi równo±¢ kT �k = kTk.Dowód: Ustalmy y 2 H . Odwzorowanie x ! hTx; yi jest liniowe, a ponie-wa» jhTx; yij ¬ kTk kxk kyk, jest te» 
i¡gªe. Okre±la zatem 
i¡gªy funk
jonaªliniowy na H . Z twierdzenia Riesza o posta
i funk
jonaªu liniowego 4.10 wynika,»e hTx; yi = hx; zi dla pewnego wektora z 2 H . Wektor z jest jedyny, ale za-le»y od wyboru y . Ozna
zmy go zatem z = T �y . Z wªasno±
i ilo
zynu skalarnegownioskujemy, »e przyporz¡dkowanie y ! T �y jest liniowe, a poniewa»kT �yk = supkxk¬1 jhx; T �yij = supkxk¬1 jhTx; yij ¬ kTk kyk;



Operator sprz�»ony 117to okre±la ograni
zony operator liniowy T � na H o normie kT �k ¬ kTk. Wisto
ie za
hodzi równo±¢ kT �k = kTk, gdy» z nierówno±
i kT �k ¬ kTk wynikanierówno±¢ kT ��k ¬ kT �k, a jak wida¢ z (7. 38), T �� = T .Defini
ja. Operator T � nazywamy operatorem sprz�»onym do T . Je»eli za-
hodzi równo±¢ T � = T , to mówimy, »e T jest operatorem samosprz�»onym lubhermitowskim. Operator T , dla którego T �T = TT � , tzn. operator komutuj¡
yze swoim sprz�»onym, nosi nazw� operatora normalnego.7.21. Przykªady.1. Operator S� sprz�»ony do operatora przesuni�
ia S na `2S(x1; x2; x3; : : :) = (0; x1; x2; : : :)ma posta¢ S�(x1; x2; x3; : : :) = (x2; x3; x4; : : :);bo hSx; yi = 1Xn=1xn yn+1 = hx; S�yi:2. Dla operatora Volterry V x(t) = R t0 x(s) ds na przestrzeni L2(0; 1) otrzy-mujemy V �x(t) = Z 1t x(s) ds;bo hV x; yi = Z 10 Z t0 x(s) y(t) ds dt = Z 10 Z 1s x(s) y(t)dt ds = hx; V �yi:3. Je»eli A jest operatorem liniowym na C n , o ma
ierzy fai;jgni;j=1 , to ope-rator sprz�»ony A� ma ma
ierz faj;igni;j=1 , transponowan¡ sprz�»on¡.7.22. Twierdzenie. Opera
ja T ! T � ma nast�puj¡
e wªasno±
i:1. (T + S)� = T � + S� ,2. (�T )� = �T � ,3. T �� = T ,4. (ST )� = T �S� ,5. kT �k = kTk,6. kT �Tk = kTk2 ,7. je±li T�1 istnieje, to istnieje te» (T �)�1 i (T �)�1 = (T�1)� .



118 VII. OPERATORY LINIOWE7.23. Twierdzenie. Norma operatora hermitowskiego wyra»a s¡ wzoremkTk = supkxk¬1 jhTx; xij:Dowód: Wystar
zy ograni
zy¢ si� do przypadku, gdy kTk = 1. Istotnie, dla T =0 twierdzenie jest o
zywi±
ie prawdziwe, a gdy T 6= 0, to kªad¡
 S = 1kTk Totrzymamy 1 = supkxk¬1 ��hSx; xi�� = 1kTk supkxk¬1 ��hTx; xi��;a st¡d kTk = supkxk¬1 ��hTx; xi��:Zaªó»my wi�
, »e kTk = 1 i ozna
zmy supkxk¬1 ��hTx; xi�� = a. Mamy pokaza¢, »ea = 1. Z nierówno±
i S
hwarza wynika, »e��hTx; xi�� ¬ kTxk kxk ¬ kxk2;zatem a ¬ 1. Ustalmy x 2 H i ozna
zmy y = x+ Tx, z = x� Tx. WtedyhTy; yi = hTx; xi+ hT 2x; xi+ hTx; Txi+ hT 2x; Txi;hTz; zi = �hTx; xi+ hT 2x; xi+ hTx; Txi � hT 2x; Txi:Odejmuj¡
 te nierówno±
i stronami i uwzgl�dniaj¡
, »e hT 2x; xi = hTx; Txi =kTxk2 , otrzymujemy hTy; yi � hTz; zi = 4 kTxk2:Z drugiej strony ��hTx; yi�� ¬ a kyk2 oraz ��hTz; zi�� ¬ a kzk2 , wi�
4 kTxk2 ¬ ��hTy; yi��+ ��hTz; zi�� ¬ a�kyk2 + kzk2� = a�kx+ Txk2 + kx� Txk2�:Korzystaj¡
 z równo±
i równolegªoboku i tego, »e a ¬ 1 mo»emy napisa¢4kTxk2 ¬ 2a�kxk2 + kTxk2� ¬ 2akxk2 + 2kTxk2;
zyli kTxk2 ¬ a kxk2;a st¡d ju» ªatwo otrzymujemy 1 = kTk = supkxk¬1 kTxk ¬ a.



Operatory normalne 1197.24. Twierdzenie.1. Ka»dy operator T 2 L(H) ma jednozna
zne przedstawienie w posta
iT = T1 + iT2;gdzie T1 i T2 s¡ operatorami hermitowskimi.2. Operator T jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy T1 i T2 komutuj¡.3. Dla operatora normalnego za
hodzi równo±¢kTk =q

T 21 + T 22

:Dowód: Je»eli równo±¢ T = T1 + iT2 za
hodzi, to T � = T1 � iT2 , wi�
 T1 =12(T + T �) i T2 = 12i(T � T �), mo»na zatem te dwie ostatnie równo±
i przyj¡¢jako de�ni
je operatorów T1 i T2 . Punkt 2 wynika z równo±
i T �T � TT � =2i(T1T2 � T2T1) a punkt 3 z tego, »e kTk2 = kT �Tk oraz T �T = T 21 + T 22 .Operatory normalneOperatory normalne, w sz
zególno±
i ma
ierze normalne n� n, tworz¡ wa»n¡klas� operatorów. Za
hodzi dla ni
h twierdzenie spektralne (patrz ??), które dlama
ierzy ozna
za mo»liwo±¢ sprowadzenia do posta
i diagonalnej, tzn. pozwalaprzedstawi¢ ma
ierz A w posta
i A = U�1BU , gdzie U jest ma
ierz¡ unitarn¡ aB ma
ierz¡ diagonaln¡.7.25. Lemat. W L(H) promie« spektralny ma wªasno±
i:1. r(T ) ¬ kTk,2. r(T k) = r(T )k ,3. r(T �) = r(T ).Dowód: Poniewa» kT knk1=n ¬ kT nkk=n , wi�
 przy n!1 otrzymujemy r(T k) ¬r(T )k . Z drugiej strony, gdy n = km + r , 0 ¬ r < k , to kT nkk=n ¬ M kT kmk,gdzie M = max0¬r<k kT rk, wi�
 kT kkk=n ¬ kT kmk1=mMk=n , dlatego r(T k) ¬r(T k).7.26. Twierdzenie. Dla operatora normalnego T 2 L(H) za
hodzi równo±¢kT nk = kTkn; n = 1; 2; 3; : : : ;w sz
zególno±
i r(T ) = kTk.



120 VII. OPERATORY LINIOWEDowód: MamykT 2k2 = k(T �)2T 2k = k(T �T )(T �T )k = kT �Tk2 = kTk4:a dalej przez induk
j� dostajemy kT 2nk = kTk2n . Wynika st¡d, »e r(T ) = kTk.Poniewa» T n jest tak»e operatorem normalnym,wi�
 kT nk = r(T n), ale z Lematuwynika, »e t(T n) = r(T )n wi�
 kT nk = kTkn , 
o ko«
zy dowód.7.27. Twierdzenie (o 
harakteryza
ji operatorów normalny
h).Operator T 2 L(H) jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy kTxk = kT �xk dlaka»dego x 2 H .Dowód: Nie
h T 2 L(H) i nie
h S = TT � � T �T . Wtedy dla dowolnego x 2 HhSx; xi = hTT �x� T �Tx; xi = hTT �x; xi � hT �Tx; xi= hT �x; T �xi � hTx; Txi = kT �xk2 � kTxk2:Je»eli T jest operatorem normalnym, to S = 0, a zatem równo±¢ kT �xk = kTxkza
hodzi dla ka»dego x 2 H .Z drugiej strony wiemy, »e ta równo±¢ po
i¡ga hSx; xi = 0 dla wszystki
hx 2 H . Poniewa» S jest operatorem hermitowskim, tokSk = supkxk¬1 ��hSz; xi�� = 0;
zyli T �T = TT � .7.28. Twierdzenie. Nie
h T b�dzie operatorem normalnym w L(H). Operatorodwrotny T�1 istnieje wtedy i tylko wtedy, gdyinfkxk=1 kTxk > 0:Dowód: Ozna
zmy infkxk=1 kTxk = 
:Je»eli operator odwrotny T�1 istnieje, to dla dowolnego x 2 H mamykxk = kT�1(Tx)k ¬ kT�1k kTxk;a st¡d kTxk ­ kxk kT�1k�1:



Operatory normalne 121Zaªó»my teraz, »e 
 > 0. �atwo pokazuje si�, »e dla dowolnego x za
hodzi nie-równo±¢ kxk ¬ 1
 kTxk:wynika st¡d, »e T jest operatorem ró»nowarto±
iowym, gdy» równo±¢ Tx1 = Tx2po
i¡ga kx1 � x2k ¬ 1
 kTx1 � Tx2k = 0, 
zyli x1 = x2 .Aby dowie±¢, »e T�1 istnieje, nale»y jesz
ze pokaza¢, »e T (H) = H . Speªnionewtedy b�d¡ zaªo»enia twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym.Poka»emy najpierw, »e T (H) jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ w H .Nie
h y 2 T (H). Istnieje taki 
i¡g fxng, »e Txn ! y . 
i¡g fTxng jest 
i¡giemCau
hy'ego w H , a z tego, »e kxn � xmk ¬ 1
 kTxn � Txmk, n;m = 1; 2; 3; : : :wynika, »e tak»e fxng jest 
i¡giem Cau
hy'ego w H . Ozna
zmy limn!1 xn = x.Wtedy kTx� yk = limn!1 kTxn � yk = 0;w rezulta
ie y 2 T (H).Teraz dowód sprowadza si� do pokazania, »e T (H)? = f0g. We¹my y 2T (H)? . Wtedy hx; T �yi = hTx; yi = 0dla ka»dego x 2 H . Jest to mo»liwe tylko wtedy, gdy T �y = 0. Z zaªo»eniaoperator T jest normalny, zatem kT �yk = kTyk, 
o daje0 = kT �yk = kTyk ­ 1
 kyk;
zyli y = 0.Forma kwadratowa operatoraDefini
ja. Nie
h T 2 L(H). Funk
j� fT : H ! C posta
ifT (x) = hTx; xinazywamy form¡ kwadratow¡ operatora T .7.29. Twierdzenie. Nie
h T b�dzie operatorem w zespolonej przestrzeni Hil-berta H a fT jego form¡ kwadratow¡. Wtedy:a. fT jednozna
znie wyzna
za T .b. fT jest funk
j¡ rze
zywist¡ wtedy i tylko wtedy, gdy T jest operatoremhermitowskim.
. Je»eli ozna
zymy kfTk = supkxk¬1 ��fT (x)��, tokfT k ¬ kTk ¬ 2 kftk:



122 VII. OPERATORY LINIOWEDowód: Z równo±
i równolegªoboku mamy(7: 39) hTx; yi = 14 �fT (x+ y)� fT (x� y) + i fT (x+ iy)� i fT (x� iy)�:wynika st¡d, »e je»eli fT1 = fT2 , to hT1x; yi = hT2x; yi dla wszystki
h x; y 2 H , awi�
 T1 = T2 . Zauwa»my, »e T jest operatorem hermitowskimwtedy i tylko wtedy,gdy fT jest funk
j¡ rze
zywist¡. Poniewa» fT (x) ¬ kfTk kxk2 dla dowolnegowektora x 2 H , wi�
 z (7. 39) wynika, »e��hTx; yi�� ¬ 14 kftk �kx+ yk2 + kx� yk2 + kx+ iyk2 + kx� iyk2�¬ kfT k �kxk2 + kyk2�;wi�
 kTk = supkxk¬1kyk¬1 ��hTx; yi�� ¬ 2 kfT k:Nierówno±¢ kfT k ¬ kTk jest o
zywista.Uwaga. W rze
zywistej przestrzeni Hilberta »adna z wªasno±
i a, b, 
 nie za
ho-dzi. Kontrprzykªadem na ka»d¡ z ni
h jest operator T = � 0 1�1 0� w R2. Mamytu fT � 0.Uwaga. Dla dowolnego operatora T na przestrzeni Hilberta zbiórfhTx; xi : kxk ¬ 1gjest domkni�ty i wypukªy (Twierdzenie Toeplitza-Hausdor�a, patrz [H℄)



Operatory dodatnie 123Operatory dodatnieOperator T 2 L(H) nazywamy dodatnim i piszemy T ­ 0, je»eli jest hermi-towski oraz hTx; xi ­ 0 dla wszystki
h x 2 H7.30. Twierdzenie. Nie
h H b�dzie przestrzeni¡ Hilberta. Wtedy1. T �T jest operatorem dodatnim dla dowolnego T 2 L(H).2. W zespolonej przestrzeni Hilberta warunek hTx; xi ­ 0 dla wszystki
h x 2H po
i¡ga hermitowsko±¢ operatora T .3. Je»eli T ­ 0, to (I + T )�1 istnieje i 

(I + T )�1

 ¬ 1.Dowód: ad 3. Mamyk(I + T )xk2 = kxk2 + kTxk2 + 2 hTx; xi ­ kxk2;wi�
 speªnione s¡ zaªo»enia twierdzenia o istnieniu operatora odwrotnego dla ope-ratora normalnego 7.28. Otrzymana nierówno±¢ po
i¡ga tak»e nierówno±¢ 

(I +T )�1

 ¬ 1.Defini
ja. Dla operatorów S; T 2 L(H) zapis S ¬ T , lub T ­ S ozna
za, »eT � S jest operatorem dodatnim.7.31. Zadanie. Nie
h A, B , C b�d¡ operatorami na przestrzeni Hilberta H .Pokaza¢, »e:1. A ¬ B ^B ¬ A) A = B .2. A ¬ B ^B ¬ C ) A ¬ C .3. A1 ¬ A2 ^B1 ¬ B2 ) A1 +B1 ¬ A2 +B2 .4. A ¬ B ^ � ­ 0) �A ¬ �B .5. A ¬ B )�A ­ �B .7.32. Przykªad. Nie
h T b�dzie operatorem hermitowskim. WtedymI ¬ T ¬M I;gdzie m = infkxk=1hTx; xi, M = supkxk=1hTx; xi. PonadtokTk = max�jmj; jM j	:Defini
ja. Li
zby m, M nazywamy odpowiednio kresem dolnym oraz kre-sem górnym operatora T .



124 VII. OPERATORY LINIOWE7.33. Twierdzenie. Je»eli m > 0 oraz mI ¬ T ¬ M I , to operator odwrotnyT�1 istnieje i speªnia nierówno±
i1M I ¬ T�1 ¬ 1m I:Dowód: Z zaªo»enia T = mI +A, gdzie A ­ 0, zatemkTxk2 ­ m2kxk2 + kAxk2 + 2mhAx; xi ­ m2kxk2:Z twierdzenia o operatorze odwrotnym do operatora normalnego 7.28 wnosimy, »eoperator T�1 istnieje i kT�1k ¬ 1m . Wi�
 hT�1x; xi ¬ kT�1k kxk2 , a to ozna
za,»e T�1 ¬ 1m I:Je±li ozna
zymy m0 = infkxk=1hT�1x; xi, to hT�1x; xi = hy; Tyi ­ 0 dla x =Ty , wi�
 rozumuj¡
 jak poprzednio dla T otrzymamy M = kTk ¬ 1m0 , 
zylim0 ­ 1M , a st¡d 1M I ¬ T�1:7.34. Twierdzenie (uogólniona nierówno±¢ S
hwarza). Dla operatoradodatniego T w L(H) i dowolny
h x; y 2 H za
hodzi nierówno±¢��hTx; yi��2 ¬ hTx; xihTy; yi:Dowód: Funk
ja hhx; yii = htx; yi ma wszystkie wªasno±
i ilo
zynu skalarnego, zwyj¡tkiem by¢ mo»e hhx; yii = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0. Dla tej funk
jimo»na powtórzy¢ standartowy dowód nierówno±
i S
hwarza.7.35. Wnioski.1. Je»eli S ­ 0, to dla ka»dego x 2 HkSxk2 ¬ kSk hSx; xi:2. Je»eli S ­ 0, to równo±¢ hSx0; x0i = 0 po
i¡ga Sx0 = 0.Dowód: Z uogólnionej nierówno±
i S
hwarza dostajemykSxk4 = ��hSx; Sxi��2 ¬ hSx; xi hS(Sx); Sxi ¬ hSx; xi kSk kSxk2a st¡d »¡dan¡ nierówno±¢.



Operatory dodatnie 125Ci¡gi monotoni
zne operatorówDefini
ja. Ci¡g fTng operatorów hermitowski
h na przestrzeni Hilberta nazy-wamy monotoni
znym, je»eli T1 ¬ T2 ¬ T3 ¬ : : : lub T1 ­ T2 ­ T3 ­ : : :.7.36. Twierdzenie (o 
i¡ga
h monotoni
zny
h). Ka»dy monotoni
zny iograni
zony 
i¡g operatorów hermitowski
h jest mo
no zbie»ny, tzn. istnieje takioperator T 2 L(H), »e limn!1 kTnx� Txk = 0dla ka»dego x 2 H .Dowód: Wystar
zy pokaza¢, »e dla ka»dego x 2 H istnieje grani
a limn!1 Tnx,gdy» równo±¢ Tx = limn!1 Tnx, x 2 H okre±la na przestrzeni H operatorliniowy i ograni
zony.Dla ustalonego x 2 H 
i¡g fhtnx; xig jest monotoni
znym i ograni
zonym
i¡giem li
zb rze
zywisty
h, jest wi�
 zbie»ny. Poka»emy, »e po
i¡ga to zbie»no±¢
i¡gu fTnxg. Dla dowolny
h wska¹ników m, n mamykTnx� Tmxk = k(Tn � Tm)xk = k(Tm � Tn)xk:Poniewa» przynajmniej jeden z operatorów Tn � Tm , Tm � Tn jest dodatni, po-wiedzmy Tn � Tm , zatem z wniosku 7.35.1 otrzymujemykTnx� Tmxk2 = k(Tn � Tm)xk2 ¬ kTn � Tmk h(Tn � Tm)x; xi¬ 2M�hTnx; xi � hTmx; xi�;gdzie M = supk­1 kTkk.Wiemy ju», »e 
i¡g fhTnx; xig jest zbie»ny, jest wi�
 
i¡giem Cau
hy'ego ato, na mo
y dopiero 
o udowodnionej nierówno±
i ozna
za, »e fTnxg jest 
i¡giemCau
hy'ego w H , jest zatem zbie»ny.7.37. Twierdzenie (o pierwiastku kwadratowym). Dla dowolnego ope-ratora dodatniego T istnieje, i to dokªadnie jeden, taki operator dodatni S , »eS2 = T . Operator ten komutuje z ka»dym operatorem komutuj¡
ym z T .Dowód: Idea dowodu jest ukryta w nast�puj¡
ym prostym twierdzeniu z analizy:dla dowolnej li
zby a 2 [0; 1℄ 
i¡g rekuren
yjnya0 = 0; an+1 = 12(a2n + 1 � a); n = 0; 1; 2; : : :



126 VII. OPERATORY LINIOWEjest monotoni
znie rosn¡
y i zbie»ny do 1 �pa. Zastosujemy to twierdzenie dooperatora T , o którym bez ograni
zenia ogólno±
i mo»emy zaªo»y¢, »e 0 ¬ T ¬ I .Utwórzmy rekuren
yjny 
i¡g operatorówS0 = 0; Sn+1 = 12(S2n + I � T ); n = 0; 1; 2; : : : :Wtedy 0 ¬ S1 ¬ S2 ¬ : : : ¬ I , a wi�
 z twierdzenia o 
i¡ga
h monotoni
zny
h7.36 
i¡g ten jest mo
no zbie»ny w L(H) do pewnego operatora dodatniego B .Poniewa» 0 ¬ B ¬ I , wi�
 operator S = I � B jest dodatni. Prze
hodz¡
 dograni
y w równo±
i Sn+1x = 12(S2n + I � T )x;prawdziwej dla ka»dego x 2 H , otrzymamyBx = 12(B2 + I � T )x;
zyli Tx = (I �B)2x = S2x;a st¡d T = S2 .Dowód b�dzie zako«
zony, je»eli poka»emy, »e S jest jedynym operatoremdodatnim o wªasno±
i S2 = T . Je»eli dany jest operator S0 ­ 0, S02 = T , toS0T = S03 = TS 0 , tzn. S0 jest przemienny z T . �atwo pokazujemy, »e wtedyS0Sn = SnS0 dla n = 1; 2; 3; : : : i w konsekwen
ji, »e S0B = BS 0 . Mamy wi�
S0S = SS0 a równo±¢ S0 = S wynika z poni»szego lematu.7.38. Lemat. Je»eli operatory dodatnie S , T komutuj¡, to równo±¢ S2 = T 2po
i¡ga równo±¢ S = T .Dowód: Nie
h x 2 H i y = (S � T )x. Wtedy0 = h(S2 � T 2)x; yi = h(S + T )y; yi = hSy; yi+ hTy; yi:Poniewa» S i T s¡ operatorami dodatnimi, wi�
 z wniosku 7.35.2 otrzymujemySy = Ty = 0, a w konsekwen
jikSx� Txk = hSy � Ty; xi = 0:Defini
ja. Operator S z twierdzenia 7.36 nazywamy pierwiastkiem kwadra-towym z operatora T i ozna
zamy T 1=2 .7.39. Wniosek. Operator T jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy jest posta
iT = S�S:



Widmo operatora, warto±
i wªasne 127Defini
ja. Operator U 2 L(H) nazywamy izometri¡, je»eli kUxk = kxk dlaka»dego x 2 H . Jest to równowa»ne równo±
i U�U = I . Operator U jest 
z�-±
iow¡ izometri¡, je»eli H = H0 �H1 , oraz U jH0 � 0 i U jH1 jest izometri¡.7.40. Twierdzenie o rozkªadzie biegunowym. Ka»dy operator T 2 L(H)mo»na jednozna
znie przedstawi¢ w posta
iT = US;gdzie S jest operatorem dodatnim a U 
z�±
iow¡ izometri¡ na H .Dowód: Dla operatora S = (T �T )1=2 i x 2 H mamy(7: 40) kSxk2 = hS2x; xi = hT �Tx; xi = hTx; Txi = kTxk2:Ozna
zmy H1 = S(H); jest to podprzestrze« liniowa w H , 
ho¢ mo»e nie by¢domkni�ta. Dla y 2 H1 istnieje taki wektor x 2 H , »e y = Sx. Poªó»my Uy = Tx.Wektor Uy jest dobrze okre±lony, bo je±li Sx1 = Sx2 , tzn. S(x1 � x2) = 0, to z(7. 40) tak»e Tx1 = Tx2 . Z (7. 40) wynika tak»e, »e U jest izometri¡ liniow¡ naH1 , zatem przedªu»a si� jednozna
znie do izometrii na H1 . Kªad¡
 Ux = 0 dlax 2 H0 = H?1 otrzymamy 
z�±
iow¡ izometri� speªniaj¡
¡ równo±¢ T = US .Widmo operatora, warto±
i wªasneLi
zb� zespolon¡ � nazywamy warto±
i¡ wªasn¡ operatora T 2 L(X) je»elidla pewnego x0 2 X , x0 6= 0, za
hodziTx0 = �x0:Zbiór �p(T ) wszystki
h warto±
i wªasny
h operatora T nazywamy widmempunktowym lub spektrum punktowym operatora T .Nie
h � 2 �p(T ). Wektor x 2 X speªniaj¡
y równo±¢ Tx = �x nazywamywektorem wªasnym odpowiadaj¡
ym warto±
i wªasnej �. Zbiór wszystki
h ta-ki
h wektorów tworzy domkni�t¡ podprzestrze« liniow¡ w X , zwan¡ podprze-strzeni¡ wªasn¡ operatora T .7.41. Przykªad. Na przestrzeni `2 rozpatrzmy operator przesuni�
ia S posta
iS(x1; x2; x3; : : :) = (x2; x3; x4; : : :):Je±li li
zba � 2 C jest warto±
i¡ wªasn¡ operatora S , a x = (x1; x2; x3; : : :)odpowiadaj¡
ym jej, niezerowym wektorem wªasnym, to(7: 41) xk+1 = �xk; k = 1; 2; 3; : : : ; oraz x1 6= 0:



128 VII. OPERATORY LINIOWEGdy j�j < 1, to dla x = (1; �; �2; : : :) mamy Sx = �x, wi�
 � 2 �p(S). Je»elij�j ­ 1, to warunek (7. 41) nie mo»e by¢ speªniony dla »adnego wektora x 2 `2 .Dlatego �p(S) = fz 2 C : jzj < 1g. Dla operatora sprz�»onego S�S�(x1; x2; x3; : : :) = (0; x1; x2; : : :)otrzymujemy �p(S�) = ;.7.42. Twierdzenie. Nie
h T b�dzie operatorem hermitowskim na przestrzeniHilberta H . Wtedy:a. Warto±
i wªasne operatora T s¡ li
zbami rze
zywistymi.b. Podprzestrzenie wªasne odpowiadaj¡
e ró»nym warto±
iom wªasnym s¡ or-togonalne.
. W o±rodkowej przestrzeni Hilberta zbiór �p(T ) jest 
o najwy»ej przeli
zalny.Uwaga. Z przykªadu 7.41 wida¢, »e »adna z wªasno±
i a, b, 
 nie przysªugujewszystkim ograni
zonym operatorom na przestrzeni Hilberta.Defini
ja. Nie
h T b�dzie ograni
zonym operatorem na przestrzeni Bana
haX . Widmem lub spektrum �(T ) operatora T nazywamy zbiór�(T ) = f� 2 C : (� I � T )�1 nie istniejeg:Zauwa»my, »e �p(T ) � �(T ).7.43. Twierdzenie. Nie
h T 2 L(H). Wtedy:1. �(T ) jest podzbiorem domkni�tym pªasz
zyzny.b. �(�T ) = ��(T ).
. �(T �) = �(T ).d. supfj�j : � 2 �(T )g ¬ r(T ).Dowód: Domkni�to±¢ �(T ) wynika wprost z otwarto±
i zbioru elementów odwra-
alny
h przestrzeni L(H) a równo±¢ zbiorów �(T �) i �(T ) z to»samo±
i�(� I � T )�1�� = (� I � T �)�1:Je»eli � > r(T ), to szereg 1Xn=0 T n�n+1jest bezwzgl�dnie zbie»ny w L(H), jego suma to operator odwrotny do operatora� I � T , zatem � =2 �(T ).



Widmo operatora, warto±
i wªasne 129Uwaga. Poka»emy potem ??, »e �(T ) jest zbiorem niepustym oraz, »e w d za-
hodzi równo±¢. To tªuma
zy nazw� ÿpromie« spektralny" dla li
zby r(T ).7.44. Przykªady.1. Dla operatora S z poprzedniego przykªadu mamy�(S) = �(S�) = fz 2 C : jzj ¬ 1g:Istotnie, operator S jest kontrak
j¡, wi�
 r(S) ¬ kSk ¬ 1, 
o ozna
za, »e�(S) � fz 2 C :: jzj ¬ 1g. Zawieranie � wynika z �(S) � �p(S) = fz 2C : jzj < 1g i domkni�to±
i �(S).2. Nie
h operator T 2 L�L2(0; 1)� b�dzie okre±lony wzoremTx(t) = f(t)x(t); t 2 (0; 1);gdzie f jest ograni
zon¡ funk
j¡ mierzaln¡ na (0; 1). Li
zba � jest warto-±
i¡ wªasn¡ operatora T wtedy i tylko wtedy, gdy równo±¢ f(t) = � za-
hodzi na zbiorze miary dodatniej. Li
zba � le»y w spektrum operatora Twtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego " > 0 zbiór ft 2 (0; 1) : ��f(t)���� < "gjest miary dodatniej. W sz
zególno±
i dla funk
ji f 
i¡gªej otrzymujemy�(T ) = f�(0; 1)�.7.45. Twierdzenie. Je»eli T jest operatorem normalnym w L(H), to�(T ) � fhTx; xi : kxk = 1g:Wynika st¡d, »e widmo operatora hermitowskiego jest podzbiorem prostej rze
zy-wistej a widmo operatora dodatniego podzbiorem póªprostej [0;1).Dowód: Je»eli � =2 fhTx; xi : kxk = 1g, to0 < infkxk=1 ��h(� I � T )x; xi�� ¬ infkxk=1 

(� I � T )

;a wi�
 operator � I � T jest odwra
alny na mo
y twierdzenia 7.28 o istnieniuoperatora odwrotnego dla operatora normalnego.Rezolwenta operatoraDla operatora ograni
zonego T na przestrzeni Bana
ha X ozna
zmy przez�(T ) dopeªnienie widma �(T ) operatora T . Jest to otwarty podzbiór pªasz
zyznyzespolonej a dla ka»dego � 2 �(T ) istnieje operatorR(�; T ) = (� I � T )�1;zwany rezolwent¡ operatora T .



130 VII. OPERATORY LINIOWE7.46. Lemat (równanie Hilberta). Nie
h T 2 L(X). Je±li �; � 2 �(T ), toR(�; T )�R(�; T ) = (� � �)R(�; T )R(�; T ):Dowód: Operatory R(�; T ) i R(�; T ) komutuj¡, wi�
(� I � T )R(�; T )R(�; T ) = R(�; T );(� I � T )R(�; T )R(�; T ) = R(�; T ):Po odj�
iu ty
h równo±
i stronami otrzymamy postulowane równanie.7.47. Lemat. Nie
h T 2 L(X). Dla dowolny
h x 2 X , x� 2 X� funk
ja� �! x��R(�; T )x�jest holomor�
zna na �(T ).Dowód: Pokazali±my je» w
ze±niej (patrz ??), »e funk
ja �! R(�; T ) jest 
i¡gªa.Z lematu 7.46 mamy wi�
lim�!� x��R(�; T )x�� x��R(�; T )x�� � � = lim�!� x���R(�; T )R(�; T )x�= �x��R(�; T )2x�:Ozna
za to, »e funk
ja � ! x��R(�; T )� ma po
hodn¡ w ka»dym punk
ie � 2�(T ).7.48. Twierdzenie. W zespolonej przestrzeni Bana
ha X widmo dowolnegooperatora ograni
zonego jest zbiorem niepustym.Dowód: Je»eli j�j > kTk, to R(�; T ) = 1Pn=0 Tn�n+1 ; wi�


R(�; T )

 ¬ 1Xn=0 kT nkj�jn+1 = 1j�j � kTk :Wynika st¡d, »e linj�j!1 

R(�; T )

 = 0. Zaªó»my niewprost, »e �(T ) jest zbiorempustym. Wtedy dla ka»dy
h x 2 X i x� 2 X� funk
ja � �! x��R(�; T )x� jest
aªkowita (holomor�
zna na 
aªej pªasz
zy¹nie zespolonej) i d¡»y do zera przyj�j ! 1. Jest wi�
 ograni
zona. Z twierdzenia Liouville'a wynika, »e jest funk
j¡staª¡, musi wi�
 by¢ funk
j¡ to»samo±
iowo równ¡ zeru. Poniewa» dla ka»dy
hx� 2 X� i x 2 X mamy x��R(�; T )x� = 0, wi�
 R(�; T ) = 0, 
o prze
zyodwra
alno±
i operatora R(�; T ).



Widmo operatora, warto±
i wªasne 1317.49. Twierdzenie (o promieniu spektralnym). Nie
h T b�dzie ograni
zo-nym operatorem na zespolonej przestrzeni Bana
ha X i nie
hr(T ) = limn!1 kT nk1=nozna
za jego promie« spektralny, wtedyr(T ) = max�2�(T ) j�j;tzn. r(T ) jest promieniem najmniejszego koªa domkni�tego w C zawieraj¡
egozbiór �(T ).Dowód: Nie
h A ozna
za zbiórA = fz 2 C : 1z 2 �(T )gi nie
h r0 = dist(0; A). Ustalmy dowolnie " > 0 i wybierzmy 0 < r1 < r0 < r2tak, aby 1r1 � 1r2 < ". Z okre±lenia r0 wynika istnienie takiej li
zby �0 2 �(T ),»e 1j�0j ¬ r2 . Dla x 2 X i x� 2 X� nie
h f b�dzie funk
j¡ okre±lon¡ na C n Awzorem f(z) = x��R(1z ; T )x�; z 6= 0;oraz f(0) = 0. Poniewa» limz!0 f(z) = 0 = f(0), wi�
 funk
ja f jest holomor-�
zna w C nA. Ozna
za to, »e mo»na j¡ przedstawi¢ w posta
i szeregu pot�gowegof(z) = 1Xn=1 an zn;którego promie« zbie»no±
i wynosi r0 . Wynika st¡d w sz
zególno±
i, »e gdy jzj =r1 , to szereg ten jest zbie»ny, wi�
supn­1 janj rn1 <1:Zauwa»my, »e gdy jzj < 1kTk , to R(1z ; T ) = 1Pn=0T n zn+1 , wi�
an = x�(T nx):Mamy zatemsupn ��x�(rn1T nx)�� <1 dla ka»dy
h x 2 X; x� 2 X�:



132 VII. OPERATORY LINIOWEZ twierdzenia Bana
ha-Stein
hausa wynika, »esupn krn1T nxk <1;a dalej, »e supn krn1T nk <1
o ozna
za, »e r1 r(T ) ¬ 1 Mo»emy zatem napisa¢r(T ) ¬ 1r1 < 1r2 + " ¬ j�0j+ ":Wida¢ st¡d, »e poza koªem o promieniu r(T )� " mo»na wskaza¢ punkt z widma�(T ). To dowodzi tezy twierdzenia.Operatory unitarneNie
h X i Y b�d¡ przestrzeniami unormowanymi. Operator T 2 L(X;Y )nazywamy izometri¡, gdy kTxk = kxkdla wszystki
h x 2 X .7.50. Twierdzenie. Nie
h H b�dzie przestrzeni¡ Hilberta. Dla operatora T 2L(H) nast�puj¡
e warunki s¡ równowa»ne:i. T jest izometri¡,ii. hTx; Tyi = hx; yi, x; y 2 H ,iii. T �T = I .Je»eli T jest izometri¡, to T (H) jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ w H .7.51. Przykªady.1. Na przestrzeni `2 operator przesuni�
iaS(x1; x2; x3; : : :) = (0; x1; x2; : : :)jest izometri¡. Operator sprz�»onyS�(x1; x2; x3; : : :) = (x2; x3; x4; : : :)ju» izometri¡ nie jest.2. Je»eli f jest funk
j¡ 
i¡gª¡, odwzorowuj¡
¡ przedziaª [0; 1℄ na [0; 1℄, tooperator T , okre±lony na przestrzeni C[0; 1℄ wzorem(7: 42) Tx(t) = x�f(t)�;jest izometri¡.



Widmo operatora, warto±
i wªasne 1337.52. Zadanie. Czy ka»da izometria przestrzeni C[0; 1℄ ma posta¢ (7. 42)?Defini
ja. Operator U 2 L(H) nazywamy operatorem unitarnym, gdy jestizometry
znym izomor�zmem H na H .7.53. Twierdzenie. Dla operatora U 2 L(H) nast�puj¡
e warunki s¡ równo-wa»ne:i. U jest unitarny,ii. U i U� s¡ izometriami,iii. U�1 = U� , tzn. U�U = UU� = I .Uwaga. Operator unitarny na przestrzeni Hilberta przeprowadza ukªady orto-normalne wektorów na ukªady ortonormalne. Dla dowolny
h ukªadów ortonormal-ny
h zupeªny
h fe�g�2A i ff�g�2A istnieje dokªadnie jeden operator unitarny Uo tej wªasno±
i, »e Uea = fa , � 2 A.7.54. Przykªad. Nie
h f 2 C(R). Operator T 2 L�L2(R)� okre±lony wzoremTx(t) = f(t)x(t)jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy jf(t)j � 1.7.55. Twierdzenie (von Neumann). Nie
h T b�dzie operatorem hermitow-skim w L(H) i nie
h UT = (T � iI)(T + iI)�1:Wtedy:a. UT jest operatorem unitarnym,b. operator (I � UT )�1 istnieje,
. za
hodzi wzór T = i (I + UT )(I � UT )�1:Operator UT nazywamy transformat¡ Kelley'a operatora T .Dowód: Zauwa»my, »e U�T = (T + iI)(T � iI)�1 . Poniewa» operatory T + iI iT � iI komutuj¡, wi�
 U�TUT = UTU�T = I;
o dowodzi a. Punkt b wynika z równo±
iI � UT = �(T + iI)� (T � iI)�(T + iI)�1 = 2i (T + iI)�1;
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 z równo±
ii (I + UT )(I � UT )�1 = i �2T (T + iI)�1��� i2 (T + iI)� = T:7.56. Zadanie. Czy ka»dy operator unitarny jest transformat¡ Kelley'a pew-nego operatora hermitowskiego?ProjektoryNie
h X b�dzie przestrzeni¡ Bana
ha. Operator P 2 L(X) nazywamy pro-jektorem lub rzutem, gdy P 2 = P .7.57. Twierdzenie. Je»eli P jest projektorem w L(X), to istnieje jednozna-
zny rozkªad przestrzeni X X = X1 �X2na topologi
zn¡ sum� prost¡ dwó
h podprzestrzeni domkni�ty
h X1 i X2 , przy
zym Px = x dla x 2 X1 oraz Px = 0 dla x 2 X2 .Dowód: Ozna
zmyX1 = fx 2 X : Px = xg; X2 = fx 2 X : Px = 0g:Poniewa» X1 = ker(I � P ), X2 = kerP , oba zbiory X! , X2 s¡ domkni�tymipodprzestrzeniami liniowymi w X . O
zywi±
ie X1 \X2 = f0g.Dla dowolnego wektora x 2 X poªó»my x1 = Px, x2 = x � Px. Wtedyx1 2 X1 , x2 2 X2 . Istotnie, Px1 = P 2x = Px = x1;Px2 = P (x� Px) = Px� P 2x = Px� Px = 0:Ponadto kx1k ¬ kPk kxk, kx2k ¬ kI � Pk kxk, a poniewa» x = x1 + x2 iprzedstawienie to jest jednozna
zne (bo X1 \X2 = f0g), mamy X = X1 �X2 .Uwaga. O projektorze P mówimy, »e jest rzutem na podprzestrze« X1 wzdªu»podprzestrzeni X2 .7.58. Wniosek. Na to, by przestrze« Bana
ha byªa topologi
zn¡ sum¡ prost¡podprzestrzeni Xi , i = 1; 2; 3; : : : ; n, potrzeba i wystar
za, aby w przestrzeni Xistniaªy takie projektory Pi , »e PiPj = 0, gdy i 6= j , I = P1 + P2 + P3 + : : :+Pnoraz Pi(X) = Xi dla i = 1; 2; 3; : : : ; n.



Widmo operatora, warto±
i wªasne 135Defini
ja. Projektor P na przestrzeni Hilberta nazywamy projektorem orto-gonalnym lub rzutem ortogonalnym, je»eli odpowiadaj¡
e mu podprzestrze-nie X1 , X2 z poprzedniego twierdzenia s¡ ortogonalne.7.59. Twierdzenie. Dla rzutu P na przestrzeni Hilberta nast�puj¡
e warunkis¡ równowa»ne:i. P jest projektorem ortogonalnym,ii. P � = P ,iii. kPk ¬ 1, tzn. P jest kontrak
j¡.Dowód: i)ii. Zaªó»my, »e P jest projektorem ortogonalnym w H . Dla x; y 2 Hozna
zmy x1 = Px, x2 = x � Px, y1 = Py , y2 = y � Py . Z zaªo»enia x1 ? y2oraz x2 ? y1 , a wi�
 hx1; yi = hx1; y1i+ hx1; y2i = hx1; y1i;hx; y1i = hx1; y1i+ hx2; y1i = hx1; y1i:Widzimy zatem, »e hPx; yi = hPx; Pyi = hx; Pyidla dowolny
h x; y 2 H , 
zyli P � = P .ii)iii. Dla dowolnego x 2 H mamykPxk2 = hPx; Pxi = hP �Px; xi = hP 2x; xi= hPx; xi;
o z nierówno±
i S
hwarza daje kPxk2 ¬ kPxk kxk, i w rezulta
iekPxk ¬ kxk:iii)i. Nie
h H1 = fx 2 H : Px = xg, H2 = fx 2 H : Px = 0g. Mamy poka-za¢, »e H1 ? H2 tzn., »e dla dowolny
h x1 2 H1 , x2 2 H2 za
hodzi hx1; x2i = 0.Jest tak, gdy x2 = 0. Je»eli x2 6= 0, to dla wektora x = x1 � �x2 otrzymamyPx = Px1 � �Px2 = x1;zatem kx1k = kPxk ¬ kPk kxk ¬ kxk;
o ozna
za, »e nierówno±¢0 ¬ kxk2 � kx1k2 = ��hx1; x2i � �hx1; x2i+ j�j2kx2k2



136 VII. OPERATORY LINIOWEjest speªniona dla dowolnej li
zby �. Po podstawieniu � = hx1; x2ikx2k2 otrzymamy���hx1; x2i��2kx2k2 ­ 0;a st¡d hx1; x2i = 0.7.60. Przykªad. W przestrzeni R2 rozpatrzmy rzut P na prost¡ X1 wzdªu»prostej X2 , tworz¡
y
h ze sob¡ k¡t �. Je»eli wybierzemy wektor x tak jak narysunku, to kPxk = 1sin� kxk ­ kxk:Równo±¢ za
hodzi dokªadnie, gdy � = �2 .7.61. Twierdzenie. Dla ka»dej domkni�tej podprzestrzeni liniowej H1 � H ist-nieje dokªadnie jeden rzut ortogonalny P na H1 . Je»eli x 2 H , to Px realizujeminimum odlegªo±
i wektorów z podprzestrzeni H1 od x.Dowód: Nie
h x1 b�dzie dowolnym wektorem w H1 . Wtedykx� x1k2 = kx� Px+ Px� x1k2 = kx� Pxk2 + kPx� x1k2;bo wektory x � Px i Px � x1 s¡ do siebie ortogonalne. Wyra»enie po prawejstronie równo±
i przyjmuje najmniejsz¡ warto±¢, gdy kPx � x1k = 0, tzn. gdyx1 = Px. Operatory zwarteNie
h X i Y b�d¡ przestrzeniami Bana
ha oraz K = fx 2 X : kxk ¬ 1gkul¡ jednostkow¡ w przestrzeni X . Operator T 2 L(X;Y ) nazywamy zwartym,je»eli obraz T (K) kuli K jest zbiorem warunkowo zwartym w Y . Zauwa»my, »eoperator T jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ograni
zonego 
i¡gufxng w X , 
i¡g fTxng zawiera pod
i¡g zbie»ny.7.62. Przykªad. Z twierdzenia Arzeli ?? wynika, »e operator identy
zno±
iowyz przestrzeni C1[a; b℄ w przestrze« C[a; b℄ jest zwarty.



Operatory zwarte 1377.63. Twierdzenie. Operator zwarty T 2 L(X;Y ) przeprowadza 
i¡gi sªabozbie»ne w 
i¡gi mo
no zbie»ne. Je»eli X jest przestrzeni¡ re
eksywn¡, to praw-dziwe jest te» twierdzenie odwrotne.Dowód: Zaªó»my, »e fxng jest 
i¡giem w X , sªabo zbie»nym do x. Z 
i¡gªo-±
i operatora T wynika, »e 
i¡g fTxng jest wtedy sªabo zbie»ny w Y do Tx.Poka»emy, »e dla ka»dego " > 0 zbiór�n 2 N : kTxn � Txk ­ "	jest sko«
zony. Gdyby zbiór ten byª niesko«
zony, to na mo
y ograni
zono±
i 
i¡gufxng i zwarto±
i operatora T , mogliby±my z 
i¡gu fTxng wybra¢ taki pod
i¡gfTxnkg, który byªby mo
no zbie»ny do pewnego wektora y i jedno
ze±nie speªniaªnierówno±¢ kTxnk�Txk ­ ". Poniewa» zbie»no±¢ mo
na po
i¡ga zbie»no±¢ sªab¡,otrzymaliby±my y = Tx, a to prze
ie» jest niemo»liwe.W przestrzeni re
eksywnej z ka»dego 
i¡gu ograni
zonego mo»na wybra¢ pod-
i¡g sªabo zbie»ny (patrz 4.44).7.64. Wniosek. Ka»dy ograni
zony operator liniowy z przestrzeni `p , 1 < p <1, do przestrzeni `1 jest zwarty.Dowód: Twierdzenie S
hura 4.38 mówi, »e w przestrzeni `1 poj�
ia sªabej zbie»-no±
i 
i¡gów i mo
nej zbie»no±
i pokrywaj¡ si�. Teza wynika wi�
 z drugiej 
z�±
ipoprzedniego twierdzenia.Uwaga. W sko«
zenie wymiarowej przestrzeni unormowanej ka»dy zbiór ograni-
zony jest warunkowo zwarty. Wynika st¡d, »e je»eli T 2 L(X;Y ) jest operatoremsko«
zenie wymiarowym, tzn. dimT (X) <1, to jest zwarty.7.65. Zadanie. Wykaza¢, »e operator T 2 L(X;Y ) jest sko«
zenie wymiarowywtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego n istniej¡ takie elementy x�1; x�2; : : : ; x�n wX� oraz y1; y2; : : : ; yn w Y , »eTx = nXk=1 x�k(x) yk:7.66. Przykªad. Nie
h �1; �2; �3; : : : b�dzie ograni
zonym 
i¡giem li
zb zespo-lony
h. Na przestrzeni `2 okre±lmy operator T wzoremT (x1; x2; x3; : : :) = (�1x1; �2x2; �3x3; : : :):Poka»emy, »e T jest operatorem zwartym wtedy i tylko wtedy, gdy �n ! 0.



138 VII. OPERATORY LINIOWEZaªó»my, »e �n ! 0. Mamy pokaza¢, »e dla ka»dego " > 0 dla obrazu T (K)kuli jednostkowej K istnieje sko«
zona "-sie¢. Najpierw dobierzmy tak wska¹nikm, aby j�kj < "2 , gdy k > m a nast�pnie w zbiorze f(t1; t2; : : : ; tm; 0; 0; : : :) :Pmk=1 jtkj2 ¬ 1g wybierzmy sko«
zon¡ "2kTk -sie¢ fx1; x2; : : : ; xng. Wtedy zbiórfTx1; Tx2; : : : ; Txng jest "-sie
i¡ dla T (K).Warunek �n ! 0 jest konie
zny. Istotnie, wiemy (patrz 4.34), »e 
i¡g fengwektorów bazy standartowej przestrzeni `2 , en = (0; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : :) z 1 namiejs
u n-tym, jest sªabo zbie»ny do zera a 
i¡g Ten = �nxn jest mo
no zbie»ny(do zera) tylko wtedy, gdy �n ! 0.Uwaga. Mo»na sprawdzi¢, »e wszystkie operatory z powy»szego przykªadu s¡normalne. Poka»emy potem ??, »e na przestrzeni Hilberta nie ma inny
h opera-torów zwarty
h normalny
h ni» te, opisane w Przykªadzie 7.66.7.67. Twierdzenie. Grani
a zbie»nego 
i¡gu operatorów zwarty
h jest tak»eoperatorem zwartym. Operatory zwarte tworz¡ zatem w L(X;Y ) domkni�t¡ pod-przestrze« liniow¡.Dowód: Zaªó»my, »e T1; T2; T3; : : : s¡ operatorami zwartymi i »e Tn ! T wL(X;Y ). Nie
h K ozna
za kul� jednostkow¡ w X . Je»eli kT � Tnk ¬ "2 orazfy1; y2; : : : ; ymg jest "2 -sie
i¡ dla zbioru Tn(K), to jest te» "-sie
i¡ dla zbioruT (K).7.68. Twierdzenie. Nie
h T 2 L(X;Y ), S 2 L(Y;Z). Je»eli przynajmniejjeden z operatorów T , S jest zwarty, to zwarty jest tak»e operator ST .7.69. Wniosek. Operator T 2 L(H) jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy ope-rator sprz�»ony T � jest zwarty.Dowód: Zauwa»my najpierw, »e fT �xng jest 
i¡giem Cau
hy'ego wtedy i tylkowtedy, gdy fTT �xng jest 
i¡giem Cau
hy'ego. Implika
ja w jedn¡ stron� jesto
zywista a w drug¡ wynika z nierówno±
ikT �xn � T �xmk2 = hTT �xn � TT �xm; xn � xmi ¬ 2M kTT �xn � TT �xmk:Zaªó»my teraz, »e fxng jest dowolnym 
i¡giem ograni
zonym w H . Je»eli T jestoperatorem zwartym, to 
i¡g fTT �xng zawiera pod
i¡g zbie»ny, wi�
 
i¡g fT �xngrównie» zawiera pod
i¡g zbie»ny.Zoba
zymy za 
hwil�, »e prawdziwe jest ogólniejsze twierdzenie.



Operatory zwarte 139Defini
ja. Dla operatora T 2 L(X;Y ) okre±lmy operator T � : Y � ! X� kªad¡
(T �y�)x = y�(Tx):Jest jasne, »e T � 2 L(Y �;X�) i kT �k = kTk. Operator ten nosi nazw� operatorasprz�»onego do T .Nast�puje tu pewna kolizja ozna
ze«, operator sprz�»ony byª ju» de�niowanyw
ze±niej dla operatora na przestrzeni Hilberta i byª znów operatorem na tejsamej przestrzeni. Z twierdzenia 4.10 o posta
i 
i¡gªy
h funk
jonaªów liniowy
h naprzestrzeni Hilberta wynika, »e mo»emy uto»sami¢ H i H� , mianowi
ie wektorowiy przyporz¡dkowa¢ funk
jonaª x !< x; y >. Nale»y pami�ta¢ jednak, »e niejest to opera
ja liniowa, mno»eniu wektorów przez skalary odpowiada mno»eniefunk
jonaªów przez skalary sprz�»one. Nale»y wi�
 stale deklarowa¢ w jakim sensieT � jest operatorem sprz�»onym to T . W isto
ie ró»ni
a obu poj�¢ nie jest a» takistotna. Dla przykªadu, je±li T 2 L(`2) jest operatorem mno»enia przez 
i¡gograni
zony f�ng, to operator sprz�»ony T � w sensie powy»szej de�ni
ji pokrywasi� z T , a w zwykªym sensie jest operatorem mno»enia przez 
i¡g f�ng.7.70. Twierdzenie (S
hauder). Operator T 2 L(X;Y ) jest zwarty wtedy itylko wtedy, gdy zwarty jest operator T � .Dowód: Zaªó»my najpierw, »e T jest operatorem zwartym. Nie
h K ozna
za kul�jednostkow¡ w przestrzeni X a S domkni�
ie w Y zbioru T (K). Je»eli fy�ng jest
i¡giem ograni
zonymw Y � , to jego ob
i�
ia do S tworz¡ jednakowo 
i¡gª¡ i ogra-ni
zon¡ rodzin� funk
ji na zbiorze zwartym S . Z twierdzenia Arzeli wynika wi�
istnienie pod
i¡gu fy�nkg jednostajnie zbie»nego na S , 
zyli zbie»no±¢ pod
i¡gufT �y�nkg w X�Je»eli T � jest operatorem zwartym, to zwarty jest tak»e operator T �� : X�� !Y �� . Operator T jest izometry
zny z ob
i�
iem T �� do domkni�tej podprzestrzeni� (X) � X�� (patrz (4. 23)), jest wi�
 te» zwarty.7.71. Przykªad. Operator Volterry V 2 L�C[0; 1℄�V x(t) = Z t0 x(u) dujest zwarty. Wynika to naty
hmiast z twierdzenia Arzeli. Zoba
zmy, 
zy jest onzwarty tak»e jako operator z Lp(0; 1) do Lp(0; 1), 1 ¬ p ¬1.Je»eli 1 < p ¬ 1, to z nierówno±
i H�oldera��V x(t1)� V x(t2)�� ¬ Z t2t1 ��x(s)��ds ¬ jt1 � t2jp�1p kxkp:



140 VII. OPERATORY LINIOWEWynika st¡d, »e je»eli fxng jest 
i¡giem ograni
zonym w Lp(0; 1), to fV xng jestograni
zonym 
i¡giem funk
ji jednakowo 
i¡gªy
h. Istnieje wi�
 pod
i¡g fV xnkgzbie»ny jednostajnie na [0; 1℄, a wi�
 zbie»ny tak»e w Lp(0; 1).Dla p = 1 mamy V �x(t) = Z 1t x(s) ds;wi�
 mo»na powoªa¢ si� na twierdzenie S
haudera i dokªadnie powtórzy¢ poprzed-nie rozumowanie dla operatora V � na L1(0; 1).Defini
ja. Ci¡g Tn 2 L(X;Y ) nazywamymo
no zbie»nym, gdy dla ka»degox 2 X 
i¡g fTnxg jest zbie»ny w Y . Z twierdzenia Bana
ha-Steinhausa wynika,»e supn kTnk <1. Zatem operator T : X ! Y , okre±lony wzoremTx = limn!1 Tnx; x 2 X;le»y w L(X;Y ). Ponadto dla ka»dego 
i¡gu zbie»nego xn ! x w X 
i¡g fTnxngjest zbie»ny do Tx. Mamy bowiemkTnxn � Txk ¬M kxn � xk+ kTnx� Txk;gdzie M = supn kTnk, a oba skªadniki po prawej stronie d¡»¡ do zera gdy n!1.7.72. Twierdzenie. Nie
h X , Y , Z b�d¡ przestrzeniami Bana
ha. Je»eli ope-rator S 2 L(X;Y ) jest zwarty a 
i¡g operatorów Tn 2 L(Y;Z) jest mo
no zbie»ny,to 
i¡g fTnSg jest zbie»ny w normie.Dowód: Zaªó»my niewprost, »e kTnS � TSk ­ " > 0 dla n = 1; 2; 3; : : :. Nie
hfxng b�dzie takim 
i¡giem wektorów z kuli jednostkowej przestrzeni X , »e(7: 43) kTnSxn � TSxnk ­ "2 :Poniewa» istnieje pod
i¡g zbie»ny fSxnkg 
i¡gu fSxng, wi�
 kTnkSxnk�TSxnkkd¡»y do 0, a to prze
zy nierówno±
i (7. 43).Uwaga. Odpowiednik tego twierdzenia nie za
hodzi dla 
i¡gu fSTng. Je»eli dlaprzykªadu przyjmiemy Tn = T n , gdzie T jest operatorem przesuni�
ia w `2T (t1; t2; t3; : : :) = (t2; t3; t4; : : :)a S rzutem na pierwsz¡ o±S(t1; t2; t3; : : :) = (t1; 0; 0; : : :);to S jest zwarty a Tn ! 0 mo
no. Poniewa» kSTnk = 1, wi�
 fSTng nie d¡»ydo zera w normie. Nawet wi�
ej kSTn � STmk = p2, gdy m 6= n.



Operatory zwarte 1417.73. Wniosek. Je»eli przestrze« Y ma baz� topologi
zn¡, to ka»dy operatorzwarty T 2 L(X;Y ) jest grani
¡ (w normie) 
i¡gu operatorów sko«
zenie wymia-rowy
h.Dowód: Je»eli y1; y2; y3; : : : jest baz¡ topologi
zn¡ w Y , orazPn� 1Xk=1 �k yk� = nXk=1 �k yk; n = 1; 2; 3; : : : ;to fPng jest 
i¡giem projektorów sko«
zenie wymiarowy
h, zbie»nym mo
no dooperatora identy
zno±
iowego na Y , wi�
 z twierdzenia 7.72 
i¡g fPnTg jestzbie»ny w normie do T .Uwaga. Przypomnijmy, »e nie ka»da o±rodkowa przestrze« Bana
ha ma baz�topologi
zn¡. Zauwa»my jednak, »e na to, by teza Wniosku 7.73 byªa prawdziwawystar
zy mniej, mianowi
ie, by istniaª 
i¡g operatorów sko«
zenie wymiarowy
hzbie»ny mo
no do identy
zno±
i. Przestrze« o tej wªasno±
i nosi nazw� przestrzeniBana
ha z z wªasno±
i¡ aproksyma
ji. Musi ona by¢ o±rodkowa, ale nie ka»daprzestrze« o±rodkowa jest taka.7.74. Wniosek. Operator T w o±rodkowej przestrzeni Hilberta jest zwarty wte-dy i tylko wtedy, gdy jest grani
¡ zbie»nego w normie, 
i¡gu operatorów sko«
zeniewymiarowy
h.7.75. Przykªad. Nie
h e1; e2; e3; : : : b�dzie baz¡ ortonormaln¡ w przestrzeniHilberta H . Je»eli operator T 2 L(H) speªnia warunek1Xk=1 kTekk2 <1;to jest zwarty. Rze
zywi±
ie, poªó»myTn = nXk=1hx; ekiTek; x 2 H; n = 1; 2; 3; : : : ;wtedy z nierówno±
i S
hwarza dostaniemykTnx� Txk ¬ 1Xk=n+1 ��hx; eki�� kTekk ¬ kxk� 1Xk=n+1 kTekk2�1=2a st¡d kTn � Tk ! 0.



142 VII. OPERATORY LINIOWERozkªad spektralny operatora zwartegoPrzejdziemy teraz do badania wªasno±
i spektralny
h operatorów zwarty
h.7.76. Twierdzenie. Nie
h X , Y b�d¡ przestrzeniami Bana
ha i nie
h S; T 2L(X;Y ). Je»eli T jest operatorem zwartym a S operatorem odwra
alnym, to obrazIm(T + S) = (T + S)(X)jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ w Y .Dla dowodu potrzebne nam b�d¡ nast�puj¡
e lematy:7.77. Lemat. Je»eli fxng jest 
i¡giem ograni
zonym w X a 
i¡g f(T + S)xngjest zbie»ny, to fxng zawiera pod
i¡g zbie»ny.Dowód: Nie
h y = limn!1(T + S)xn . Poniewa» T jest operatorem zwartym afxng 
i¡giem ograni
zonym, wi�
 z 
i¡gu fTxng mo»na wybra¢ pod
i¡g zbie»nyfTxnkg do pewnego elementu y0 2 Y . Wtedy pod
i¡g fSxnkg d¡»y do y � y0 aponiewa» S jest izomor�zmem X na Y , wi�
 sam 
i¡g fxnkg jest zbie»ny.7.78. Lemat. Je»eli y 2 (T + S)(X), to istnieje taki ograni
zony 
i¡g fxng wX , »e (T + S)xn ! y .Dowód: Dla pewnego 
i¡gu fxng w przestrzeni X za
hodzi (T + S)xn ! y .Ozna
zmy X0 = ker(T + S) oraz �n = dist(xn;X0). W podprzestrzeni X0 wy-bierzmy taki 
i¡g fx0ng, »e kxn � x0nk ¬ 2�n . Je»eli f�ng jest 
i¡giem ograni
zo-nym, to 
i¡g fxn � x0ng ma »¡dan¡ wªasno±¢(T + S)(xn � x0n) = (T + S)xn ! y:Pozostaje zatem pokaza¢, »e 
i¡g f�ng jest ograni
zony. Gdyby �n ! 1, tokªad¡
 zn = xn � x0nkxn � x0nk otrzymaliby±my kznk = 1, dist(zn;X0) = �nkxn � x0nk ­12 oraz (T + S)zn ! 0. Z lematu 7.77 wynika, »e 
i¡g fzng miaªby pod
i¡gfznkg zbie»ny do pewnego z0 . Poniewa» (T + S)z0 = limk!1(T + S)xnk = 0,wi�
 otrzymaliby±my z0 2 X0 , to jednak nie jest mo»liwe, gdy» dist(z0;X0) =limk!1 dist(znk;X0) ­ 12 .Dowód Twierdzenia: Je»eli y 2 (T + S)(X) , to z lematu 7.78 wynika istnienietakiego 
i¡gu ograni
zonego fxng w X , »e (T + S)xn ! y . Dzi�ki lematowi7.77 mo»emy zaªo»y¢, »e 
i¡g fxng jest zbie»ny do pewnego x 2 X . Wtedyy = (T + S)x.



Operatory zwarte 1437.79. Wniosek. Nie
h T b�dzie operatorem zwartym w przestrzeni Bana
ha Xi nie
h � 2 �(T ), � 6= 0. Wtedy � jest warto±
i¡ wªasn¡ operatora T lub operatorasprz�»onego T � .Dowód: Je»eli � nie jest warto±
i¡ wªasn¡ operatora T , to X0 = (� I�T )(X) jestwªa±
iw¡ podprzestrzeni¡ w X . Z twierdzenia 7.76 wynika, »e X0 jest domkni�taw X . Je»eli 0 6= x� 2 X� i x�(X0) = f0g, to (� I � T )�(X�) = f0g.Uwaga. Poka»emy potem, »e we Wniosku 7.79 sªowo ÿlub" w tezie mo»na za-st¡pi¢ sªowem ÿi".7.80. Wniosek. Je»eli T jest operatorem zwartym i normalnym w przestrzeniHilberta, to �(T ) � �p(T ) [ f0g:Dowód: Pami�tamy, »e dla operatora normalnego � 2 �p(T ) wtedy i tylko wtedy,gdy � 2 �p(T �). Teza wynika wi�
 z Wniosku 7.79.7.81. Twierdzenie. Nie
h T b�dzie operatorem zwartym na przestrzeni Hil-berta H i nie
h � 6= 0. Operator � I � T jest ÿna" wtedy i tylko wtedy, gdy jestró»nowarto±
iowy.Dowód: Zaªó»my niewprost, »e operator S = � I � T odwzorowuje H na H , amimo to kerS 6= f0g. Utwórzmy w H 
i¡g domkni�ty
h podprzestrzeni liniowy
hH0 = f0g, Hn = kerSn , n = 1; 2; 3; : : :. Wtedy H0 � H1 � H2 � : : : i ka»da z in-kluzji jest wªa±
iwa. Istotnie, nie
h x1 b�dzie niezerowymwektorem w przestrzeniH1 = kerS . Poniewa» S(X) = X , wi�
 istniej¡ takie wektory x2; x3; x4; : : :, »eSxn = xn�1 . Mamy wtedy Snxn = 0 oraz Sn�1xn = x1 6= 0 a w konsekwen
jiHn 6= Hn�1 . W ka»dej z przestrzeni Hn wybierzmy tak wektor zn , by kznk = 1oraz zn ? Hn�1 . Poka»emy, »e 
i¡g fTzng nie ma pod
i¡gów zbie»ny
h, 
ho¢ Tjest operatorem zwartym. Da nam to sprze
zno±¢ z zaªo»eniem kerS 6= f0g.Dla n > m mamy kTzn � Tzmk = k� zn � zk;gdzie z = � zm � Szm + Szn . Poniewa» Sn�1z = �Sn�1zm � Snzm + Snzn = 0,wi�
 z 2 Xn�1 . W rezulta
ie kTzn � Tzmk ­ j�j:Dla dowodu w drug¡ stron� zaªó»my, »e kerS = f0g. Wtedy S�(H)? =kerS = f0g, 
zyli S�(H) jest g�st¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ w H . Z twierdze-nia 7.76 wiadomo, »e jest podprzestrzeni¡ domkni�t¡. Musi wi�
 by¢ S�(H) = H .Powtarzaj¡
 rozumowanie z pierwszej 
z�±
i dowodu dla operatora S� , otrzymamykerS� = f0g, a st¡d, tak jak przed 
hwil¡ S(H) = H .



144 VII. OPERATORY LINIOWEUwaga. Twierdzenie to jest prawdziwe dla operatorów zwarty
h na dowolny
hprzestrzenia
h Bana
ha. Dowód jest jednak bardziej skomplikowany.7.82. Wniosek. Je»eli T jest operatorem zwartym (na przestrzeni Hilberta), toli
zba � 6= 0 jest jego warto±
i¡ wªasn¡ operatora T wtedy i tylko wtedy, gdy �jest warto±
i¡ wªasn¡ operatora T � .7.83. Wniosek. Dla operatora zwartego T (na przestrzeni Hilberta) mamy�(T ) � �p(T ) [ f0ga jedynym mo»liwym punktem skupienia zbioru �(T ) jest 0. Zatem zbiór �(T )jest 
o najwy»ej przeli
zalny.Dowód: Pierwsza 
z�±¢ wniosku jest o
zywista. Gdyby istniaª taki 
i¡g li
zb f�ng,»e �n 6= �m , gdy n 6= m, �n ! �0 6= 0 oraz �n 2 �(T ), to mogliby±my dobra¢taki 
i¡g niezerowy
hwektorów xn , »e Txn = �nxn , n = 1; 2; 3; : : :. Wektory takiemusz¡ by¢ liniowo niezale»ne.Wobe
 tego dla przestrzeni Hn = linfx1; x2; : : : ; xngwszystkie inkluzje H1 � H2 � H3 � : : : s¡ wªa±
iwe. Je±li teraz, podobnie jakpoprzednio, w ka»dej z przestrzeni Hn wybierzemy taki wektor zn , by kznk = 1oraz zn ? Hn�1 , to 
i¡g fTzng nie b�dzie zawieraª »adnego pod
i¡gu zbie»nego,a to prze
zy zaªo»onej zwarto±
i operatora T . Istotnie, poniewa» dla pewnej li
zby�n wektor zn � �nxn le»y w Hn�1 , wi�
 Tzn � �n�nxn 2 Hn�1 , a st¡d Tzn ��nzn 2 Hn�1 . Je»eli n > m, to tak»e Tzm 2 Hn�1 , wi�
 Tzn � Tzm = �nzn + ydla pewnego y 2 Hn�1 . St¡d naty
hmiast wynika, »e kTzn�Tzmk ­ j�nj, a wi�

i¡g fTzng nie ma pod
i¡gów zbie»ny
h.Twierdzenie spektralne dla operatorów zwarty
h7.84. Lemat. Wektory wªasne, odpowiadaj¡
e ró»nym warto±
iom wªasnymoperatora normalnego s¡ do siebie ortogonalne.Dowód: Je±li Tx1 = �1x1 , Tx2 = �2x2 i �1 6= �2 , to�1hx1; x2i = h�1x1; x2i = hTx1; x2i = hx1; T �x2i= hx1; �2x2i = �2hx1; x2i;wi�
 (�1 � �2)hx1; x2i = 0, a st¡d hx1; x2i = 0. Wykorzystali±my tu w
ze±niejudowodniony fakt (patrz ??), »e Tx = �x wtedy i tylko wtedy, gdy T �x = � x.Defini
ja. Je»eli � 2 �p(T ), to zbiór X� = fx 2 X : Tx = �xg jest domkni�t¡podprzestrzeni¡ liniow¡ w X , zwan¡ podprzestrzeni¡ wªasn¡ operatora T ,odpowiadaj¡
¡ warto±
i wªasnej �.



Operatory zwarte 1457.85. Lemat. Podprzestrzenie wªasne operatora zwartego s¡ sko«
zenie wymia-rowe.7.86. Twierdzenie (o rozkªadzie spektralnym operatorów zwarty
h). Nie
hT b�dzie operatorem zwartym normalnym na przestrzeni Hilberta H . Wtedy w Histnieje taki ukªad ortonormalny e1; e2; e3; : : : (by¢ mo»e sko«
zony) i taki ukªadli
zb zespolony
h �1; �2; �3; : : :, »e j�1j ­ j�2j ­ j�3j ­ : : : oraz1. Tx = 1Pn=1 �khx; eki ek dla x 2 H ,2. �(T ) = f�1; �2; �3; : : :g lub �(T ) = f�1; �2; �3; : : :g [ f0g, gdy 0 nie jestwarto±
i¡ wªasn¡ a przestrze« H jest niesko«
zenie wymiarowa.Dowód: Ustawmy wszystkie ró»ne od zera warto±
i wªasne �1; �2; �3; : : : opera-tora T w taki 
i¡g, aby j�1j ­ j�2j ­ j�3j ­ : : :. Jest to mo»liwe, bo �(T ) jestzbiorem najwy»ej przeli
zalnym, a jedynym mo»liwym jego punktem skupieniajest zero. W ka»dej (sko«
zenie wymiarowej z lematu 7.85) podprzestrzeni wªasnejH�n operatora T , odpowiadaj¡
ej warto±
i wªasnej �n , wybierzmy w dowolnysposób baz� ortonormaln¡ B�n i nie
h B = S1n=1B�n . Z lematu 7.84 wynika,»e B jest zbiorem przeli
zalnym ortonormalnym. Ustawmy elementy zbioru B w
i¡g e1; e2; e3; : : :. Jest jasne, »e s¡ to wektory wªasne operatora T , a wi�
 dlaka»dego wektora x z podprzestrzeni H0 = linB mamyTx = 1Xn=1�nhx; eni en;przy 
zym ka»da z li
zb �n jest jedn¡ z li
zb �1; �2; �3; : : :, jest wi�
 warto±
i¡wªasn¡ operatora T i w powy»szym rozkªadzie wyst�puje tyle razy, ile wynosiwymiar podprzestrzeni H�n . Tak»e j�1j ­ j�2j ­ j�3j ­ : : :.Poka»emy, »e dla x 2 X? za
hodzi Tx = 0. Poniewa» T (X) � X orazT �(X) � X , bo T �x = 1Xn=1 �nhx; eni en;wi�
 oba operatory T , T � za
howuj¡ podprzestrze« X? . Nie
h T0 ozna
za ob-
i�
ie T0 = T jX? operatora T do podprzestrzeni x?. Operator T0 jest o
zywi±
iezwarty i normalny. Je»eli T0 6= 0, to r(T0) = kT0k 6= 0, wi�
 �(T0) 6= f0g (patrztwierdzenie 7.49). Wobe
 tego T0 ma niezerowy wektor wªasny odpowiadaj¡
ywarto±
i wªasnej ró»nej od zera. Jest to tak»e wektor wªasny operatora T . Tusprze
zno±¢, bo wszystkie taki wektory le»¡ ju» w X .Cz�±¢ druga twierdzenia byªa dowiedziona ju» w
ze±niej.



146 VII. OPERATORY LINIOWEUwaga. Operatory zwarte ÿnienormalne" mog¡ w ogóle nie mie¢ warto±
i wªa-sny
h. Jako przykªad nie
h sªu»y operator Volterry V x(t) = R t0 x(s) ds na L2(0; 1).Wiemy, »e �(V ) = f0g. Li
zba 0 nie jest jednak warto±
i¡ wªasn¡ operatora V .Istotnie, gdy V x = 0, to R ba x(s) ds = V x(b)�V x(a) = 0 dla dowolnego przedziaªu[a; b℄ � [0; 1℄. Jest to mo»liwe tylko wtedy, gdy x(s) = 0 prawie wsz�dzie.7.87. Wniosek. Dla dowolnej ma
ierzy normalnej A n�n istnieje taka ma
ierzunitarna U i ma
ierz diagonalna B , »e(7: 44) A = U�1BU:Uwaga. Wªasno±¢ (7. 44) 
harakteryzuje ma
ierze normalne. Podobnie z twier-dzeniem spektralnym, które wªa±nie udowodnili±my. Je±li za
hodzi dla jakiego±operatora, to jest to operator normalny.Operatory Hilberta-S
hmidtaNie
h e1; e2; e3; : : : b�dzie baz¡ ortonormaln¡ w o±rodkowej przestrzeni Hilber-ta H . Operator T 2 L(H) nazywamy operatorem Hilberta-S
hmidta i pi-szemy T 2 H-S, je»eli 1Xn=1 kTenk2 <1:Li
zb� kjTkj = qP1n=1 kTenk2 nazywamy norm¡ Hilberta-S
hmidta opera-tora TWiemy ju» (patrz ??), »e operatory Hilberta-S
hmidta s¡ zwarte.7.88. Lemat. Norma Hilberta-S
hmidta nie zale»y od wyboru bazy ortonornalnejw H .Dowód: Nie
h e01; e02; e03; : : : oraz e001; e002; e003; : : : b�d¡ bazami ortonornalnymi w Hi nie
h kjTkj0 oraz kjTkj00 ozna
zaj¡ normy Hilberta-S
hmidta operatora T , okre-±lone przy pomo
y ty
h baz. Równo±¢ Parsevala mówi, »e dla ka»dego wektorax 2 H za
hodzi równo±¢kxk2 = 1Xn=1 ��hx; e0ni��2 = 1Xn=1 ��hx; e00ni��2:



Operatory Hilberta-S
hmidta 147Wobe
 tego kjTkj02 = 1Xn=1 kTe0nk2 = 1Xn=1 1Xm=1 ��hTe0n; e00mi��2= 1Xn=1 1Xm=1 ��he0n; T �e00mi��2 = 1Xm=1 kT �e00mk2= kjT �kj002:Je»eli w roli w roli pierwszej bazy we¹miemydrug¡, to otrzymamy kjTkj00 = kjT �kj00a st¡d kjTkj0 = kjT �kj00 = kjTkj00 .7.89. Wniosek. Je»eli U jest operatorem unitarnym w H a T operatorem Hil-berta-S
hmidta, to U�1TU 2 H-S oraz kjU�1TUkj = kjTkj.Dowód: Poniewa» 
i¡g Ue1; Ue2; Ue3; : : : jest baz¡ ortonormaln¡ w H , wi�
kjU�1TUkj2 = 1Xn=1 kU�1TUenk2 = 1Xn=1 kTUenk2 = kjTkj2:7.90. Wniosek. Je»eli 2 H-S i e1; e2; e3; : : : jest baz¡ ortonormaln¡, tokjTkj = � 1Xn;m=1 ��hTen; emi��2�1=2:Dowód: Wynika to naty
hmiast z faktu, »e kTenk2 =P1m=1 ��hTen; emi��2 .7.91. Lemat. Je»eli T 2 H-S, to kTk ¬ kjTkj.Dowód: Dla ka»dego " > 0 znajdziemy taki wektor x0 , »e kx0k = 1 oraz kTk2 <kTx0k2 + ". Poniewa» istnieje baza ortonormalna w H , zawieraj¡
a wektor x0 ,wi�
 kTk2 < kjTkj2 + ", a st¡d kTk ¬ kjTkj.7.92. Twierdzenie. Zbiór wszystki
h operatorów Hilberta-S
hmidta z norm¡Hilberta-S
hmidta jest przestrzeni¡ Bana
ha. Ponadto przestrze« H-S jest alge-br¡, przy 
zym kjTSkj ¬ kjTkj kjSkj dla dowolny
h T; S 2 H-S.Dowód: Jest jasne, »e je»eli T 2 H-S oraz � jest skalarem, to kj�Tkj = j�j kjTkj.Nie
h T; S 2 H-S i nie
h e1; e2; e3; : : : b�dzie baz¡ ortonormaln¡ w H . Z wniosku



148 VII. OPERATORY LINIOWE7.90 i nierówno±
i Minkowskiego wynika, »ekjT + Skj = � 1Xn;m=1 ��h(T + S)en; emi��2�1=2= � 1Xn;m=1 ��hTen; emi��2�1=2 + � 1Xn;m=1 ��hSen; emi��2�1=2= kjTkj+ kjSkj;a wi�
 T + S 2 H-S. Aby dowie±¢ zupeªno±
i przestrzeni H-S rozpatrzmy 
i¡gT1; T2; T3; : : : operatorów z H-S, dla którego kjTn � Tmkj ! 0 przy m;n!1. ZLematu 7.91 wynika, »e kTn�Tmk ! 0, dlatego istnieje taki ograni
zony operatorliniowy T na H , »e kT � Tnk ! 0. Aby dowie±¢, »e T nale»y do H-S, ozna
zmyprzez M kres górny 
i¡gu �kjTnkj	. Dla dowolnej li
zby naturalnej r mamyrXk=1 kTekk2 = limn!1 rXk=1 kTnekk2 ¬M2;i dlatego kjTkj2 = 1Xk=1 kTekk2 ¬M2:Wynika st¡d, »e T le»y w H-S. Dla " > 0 dobierzmy tak wska¹nik m("), abykjTn � Tmkj < " przy m;n ­ m("). Wtedy przy m ­ m(")rXk=1 

(T � Tm)ek

2 = limn!1 rXk=1 

(Tn � Tm)ek

2 ¬ lim supn!1 kjTn � Tmkj ¬ "2;a st¡d kjT � Tmkj ¬ " przy m ­ m("). Tak wi�
 przestrze« H-S z norm¡Hilberta-S
hmidta jest przestrzeni¡ Bana
ha.Nie
h teraz T 2 H-S i B 2 L(H). WtedykjBTkj2 = 1Xn=1 kBTenk2 ¬ kBk2 1Xn=1 kTenk2 = kBk kjTkj;wi�
 kjTBkj = kj(TB)�kj = kjB�T �kj ¬ kBk kjTkj:wynika st¡d w sz
zególno±
i, »e je»eli S 2 H-S, tokjSTkj ¬ kSk kjTkj ¬ kjSkj kjTkj;bo kSk ¬ kjSkj.



Operatory Hilberta-S
hmidta 1497.93. Wniosek. Zbiór operatorów Hilberta-S
hmidta jest ideaªem dwustronnymw algebrze Bana
ha L(H), wszystki
h ograni
zony
h operatorów liniowy
h naprzestrzeni Hilberta H . Ponadto, je±li T 2 H-S oraz B 2 L(H), to kjBTkj ¬kBk kjTkj oraz kjTBkj ¬ kjTkj kBk.7.94. Przykªad. Nie
h T b�dzie zwartymoperatorem normalnymw przestrzeniHilberta H i nie
h �1; �2; �3; : : : b�dzie 
i¡giem jego warto±
i wªasny
h, przy 
zymka»da spo±ród li
zb �k wyst�puje tyle razy, ile wynosi jej krotno±¢. OperatorT 2 H-S wtedy i tylko wtedy, gdy1Xk=1 j�kj2 <1:Rze
zywi±
ie, je»eli w H wybra¢ baz� zªo»on¡ z wektorów wªasny
h operatora T ,to 1Xk=1 j�kj = 1Xk=1 kTekk2 = kjTkj:Wida¢ st¡d, »e istniej¡ operatory zwarte, nie b�d¡
e operatorami Hilberta--S
hmidta, np. operatory posta
iT (x1; x2; x3; : : :) = (�1x1; �2x2; �3x3; : : :);gdy 
i¡g �1; �2; �3; : : : zbiega do zera, ale P1k=1 j�kj =1.7.95. Twierdzenie. Nie
h K 2 L2�(0; 1)� (0; 1)�. Operator 
aªkowy K , okre-±lony na przestrzeni L2(0; 1) wzoremKx(t) = Z 10 K(s; t)x(s) dsjest operatorem Hilberta-S
hmidta, orazkjKkj2 = Z 10 Z 10 ��K(s; t)��2ds dt:Ka»dy operator Hilberta-S
hmidta na L2(0; 1) jest takiej posta
i.Dowód: Z nierówno±
i S
hwarza wynika 
aªkowalno±¢ funk
ji K(s; t)x(s) na zbio-rze (0; 1) � (0; 1). Twierdzenie Fubiniego orzeka zatem, »e dla prawie ka»degot 2 (0; 1) funk
ja s �! K(s; t)x(s) jest 
aªkowalna oraz, »e R 10 K(s; t)x(s) ds jestmierzaln¡ (nawet 
aªkowaln¡) funk
j¡ zmiennej t. Ozna
za to, »e operator K jest



150 VII. OPERATORY LINIOWEdobrze okre±lony. Nie wiemy jednak, 
zy funk
ja Kx le»y w L2(0; 1), 
zy K jest
i¡gªy no i 
zy le»y w H-S?Nie
h '1(s); '2(s); '3(s); : : : b�dzie baz¡ ortonormaln¡ w L2(0; 1). Wtedy ro-dzina funk
ji 'm(s)'n(t), m;n = 1; 2; 3; : : : tworzy baz� ortonormaln¡ w prze-strzeni L2�(0; 1) � (0; 1)� . Z równo±
i Parsevala mamy wi�
1Xm;n=1 ���� Z 10 Z 10 K(s; t)'m(s)'n(t) ds dt����2 = Z 10 Z 10 jK(s; t)j2ds dt <1:Z drugiej strony, stosuj¡
 Wniosek 7.90 do operatora K , otrzymamykjKkj2 = 1Xm;n=1 ��hK'm; 'mij2 = 1Xm;n=1 ���� Z 10 Z 10 K(s; t)'m(s)'n(t) ds dt����2;tzn. kjKkj =sZ 10 Z 10 jK(s; t)j2ds dt <1:Zaªó»my teraz, »e K jest operatorem Hilberta-S
hmidta i okre±lmy na zbiorze(0; 1) � (0; 1) funk
j� K wzoremK(s; t) = 1Xm;n=1 am;n 'm(s)'n(t);gdzie am;n = hK'm; 'mi, m;n = 1; 2; 3; : : :. Wtedy, jak to pokazali±my przed
hwil¡, Z 10 Z 10 jK(s; t)j2ds dt = 1Xm;n=1 jam;nj2 = kjKkj;a dla x 2 L2(0; 1), posta
i x(s) =P1m=1 bm 'm(s) dostaniemyKx(t) = 1Xn=1hKx; 'ni'n(t) = 1Xm;n=1 am;n bm 'n(t)= Z 10 K(s; t)x(s) ds:7.96. Przykªad. Na przestrzeni L2(0; 1) operator VolterryV x(t) = Z t0 x(s) ds
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hmidta 151ma j¡dro 
aªkowe K(s; t) = � 1 gdy 0 ¬ s < t ¬ 1,0 gdy 0 ¬ t ¬ s ¬ 1,le»¡
e w L2�(0; 1)� (0; 1)� . Z Twierdzenia 7.95 otrzymujemy wi�
kjV kj = 1p2 :7.97. Twierdzenie. Ka»dy operator Hilberta-S
hmidta mo»na przedstawi¢ jakograni
� zbie»nego w normie Hilberta-S
hmidta 
i¡gu operatorów sko«
zenie wy-miarowy
h.Dowód: Nie
h T 2 H-S i nie
h e1; e2; e3; : : : b�dzie baz¡ ortonormaln¡ w H . Po-niewa» kjTkj2 = P1n=1 kTenk2 < 1, wi�
 istnieje taki 
i¡g wska¹nikówn1; n2; n3; : : :, »e Xn>nk kTenk2 < 1k2 :Nie
h Pk , k = 1; 2; 3; : : :, ozna
za rzut ortogonalny na podprzestrze« liniow¡ wH , rozpi�t¡ na wektora
h e1; e2; : : : ; enk . Wtedy ka»dy z operatorów Tk = TPmjest sko«
zenie wymiarowy ikjT � Tkkj =sXn>nk kTenk2 < 1k :Jak wiemy, zbiór operatorów Hilberta-S
hmidta tworzy algebr� Bana
ha (bezjedno±
i, je±li przestrze« H jest niesko«
zenie wymiarowa). W zbiorze tym mo»naokre±li¢ ilo
zyn skalarny.7.98. Twierdzenie. Nie
h S i T b�d¡ operatorami Hilberta-S
hmidta w prze-strzeni Hilberta H . Je»eli e1; e2; e3; : : : jest baz¡ ortonormaln¡ w H , to szereghhS; T ii = 1Xn=1hSen; T enijest bezwzgl�dnie zbie»ny i jego grani
a nie zale»y od wyboru bazy. Funk
ja hh ; iima wszystkie wªasno±
i ilo
zynu skalarnego orazhhT; T ii = kjTkj2dla T 2 H-S. Ponadto, dla operatorów S; T;R 2 H-S za
hodzi równo±¢hhST; Rii = hhT; S�Rii:



152 VII. OPERATORY LINIOWEDowód: Bezwzgl�dna zbie»no±¢ szeregu wynika naty
hmiast z nierówno±
i S
hwa-rza a niezale»no±¢ od wyboru bazy z nierówno±
ihSen; T eni = 1Xn=1hSen; fnihfm; T eni; n = 1; 2; 3; : : : ;gdzie f1; f2; f3; : : : jest dowoln¡ baz¡ ortonormaln¡ w H . Pozostaªe stwierdzenias¡ o
zywiste.Ozna
za to, »e H-S(H) jest jedno
ze±nie algebr¡ Bana
ha i przestrzeni¡ Hil-berta, a inwolu
ja S �! S� speªnia to»samo±¢hhST; Rii = hhT; S�Rii:Takie algebry nosz¡ nazw� H� -alebr. Wiadomo, »e ka»da H� -algebra jest izome-try
znie *-izomor�
zna algebrze operatorów Hilberta-S
hmidta na pewnej prze-strzeni Hilberta.



ROZDZIA� VIIIALGEBRY BANACHAWªasno±
i ogólneSpotkali±my si� ju» wielokrotnie z przestrzeniami Bana
ha, w który
h okre-±lone byªo dodatkowe dziaªanie, tworz¡
e struktur� algebry. Na przykªad w prze-strzeni C(R) tym dziaªaniem byªo zwykªe mno»enie funk
ji, w przestrzeni L1(R)splot x � y(t) = Z +1�1 x(t� s) y(s) ds;a w przestrzeni L(X) ograni
zony
h operatorów liniowy
h na przestrzeni Bana-
ha, skªadanie operatorów. Obiekty tego typu nosz¡ ogóln¡ nazw� algebr Bana
ha.Defini
ja. Algebr� A z jedno±
i¡ e nad 
iaªem li
zb zespolony
h nazywamyalgebr¡ Bana
ha je»eli wyposa»ona jest w norm� k k speªniaj¡
¡ warunkikek = 1; kx+ yk ¬ kxk+ kyk; x; y 2 A;i jest w tej normie przestrzeni¡ Bana
ha. Algebra Bana
ha jest przemienn¡, gdyxy = yx dla wszystki
h x; y 2 A. Inwolu
j¡ w algebrze Bana
ha A nazywamytakie odwzorowanie x! x� algebry A w siebie, »e(x+ y)�= x� + y�; (xy)�= y�x�;(�x)�= �x�; (x�)�= x:W my±l tej de�ni
ji L1(R) ze splotem nie jest algebr¡ Bana
ha, bo nie posiadajedno±
i. Nie jest to jednak wielka przeszkoda. Poka»emy, »e mo»na tej algebrzedoª¡
zy¢ jedno±¢ tak, by staªa si� algebr¡ Bana
ha.Zaªó»my, »e w algebrze A nie ma jedno±
i, ale »e speªnione s¡ wszystkie pozo-staªe aksjomaty algebry Bana
ha. Poªó»my eA = C �A, gdzie C jest 
iaªem li
zb



154 VIII. ALGEBRY BANACHAzespolony
h. Zbiór eA skªada si� z wszystki
h taki
h par [�; x℄, »e � 2 C , x 2 A.Dziaªania i norm� w eA okre±lamy nast�puj¡
o[�; x℄ + [�; y℄ = [�+ �; x+ y℄;[�; x℄[�; y℄ = [��; �y + �x+ xy℄;� [�; x℄ = [��; �x℄;

[�; x℄

 = j�j+ kxk:Jest o
zywiste, »e eA jest algebr¡ Bana
ha z jedno±
i¡ e = [1; 0℄, przy 
zymkek = 1 i odwzorowanie x! [0; x℄ jest izometry
znym wªo»eniem A w eA.Opiszemy jesz
ze jedn¡ metod� ÿpoprawiania" algebry tak, by staªa si� algebr¡Bana
ha. Zaªó»my, »e przestrze« Bana
ha A jest jedno
ze±nie algebr¡ nad 
iaªemli
zb zespolony
h z jedno±
i¡ e ale, »e zamiast wªasno±
i kek = 1 i kxyk ¬ kxkkykwiemy tylko, »e kek 6= 1 i »e ilo
zyn xy jest 
i¡gªy po ka»dej ze zmienny
h przyustalonej drugiej. Okre±lmy odwzorowanie � : x! Tx algebry A w algebr� L(A)wszystki
h ograni
zony
h operatorów liniowy
h na A kªad¡
 Txy = xy . Jest ja-sne, »e � jest algebrai
znym izomor�zmem algebry A w podalgebr� � (A) algebryL(A). Poka»emy, »e � jest tak»e homeomor�zmem. B�dzie to ozna
zaªo, »e al-gebra A jest topologi
znie i algebrai
znie równowa»na algebrze Bana
ha � (A).Poniewa» kxk = kxek = kTxek ¬ kekkTxk, wi�
 odwzorowanie ��1 : Tx ! xjest 
i¡gªe. Aby dowie±¢ 
i¡gªo±
i � poka»emy najpierw, »e operator T 2 L(A)le»y w � (A) wtedy i tylko wtedy, gdy (Ty)z = T (yz) dla wszystki
h y; z 2 A.Rze
zywi±
ie, je±li warunek ten jest speªniony, to kªad¡
 x = Te, otrzymamyTy = T (ey) = (Te)y = xy , tzn. T = Tx 2 � (A). To, »e ka»dy operator w � (A)ma wspomnian¡ wªasno±¢ wynika naty
hmiast z ª¡
zno±
i mno»enia. Je»eli terazfTng jest 
i¡giem w � (A) i Tn ! T , to z równo±
i(Ty)z = limn!1(Tny)z = limn!1 Tn(yz) = T (yz)wynika, »e T 2 � (A). Dlatego � (A) jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ w L(A).Ozna
za to, »e � jest wzajemnie jednozna
znym odwzorowaniem liniowym prze-strzeni Bana
ha A na przestrze« Bana
ha � (A), a poniewa» odwzorowanie od-wrotne ��1 jest 
i¡gªe, wi�
 z twierdzenia Bana
ha o odwzorowaniu odwrotnymwynika, »e � jest homeomor�zmem.8.1. Wniosek. Ka»da algebra Bana
ha A jest izometry
znie izomor�
zna z do-mkni�t¡ podalgebr¡ algebry Bana
ha L(X) wszystki
h 
i¡gªy
h operatorów linio-wy
h na pewnej przestrzeni Bana
ha X .8.2. Przykªad. Algebra C0(R) funk
ji 
i¡gªy
h na prostej R d¡»¡
y
h do zeraw niesko«
zono±
i, z norm¡ kxk = maxt2R��x(t)��, ma wszystkie wªasno±
i algebry



Wªasno±
i ogólne 155Bana
ha, z wyj¡tkiem posiadania jedno±
i. Mamy dwie mo»liwo±
i jej doª¡
zenia.Pierwsz¡ ÿstandartow¡", gdzie eA = C �C0(R), a drug¡ przez wybranie w algebrzeC(R) najmniejszej podalgebry (domkni�tej) zawieraj¡
ej C0(R). Jest ni¡ algebrawszystki
h funk
ji maj¡
y
h grani
� w niesko«
zono±
i, tzn. funk
ji posta
i �1 +x, gdzie � 2 C , x 2 C0(R). Jest to wi�
 algebra izomor�
zna z eA. Nie jest jednakizometry
znie izomor�
zna. Bo np. dla funk
ji x(t) = t2=(1 + t2) = 1� 1=(1 + t2)mamy kxk eA = 1 +maxt2R ��� 11 + t2 ��� = 2; kxk1 = 1:Wydaje si�, »e drugi sposób ÿdoª¡
zania jedno±
i" jest lepszy.8.3. Przykªad. Podobnie jest dla algebry L1(R). Drugi sposób doª¡
zania jed-no±
i mo»e tu polega¢ na wybraniu w algebrze M(R) wszystki
h miar borelow-ski
h sko«
zony
h z norm¡ k�k = Var(�), splotem� � �(A) = Z +1�1 Z +1�1 �A(t+ s) d�(t) d�(s)i jedno±
i¡ Æ0 , najmniejszej domkni�tej podalgebry zawieraj¡
ej L1(R) (jako mia-ry absolutnie 
i¡gªe wzgl�dem miary Lebesgue'a). Jest ni¡ zbiór wszystki
h miarposta
i d�(t) = � Æ0 + x(t) dt;gdzie � 2 C , x 2 L1(R). Mamy tu k�k = j�j + kxk1 , a wi�
 algebra ta jestizometry
znie izomor�
zna z eA.Defini
ja. Element x algebry Bana
ha A nazywamy regularnym, je±li po-siada element odwrotny x�1 a singularnym lub osobliwym w prze
iwnymprzypadku. Widmo �(x) elementu x skªada si� z ty
h li
zb zespolony
h �, dlaktóry
h element �e� x jest singularny. Li
zba j�(x)j = sup�2�(x) j�j nosi nazw�promienia spektralnego elementu x. Zbiorem rezolwenty �(x) jest dopeª-nienie C n�(x) spektrum �(x). Funk
ja x(�) = (�e�x)�1 okre±lona dla � 2 �(x)nosi nazw� rezolwenty elementu x. Element x 2 A nazywamy prawym (odp.lewym) topologi
znym dzielnikiem zera, je»eli w A istnieje taki 
i¡g fxng,»e kxnk = 1, n = 1; 2; 3; : : :, oraz xnx ! 0 (odp. xxn ! 0). Je»eli element xjest jedno
ze±nie prawym i lewym topologi
znym dzielnikiem zera, to b�dziemygo nazywa¢ dwustronnym topologi
znym dzielnikiem zera.Uwaga. Jak widzieli±my we wniosku 8.1, ka»d¡ algebr� Bana
ha A mo»na trak-towa¢ jako domkni�t¡ podalgebr¡ algebry L(X) dla pewnej przestrzeni Bana
haX (jest ni¡ A). Powstaje pytanie, 
zy poj�
ia | które przed 
hwil¡ wprowa-dzili±my | pokrywaj¡ si� ze znanymi nam ju» odpowiednimi poj�
iami z teoriioperatorów. Odpowied¹ brzmi TAK.



156 VIII. ALGEBRY BANACHADla x 2 A nie
h Tx ozna
za operator Txy = xy , y 2 A. Je»eli element x�1istnieje, to Tx�1(Txy) = y = Tx(Tx�1y);wi�
 Tx�1 = T�1x . Z drugiej strony, gdy T�1x istnieje, toTx�(T�1x y)z� = yz tzn. (T�1x y)z = T�1x (yz)i je±li a = T�1x e, to az = T�1x z dla wszystki
h z 2 A. Opró
z tegoxa = Txa = e = T�1x (Txe) = T�1x (ex) = (T�1x e)x = ax;a wi�
 x�1 = a istnieje i T�1x z = x�1z .Z rozumowania tego wynika, »e �(x) = �(Tx). Pozwala nam to zaadoptowa¢niektóre spo±ród twierdze« teorii spektralnej operatorów do teorii algebr Bana
hai odwrotnie. Na przykªad:8.4. Lemat. Multiplikatywna grupa G elementów regularny
h algebry Bana
haA jest zbiorem otwartym w A, a odwzorowanie x ! x�1 jest homeomor�zmemG na siebie.Dowód: Poka»emy najpierw, »e G zawiera kul� fx 2 A : ke� xk < 1g. Rze
zy-wi±
ie, je»eli ke� xk < 1, to szereg y =P1n=0(e� x)n jest zbie»ny, dlategoyx = xy = y � (e� x)y = 1Xn=0(e� x)n � 1Xn=1(e� x)n = e:W konsekwen
ji y = x�1 ikx�1 � ek = 



 1Xn=1(e� x)n



 ¬ ke� xk1� ke� xk :Pokazali±my, »e G zawiera oto
zenie jedno±
i i x�1 jest 
i¡gª¡ funk
j¡ x w punk
iee. Nie
h teraz x 2 G i ky � xk ¬ 1kx�1k . Wtedykx�1y � ek = kx�1(y � x)k ¬ kx�1kky � xk < 1;a wi�
 z tego, 
o udowodnili±my poprzednio, x�1y 2 G, sk¡d y 2 G. Je»eliyn ! y , to yny�1 ! e i dlatego yy�1n = (yny�1)�1 ! e. W konsekwen
jiy�1n ! y�1 .



Wªasno±
i ogólne 1578.5. Lemat. Ka»dy punkt brzegowy grupy elementów regularny
h algebry Bana-
ha jest dwustronnym topologi
znym dzielnikiem zera.Dowód: Nie
h x =2 G, xn 2 G, xn ! x. Je»eli 
i¡g �kx�1n k	 jest ograni
zony, toxnx� e = x�1n (x�xn)! 0, 
o z lematu 8.4 ozna
za, »e x�1n x 2 G dla du»y
h n.Prze
zy to zaªo»eniu x =2 G. Tak wi�
 
i¡g �kx�1n k	 jest nieograni
zony i mo»emyzaªo»y¢, »e kx�1n k ! 1. Poªó»my yn = x�1n =kx�1n k. Poniewa» kynk = 1 orazynx = yn(x� xn) + ekx�1n k ! 0;xyn = (x� xn)yn + ekx�1n k ! 0;wi�
 x jest dwustronnym topologi
znym dzielnikiem zera.8.6. Lemat. Widmo �(x) elementu x algebry Bana
ha jest zbiorem niepustym,ograni
zonym i domkni�tym. Rezolwenta x(�) = (�e�x)�1 elementu x jest ana-lity
zna na zbiorze �(x), d¡»y do zera przy j�j ! 1 i speªnia równaniex(�)� x(�) = (�� �)x(�)x(�); �; � 2 �(x):Dowód: To, »e zbiór �(x) jest otwarty, a w konsekwen
ji �(x) domkni�ty, wynikaz lematu 8.4. Lemat ten pokazuje te», »e �e�x = �(e�x=�) 2 G dla du»y
h � (boelement e� x=� jest bliski e). St¡d wynika ograni
zono±¢ zbioru �(x). Poniewa»e � x=� ! e przy j�j ! 1, to z lematu 8.4 x(�) = ��1(e � x=�)�1 ! 0 przyj�j ! 1. Dla dowolny
h �; � 2 �(x) elementy x(�) i x(�) komutuj¡ i(�e� x)x(�)x(�) = x(�);(�e� x)x(�)x(�) = x(�);x(�)� x(�) = (� � �)x(�)x(�);sk¡d x(�)� x(�)�� � = �x(�)x(�):Poniewa» funk
ja x(�) jest 
i¡gªa dla � 2 �(x), ostatnia równo±¢ dowodzi, »ex0(�) = �[x(�)℄2 , a w konsekwen
ji dowodzi anality
zno±
i rezolwenty x(�) nazbiorze �(x).Na zako«
zenie zauwa»my jesz
ze, »e je»eli widmo �(x) jest zbiorem pustym,to dla ka»dego funk
jonaªu liniowego x� 2 A� funk
ja � ! x��x(�)� jest anali-ty
zna na 
aªej pªasz
zy¹nie C i d¡»y do zera w niesko«
zono±
i, dlatego równajest zeru wsz�dzie. Poniewa» za x� mo»na wybra¢ dowolny element przestrzenisprz�»onej A� , to 0 = x(�) = x(�)(�e � x) = e, 
o prze
zy wªasno±
i kek = 1.



158 VIII. ALGEBRY BANACHA8.7. Twierdzenie. Je»eli algebra Bana
ha nie zawiera ró»ny
h od zera dwu-stronny
h topologi
zny
h dzielników zera, to jest izometry
znie izomor�
zna z 
ia-ªem li
zb zespolony
h.Dowód: Nie
h x 2 A, Zgodnie z lematem8.6, widmo �(x) jest zbiorem niepustymi ograni
zonym, istnieje wi�
 punkt � nale»¡
y do jego brzegu. Wtedy, jak towynika z lematu 8.5, �e � x jest dwustronnym topologi
znym dzielnikiem zera,zatem x = �e. Poniewa» kek = 1, wi�
 kxk = j�j.8.8. Wniosek (twierdzenie Mazura-Gelfanda). Je»eli algebra Bana
hajest 
iaªem, to jest izometry
znie izomor�
zna z 
iaªem li
zb zespolony
h.Uwaga. Mazur udowodniª ogólniejsze twierdzenie: Je»eli algebra Bana
ha nad
iaªem li
zb rze
zywisty
h jest 
iaªem, to jest izomor�
zna albo z 
iaªem li
zbrze
zywisty
h, albo z 
iaªem li
zb zespolony
h, albo z 
iaªem kwaternionów (patrznp. [10℄).8.9. Lemat. Promie« spektralny j�(x)j elementu x algebry Bana
ha speªniarówno±¢ ���(x)�� = limn!1 kxnk1=n ¬ kxk:Dowód: Je»eli j�j > kxk, to szereg 1Pn=0 xn�n+1 jest zbie»ny, a poniewa»(�e� x) 1Xn=0 xn�n+1 = 1Xn=0�xn�n � xn+1�n+1� = e;wi�
 � nale»y do zbioru rezolwenty �(x). Dlatego j�(x)j ¬ kxk. Z lematu 8.6wynika, »e rezolwenta x(�) jest funk
j¡ anality
zn¡ na zbiorze �(x) i dlategodla ka»dego funk
jonaªu x� 2 A� wszystkie punkty osobliwe skalarnej funk
jianality
znej x��x(�)� zawarte s¡ w kole j�j ¬ j�(x)j. Wynika st¡d, »e szeregx��x(�)� =P1n=0 x�(xn)=�n+1 jest zbie»ny przy j�j > j�(x)j, a w konsekwen
ji,»e dla taki
h � supn ���x�(xn)�n+1 ��� <1:Poniewa» x� jest dowolnym elementem A� , z twierdzenia Bana
ha-Steinhausawnosimy, »e 


 xn�n+1


 ¬M� <1; n = 1; 2; 3; : : : ;a st¡d lim supn!1 kxnk1=n ¬ j�(x)j:



Wªasno±
i ogólne 159Dla zako«
zenia dowodu zauwa»my, »e je»eli element �e � x jest singularny, tosingularny jest równie» element �ne�xn , bo jest wielokrotno±
i¡ �e�x. Dlatego� 2 �(x) po
i¡ga �n 2 �(xn), sk¡d j�nj ¬ kxnk, a dalej j�j < lim infn!1 kxnk1=n
zyli, »e j�(x)j ¬ lim infn!1 kxnk1=n .Je»eli A0 jest podalgebr¡ Bana
ha (tzn. domkni�t¡ podalgebr¡ z jedno±
i¡)algebry A i x 2 A0 , to wraz z widmem �(x) elementu x wzgl�dem algebry Amo»na rozpatrywa¢ jego widmo �0(x) wzgl�dem podalgebry A0 . Zbiory �(x) i�0(x), ogólnie rze
z bior¡
, s¡ ró»ne, jednak | jak to wida¢ z powy»szego lematu| i
h promienie spektralne j�(x)j i j�0(x)j s¡ sobie równe. Je»eli e0 jest idem-potentem w A (tzn. e20 = e0 ) ró»nym od e i 0, a A0 = e0Ae0 , to jest jasne,»e �0(x) � �(x) dla ka»dego x 2 A0 Poni»szy lemat pokazuje, »e je»eli jedynkapodalgebry A0 pokrywa si� z e, to za
hodzi zawieranie odwrotne.8.10. Lemat. Nie
h A0 b�dzie podalgebr¡ Bana
ha algebry Bana
ha A, maj¡
¡wspóln¡ z A jedynk� e. Wtedy �(x) � �0(x) dla ka»dego x 2 A0 , a dla brzegówty
h zbiorów za
hodzi zawieranie prze
iwne ���0(x)� � ���(x)�.Dowód: Poniewa» jedynka e algebry A le»y w A0 , to ka»dy element regularnyw A0 jest regularny w A. Dlatego �0(x) � �(x), 
zyli �(x) � �0(x). Je»eli� 2 ���0(x)�, to �e � x jest punktem brzegu grupy elementów odwra
alny
halgebry A0 . Z lematu 8.5 wynika, »e �e � x jest dwustronnym topologi
znymdzielnikiem zera w A0 , a wi�
 i w A. Wynika st¡d, »e ���0(x)� � �(x), 
o wpoª¡
zeniu z zawieraniem �0(x) � �(x) daje���0(x)� = �0(x) \ ���0(x)� � �(x) \ �(x) = ���(x)�:8.11. Przykªad. Przy ozna
zenia
h D = fz 2 C : jzj < 1g oraz T = �D =fz 2 C : jzj = 1g rozpatrzmy algebr� Bana
ha A = C(T ) i jej podzbiór A0zªo»ony z ty
h funk
ji holomor�
zny
h w D , które posiadaj¡ przedªu»enie dofunk
ji 
i¡gªej na D . Z twierdzenia Cau
hy'ego wynika, »e A0 jest domkni�t¡podalgebr¡ Bana
ha algebry A. Dla funk
ji x(z) = z mamy �(x) = T , za±�0(x) = D . Tak wi�
 �(x) 6= �0(x), ���(x)� = ���0(x)�. �atwo sprawdzi¢, »edla dowolnej funk
ji x 2 A0 mamy �(x) = x(T ), za± �0(x) = x(D), 
zyli �(x) ��0(x). Z zasady maksimum dla funk
ji holomor�
zny
h wynika, »e ��x(T )� =��x(D)�, tzn. ���0(x)� = ���(x)�.8.12. Wniosek. Je»eli w lema
ie 8.10 zaªo»ymy dodatkowo, »e �0(x) jest zbio-rem brzegowym lub, »e �(x) jest zbiorem spójnym, to �0(x) = �(x).Dowód: Je»eli �0(x) jest zbiorem brzegowym, to�0(x) = ���0(x)� � ���(x)� � �(x) � �0(x):



160 VIII. ALGEBRY BANACHAJe»eli zbiór �(x) jest spójny i istnieje punkt � 2 �0(x)\�(x), to mo»na go poª¡
zy¢z niesko«
zono±
i¡ krzyw¡ 
i¡gª¡ 
aªkowi
ie le»¡
¡ w zbiorze �(x). Ale wtedyznajdziemy punkt brzegowy zbioru �0(x) le»¡
y w �(x), a to prze
zy lematowi8.10. Tak wi�
 zbiór �0(x)\�(x) jest pusty, 
o ozna
za, »e �0(x) � �(x) � �0(x).8.13. Wniosek. Je»eli w lema
ie 8.10 zaªo»y¢ dodatkowo, »e widmo �0(x) jestrze
zywiste, to pokrywa si� ono z widmem �1(x) elementu x wzgl�dem dowolnejpodalgebry Bana
ha A1 � A, zawieraj¡
ej x i jedynk� algebry A.Dowód: Poniewa» �(x) � �0(x), wi�
 �(x) le»y na prostej rze
zywistej. Ponie-wa» �(x) jest zbiorem ograni
zonym, wi�
 �(x) jest zbiorem spójnym. Poprzedniwniosek pokazuje, »e �0(x) = �(x) = �1(x).Defini
ja. Prawym (odp. lewym) ideaªemw algebrze Bana
ha A nazywamytak¡ niezerow¡ wªa±
iw¡ podprzestrze« liniow¡ J w A, »e JA = J (odp. AJ =J ). Je»eli jedno
ze±nie JA = J i AJ = J , to ideaª J nazywamy dwustronnym.Zbiory A i f0g traktujemy jako ideaªy trywialne.Poniewa» ideaª jest wªa±
iwym podzbiorem A, nie mo»e zawiera¢ »adnegoelementy regularnego i dlatego jest zawarty w dopeªnieniu G 
 grupy elementówregularny
h. Poniewa» zbiór G jest otwarty (lemat 8.4), to J � G 
 , a wi�
 J 6= A.St¡d i z 
i¡gªo±
i opera
ji algebrai
zny
h w A wynika, »e J jest tak»e ideaªem.Tak wi�
 domkni�
ie prawego, lewego lub dwustronnego ideaªu jest znów ideaªemprawym, lewym lub dwustronnym. Wynika st¡d, »e ideaª maksymalny (tzn. niezawieraj¡
y si� w »adnym innym ideale tego samego typu) jest zawsze domkni�ty.Zaªó»my, »e J jest prawym ideaªem. Uporz¡dkujmy przez zawieranie zbiórwszystki
h prawy
h ideaªów zawieraj¡
y
h J . Stosuj¡
 lemat Zorna otrzymamy,»e zbiór ten zawiera element maksymalny. Tak wi�
 ka»dy prawy (analogi
znielewy i dwustronny) ideaª jest zawarty w pewnym maksymalnym prawym (odp.lewym i dwustronnym) ideale. Wynika st¡d w sz
zególno±
i, »e je»eli element xjest singularny, to przynajmniej jeden ze zbiorów xA lub Ax jest ideaªem, jestwi�
 zawarty w pewnym ideale maksymalnym.Wªasno±
i ideaªów zebrane s¡ w nast�puj¡
ym lema
ie:8.14. Lemat. Ideaªy prawostronne, lewostronne i dwustronne maj¡ nast�puj¡
ewªasno±
i:a. Ideaª nie zawiera elementów regularny
h.b. Domkni�
ie ideaªu jest znów ideaªem.
. Ideaª maksymalny jest domkni�ty.



Przemienne algebry Bana
ha 161d. Ka»dy ideaª jest zawarty w pewnym ideale maksymalnym.e. Element x le»y w przynajmniej jednym ideale maksymalnym prawostron-nym (odp. lewostronnym) wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma prawego (odp.lewego) odwrotnego.Zwró¢my uwag�, »e klasy równowa»no±
i x + J , x 2 A, wzgl�dem ideaªudwustronnego J tworz¡ algebr� wzgl�dem nast�puj¡
y
h dziaªa«(x+ J) + (y + J) = (x+ y) + J;�(x+ J) = (�x) + J; (x+ J)(y + J) = (xy) + J:Algebra ta nosi nazw� algebry ilorazowej algebry A wzgl�dem ideaªu J i ozna-
zana jest A=J . Norm� w algebrze ilorazowej okre±lamy wzoremkx+ Jk = infy2J kx+ yk:8.15. Lemat. Je»eli J jest domkni�tym ideaªem dwustronnym w algebra Bana-
ha A, to A=J jest algebr¡ Bana
ha.Dowód: Dla uprosz
zenia ozna
zmy przez [x℄ klas� równowa»no±
i elementu x wA=J . Jest o
zywiste, »e A=J jest algebr¡ z jedno±
i¡ [e℄. Pozostaje tylko dowie±¢,»e speªnione s¡ aksjomaty normy. Je»eli k[x℄k = 0, to znajdziemy taki 
i¡g fxngw J , »e kx+xnk ! 0, a poniewa» J jest zamkni�ty, wi�
 x 2 J . W konsekwen
ji[x℄ = [0℄ tzn., »e [x℄ jest zerem w A=J . Zaªó»my teraz, »e z; u; v przebiegaj¡niezale»nie zbiór J . Wtedy

[x℄[y℄

= 

[xy℄

 = infz kxy + zk ¬ infu;v 

(x+ u)(y + v)

 ¬ 

[x℄



[y℄

:Poniewa» k[e℄k = k[e2℄k ¬ k[e℄k2 i k[e℄k 6= 0, wi�
 k[e℄k ­ 1. Z drugiej stronyk[e℄k = infz2J ke + zk ¬ kek = 1. W konsekwen
ji k[e℄k = 1. Podaddytywno±¢i jednorodno±¢ normy ilorazowej s¡ o
zywiste. Tak»e zupeªno±¢ przestrzeni A=J .Przemienne algebry Bana
haW przemiennej algebrze Bana
ha A ka»dy ideaª J jest ideaªem dwustronnym,a algebra ilorazowa A=J jest przemienna. Jest ona algebr¡ Bana
ha, gdy J jestideaªem domkni�tym. �atwo zauwa»y¢, »e ka»dy ideaª J 0 algebry A zawieraj¡
yJ jako wªa±
iwy podzbiór okre±la w algebrze A=J ideaª eJ 0 , zªo»ony z wszystki
hty
h warstw ex = x+J , »e x 2 J . Odwrotnie, ka»dy ideaª algebry ilorazowej A=Jmo»na otrzyma¢ w ten sposób.



162 VIII. ALGEBRY BANACHA8.16. Twierdzenie. Nie
h J b�dzie ideaªem domkni�tym w przemiennej alge-brze Bana
ha A. Algebra ilorazowa A=J jest izometry
znie izomor�
zna 
iaªuli
zb zespolony
h wtedy i tylko wtedy, gdy J jest ideaªem maksymalnym.Dowód: Je±li ideaª J nie jest maksymalny, to jest wªa±
iwym podzbiorem pewnegoideaªu. Wtedy algebra ilorazowa A=J posiada nietrywialny ideaª i nie mo»e by¢
iaªem. Z drugiej strony, gdy ideaª J jest maksymalny, to A=J nie zawiera nietry-wialny
h ideaªów, a wi�
 jest 
iaªem. Teza wynika z TwierdzeniaMazura-Gelfanda.Nie
h M ozna
za zbiór wszystki
h ideaªów maksymalny
h przemiennej alge-bry Bana
ha A. Z twierdzenia 8.16 wynika, »e dla ka»dego M 2 M i ka»degox 2 A istnieje taka li
zba zespolona x(M), »e x +M = x(M) e + M . Jest ja-sne, »e odwzorowania x ! x(M) jest homomor�zmem algebry A w 
iaªo li
zbzespolony
h C . Homomor�zm ten jest 
i¡gªy, bo jx(M)j ¬ kx+Mk ¬ kxk.8.17. Lemat. Nie
h � b�dzie niezerowym homomor�zmem przemiennej algebryBana
ha A w 
iaªo li
zb zespolony
h i nie
hM� = fx 2 A : �(x) = 0gozna
za jego j¡dro. Wtedy M� jest ideaªem maksymalnym algebry A i x(M�) =�(x) dla x 2 A. Odwzorowanie �!M� mi�dzy zbiorem wszystki
h niezerowy
hhomomor�zmów i zbiorem M wszystki
h ideaªów maksymalny
h jest wzajemniejednozna
zne.Dowód: Poniewa» element �(x) e�x le»y w ideale M� , to jest singularny i dlategoli
zba �(x) le»y w widmie �(x). Z lematu 8.9 wynika, »e j�(x)j ¬ kxk. Ozna
za to,»e homomor�zm � jest 
i¡gªy, ideaª M� domkni�ty a A=M� jest algebr¡ Bana
ha.Homomor�zm � jest staªy na ka»dej warstwie x+M� i dlatego wyzna
za pewienhomomor�zm e� algebry ilorazowej A=M� w 
iaªo li
zb zespolony
h C . Poniewa»�(�e) = �, to e� odwzorowuje A=M� na 
aªe C . Wynika st¡d, »e A=M� jest
iaªem, a w konsekwen
ji, »e ideaª M� jest maksymalny. Równo±¢ �(x) = x(M�)wynika bezpo±rednio z okre±lenia x(M�). Odwzorowanie �!M� jest wzajemniejednozna
zne, bo je±li M�1 = M�2 , to �1(x) = x(M�1) = x(M�2) = �2(x) dlawszystki
h x 2 A.8.18. Wniosek. Ka»dy homomor�zm przemiennej algebry Bana
ha w 
iaªo li
zbzespolony
h jest 
i¡gªy.



Przemienne algebry Bana
ha 1638.19. Lemat. Nie
h M ozna
za zbiór wszystki
h ideaªów maksymalny
h prze-miennej algebry Bana
ha A. Wtedy x(M) = �(x) oraz(8: 45) supM2M ��x(M)�� = limn!1 kxnk1=n:Dowód: Element x(M) e � x le»y w ideale maksymalnym M , dlatego jest sin-gularny, wi�
 x(M) 2 �(x). Odwrotnie, je»eli � 2 �(X), to element singularny�e � x le»y w pewnym ideale maksymalnym M . Wtedy � = x(M). Równo±¢(8. 45) wynika z lematu 8.9.Defini
ja. Element x algebry Bana
ha A nazywamy topologi
znym nilpo-tentem, je±li kxnk1=n ! 0. Radykaª R to zbiór wszystki
h topologi
zny
h nil-potentów algebry A. Je»eli R = f0g, to algebra nosi nazw� póªprostej.8.20. Lemat. Radykaª przemiennej algebry Bana
ha pokrywa si� z przekrojemwszystki
h jej ideaªów maksymalny
h.Dowód: Poniewa» x(M) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x 2 M , wi�
 teza wynikaz lematu 8.19.Defini
ja. Przestrzeni¡ strukturaln¡ przemiennej algebry Bana
ha A na-zywamy zbiór M wszystki
h jej ideaªów maksymalny
h wyposa»ony w topologi�,w której baz¡ oto
ze« punktu M0 2M tworz¡ zbioryU(M0; "; F ) = �M 2M : ��x(M)� x(M0)�� < " dla x 2 F	;gdzie " > 0 a F jest dowolnym sko«
zonym podzbiorem A. Zauwa»my, »e topo-logia ta, to najsªabsza topologia w M , w której wszystkie funk
je M ! x(M) s¡
i¡gªe.8.21. Lemat. Przestrze« strukturalna M przemiennej algebry Bana
ha A jestzwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a i dla ka»dego x 2 A funk
ja x(m) jest 
i¡gªa naM.Dowód: Ozna
zmy przez Qx domkni�ty dysk f� 2 C : j�j ¬ kxkg pªasz
zyzny ze-spolonej i nie
h Q =Qx2AQx b�dzie produktem topologi
znym wszystki
h ty
hdysków. Poniewa» jx(M)j ¬ kxk, to x(M) 2 Qx dla ka»dego x 2 A i dlategoka»demu M 2 M odpowiada pewien punkt q 2 Q, mianowi
ie punkt o wspóª-rz�dny
h q(x) = x(M). Ró»nym ideaªom maksymalnym M1 i M2 odpowiadaj¡w Q ró»ne punkty, bo je»eli x 2 M1 , x =2 M2 , to x(M1) = 0 6= x(M2). Z twier-dzenia Ti
honowa (patrz ??) wynika, »e Q jest zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a, a



164 VIII. ALGEBRY BANACHAM jest topologi
znie równowa»na pewnemu podzbiorowi przestrzeni Q. Dla za-ko«
zenia dowodu wystar
zy pokaza¢, »e M jest domkni�tym podzbiorem w Q.Nie
h � 2M, " > 0, F = fx; y; x+ yg, gdzie x; y s¡ dowolnymi elementami A.Oto
zenie U(�; "; F ) punktu � w Q ma niepusty przekrój z M, dlatego istniejetaki ideaª maksymalny M , »e���(x)� x(M)�� < "; ���(y)� y(M)�� < ";���(x + y)� (x+ y)(M)�� < ":Poniewa» (x + y)(M) = x(M) + y(M), a " > 0 jest dowolne, to �(x + y) =�(x) + �(y). W ten sam sposób mo»na dowie±¢, »e �(e) = 1, �(�x) = ��(x)i �(xy) = �(x)�(y). Tak wi�
 punkt � 2 M okre±la niezerowy homomor�zmalgebry A w 
iaªo li
zb zespolony
h. Z lematu 8.17 wynika istnienie takiego ideaªumaksymalnego M� w M, »e x(M�) = �(x), x 2 A. Tak wi�
 � 2M tzn., »e Mjest domkni�tym zbiorem w Q.8.22. Twierdzenie. Nie
h M b�dzie przestrzeni¡ strukturaln¡ przemiennej al-gebry Bana
ha A, za± C(M) algebr¡ Bana
ha wszystki
h zespolony
h funk
ji 
i¡-gªy
h na M. Wtedy odwzorowanie x! x(�) jest 
i¡gªym homomor�zmem algebryA w C(M), przy 
zym supM2M ��x(M)�� ¬ kxk. Odwzorowanie to jest wzajemniejednozna
zne wtedy i tylko wtedy, gdy algebra A jest póªprosta.Dowód: To, »e odwzorowanie x! x(�) jest homomor�zmem wynika z okre±leniax(M). Z lematu 8.21 wynika, »e x(�) 2 C(M). Nierówno±¢ jx(M)j ¬ kxk po-kazana zostaªa w lema
ie 8.19. Gdy A jest algebr¡ póªprost¡, to z lematu 8.20wnosimy, »e gdy x(M) = 0 dla wszystki
h M 2 M, to x = 0. Wtedy odwzoro-wanie x! x(�) jest wzajemnie jednozna
zne. Odwrotnie, je»eli to odwzorowaniejest wzajemnie jednozna
zne, to z lematu 8.20 wynika, »e A jest póªprosta.8.23. Przykªad. Nie
h K b�dzie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a. Poka»emy, »ew algebrze C(K) ka»dy funk
jonaª liniowy i multiplikatywny � dany jest wzorem�(x) = x(t0); gdzie t0 2 K:Poka»emy najpierw, »e istnieje taki punkt t0 2 K , »e je»eli �(x) = 0, to x(t0) = 0.Istotnie, gdyby takiego punktu nie byªo, to dla ka»dego t 2 K istniaªby takielement xt 2 C(K), »e �(xt) = 0 oraz xt(t) 6= 0. Kªad¡
 w razie potrzebyxtxt w miejs
e xt , mo»emy zaªo»y¢, »e xt(s) ­ 0 i xt(t) > 0. Zbiory otwarteUt = fs 2 K : xt(s) > 0g pokrywaj¡ 
aªa przestrze« K , ze zwarto±
i K wynikamo»liwo±¢ wybrania taki
h punktów t1; t2; : : : ; tn 2 K , »e K = Snk=1 Utk . Wynikast¡d, »e y(s) = xt1(s)+xt2(s)+ : : :+xtn(s) > 0 dla wszystki
h s 2 K , 
zyli, »e yjest elementem odwra
alnym w C(K). Z drugiej strony �(y) = �(xt1) + �(xt2) +
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ha 165: : :+�(xtn) = 0, 
o prowadzi do sprze
zno±
i. Istnieje wi�
 »¡dany punkt t0 . Nie
hx b�dzie dowolnym elementem algebry C(K). Je»eli �(x) = �, to �(x��e) = 0,sk¡d (x � �e)(t0) = 0, 
zyli x(t0) = � = �(x). Widzimy wi�
, »e M = K i »eodwzorowanie x! x(�) jest po prostu to»samo±
i¡.8.24. Przykªad. Nie
h S b�dzie przestrzeni¡ topologi
zn¡ lokalnie zwart¡ inie
h C0(S) ozna
za algebr� funk
ji 
i¡gªy
h na S , ÿznikaj¡
y
h w niesko«
zo-no±
i", tzn. taki
h funk
ji x : S ! C , »e dla ka»dego " > 0 istnieje taki zbiórzwarty K � S , »e jx(t)j < " dla t =2 K . Rozpatrzmy algebr� Bana
ha A wszyst-ki
h funk
ji ÿmaj¡
y
h grani
� w niesko«
zono±
i", tzn. posta
i x(t) = �+ x0(t),gdzie � 2 C , x0 2 C0(S), z norm¡ kxk = supt2S jx(t)j. Dla takiej funk
ji na-piszemy limt!1 x(t) = �. Rozumuj¡
 podobnie jak w poprzednim przykªadziepokazujemy, »e jedynymi funk
jonaªami liniowymi multyplikatywnymi algebry As¡ funk
jonaªy posta
i�(x) = x(t0); t0 2 S; lub �(x) = limt!1 x(t):Ozna
za to, »e przestrze« strukturalna M algebry A pokrywa si� ze zbioremS[f1g. Jak poprzednio, ªatwo pokazujemy, »e topologia na przestrzeni S odzie-dzi
zona z M pokrywa si� z wyj±
iow¡ topologi¡ S . Ozna
za to, »e M jest uzwar-
eniem jednopunktowym, tzw. uzwar
eniem Aleksandrowa, przestrzeni S .8.25. Przykªad. Nie
h S b�dzie przestrzeni¡ topologi
zn¡ 
aªkowi
ie regu-larn¡. Poka»emy, »e przestrze« strukturalna M algebry C(S) jest homeomor�
znaz uzwar
eniem �Ce
ha-Stone'a �S przestrzeni S .Rze
zywi±
ie, poniewa» S jest przestrzeni¡ 
aªkowi
ie regularn¡, to przypo-rz¡dkowanie t!Mt = fx 2 C(S) : x(t) = 0g 2M jest wzajemnie jednozna
zne.Nie
h MS ozna
za obraz zbioru S przez to odwzorowanie. Poka»emy, »e MS le»yg�sto w M. Gdyby tak nie byªo, to w M istniaªoby oto
zenie posta
i�M 2M : ��xk(M)� xk(M0)�� < "; k = 1; 2; : : : ; n	rozª¡
zne z MS . Poªó»my yk = xk � xk(M0) e. Wtedy dla ka»dego t 2 S istniejetaki wska¹nik k , »e jyk(t)j ­ ". Nie
hy(t) = nXk=1 yk(t) yk(t):Wtedy y(t) ­ "2 dla wszystki
h t 2 S , wi�
 dla y w C(S) istnieje funk
ja od-wrotna y�1 . Wtedy y nie le»y w »adnym ideale maksymalnym, 
ho¢ y(M0) = 0.Tu sprze
zno±¢. Rozumowanie to pokazuje, »e MS le»y g�sto w M. Ponadto dla



166 VIII. ALGEBRY BANACHAka»dego x 2 C(S) funk
ja x(M) jest 
i¡gªa na M i jest przedªu»eniem na Mfunk
ji x(Mt) = x(t). Dla zako«
zenia dowodu wystar
zy wi�
 pokaza¢, »e od-wzorowanie t!Mt jest homeomor�zmem S na MS . Prze
iwobrazem oto
zenia(a) �Mt 2MS : ��xk(Mt)� xk(Mt0)�� < "; k = 1; 2; : : : ; n	przez to odwzorowanie jest zbiór(b) �t 2 S : ��xk(t)� xk(t0)�� < "; k = 1; 2; : : : ; n	;który z powodu 
i¡gªo±
i funk
ji xk , k = 1; 2; : : : ; n jest otwarty. Ozna
za to,»e rozpatrywane odwzorowanie jest 
i¡gªe i wystar
zy tylko sprawdzi¢, »e jestotwarte. Zauwa»my w tym 
elu, »e ka»dy zbiór otwarty w S jest sum¡ zbiorówtypu (b). Istotnie, je»eli U jest oto
zeniem punktu t0 a x 2 C(S) jest funk
j¡oddzielaj¡
¡ punkt t0 od zbioru S n U , (tzn. x(t0) = 1, x(t) = 0 dla t =2 U ) tozbiór �t 2 S : ��x(t)� x(t0)�� < 12	jest oto
zeniem punktu t0 typu (b), zawartym u oto
zeniu U .8.26. Przykªad. Wyka»emy, »e w algebrze L1(R) ka»dy funk
jonaª multipli-katywny � dany jest wzorem�(x) = Z +1�1 x(t) eitsdt; gdzie s 2 R:Zauwa»my najpierw, »e L1(R) nie jest algebr¡ Bana
ha, bo nie posiada jedno±
i,winni±my wi�
 bada¢ algebr� A = C �L1 (R) powstaª¡ przez doª¡
zenie jedno±
i.Ka»dy niezerowy funk
jonaª multiplikatywny na A jest posta
i�(�e + x) = �+ �(x):Jednym spo±ród dopusz
zalny
h funk
jonaªów jest �0(�e + x) = �. Pozostaªes¡ niezerowymi funk
jonaªami multyplikatywnymi algebry L1(R). Ozna
za to, »eprzestrze« strukturalna M algebry A mo»na uto»sami¢ ze zbiorem R [ f�0g.Pozostawiamy jako ¢wi
zenie pokazanie, »e M jest uzwar
eniem Aleksandrowaprzestrzeni R.Funk
jonaª �, jako 
i¡gªy funk
jonaª liniowy na przestrzeni L1(R) musi mie¢posta¢ �(x) = Z +1�1 x(t) �(t) dt;



Przemienne algebry Bana
ha 167gdzie � 2 L1(R). Z wªasno±
i multyplikatywno±
i � otrzymujemy warunekZ +1�1 �Z +1�1 x(t� s) y(s) ds� �(t) dt = Z +1�1 x(t) �(t) dtZ +1�1 y(s) �(s) ds:Równo±¢ ta za
hodzi dla wszystki
h x; y 2 L1(R). Zatem �(t + s) = �(t) �(s)prawie wsz�dzie. Wobe
 mierzalno±
i funk
ji � , musi ona by¢ posta
i �(t) = eztdla pewnego z 2 C . Poniewa» funk
ja � jest istotnie ograni
zona, wi�
 z musiby¢ 
zysto urojona, tzn. z = is, s 2 R. O
zywi±
ie dla ró»ny
h s funk
jonaªy,które otrzymamy s¡ ró»ne. Poniewa» funk
jabx(s) = Z +1�1 x(t) eitsdtjest 
i¡gª¡ funk
j¡ zmiennej s, d¡»¡
¡ do zera w niesko«
zono±
i, wi�
 istotnieprzestrze« strukturaln¡ M algebry A mo»emy uto»sami¢ z uzwar
eniem Alek-sandrowa R[ f1g prostej R. Punkt 1 jest tu reprezentowany przez funk
jonaª�0 .8.27. Przykªad. Stosuj¡
 podobn¡ te
hnik� mo»na pokaza¢, »e ka»dy funk-
jonaª multyplikatywny � na algebrze `1(Z) wszystki
h 
i¡gów sumowalny
hx = (: : : ; x�1; x0; x1; : : :) ze splotem, jest posta
i�(x) = +1X�1 xn eint;gdzie t jest li
zb¡ rze
zywist¡ (speªniaj¡
¡ warunek 0 ¬ t < 2� , by odpowiednio±¢byªa wzajemnie jednozna
zna).Defini
ja. Powiemy, »e algebra Bana
ha A jest generowana przez zbiór A �A, je»eli najmniejsz¡ domkni�t¡ podalgebr¡ z jedynk¡ e i zawieraj¡
¡ A jest A.Zbiór A nazywamy wtedy zbiorem generatorów algebry A.8.28. Przykªad. Algebra dyskowa A(D) jest generowana przez zbiór jedno-elementowy, zªo»ony z funk
ji identy
zno±
iowej f0(z) = z . Algebra C(T ) jestgenerowana przez zbiór ff0; f0g. Wynika to z twierdzenia Stone'a-Weierstrassa.�aden zbiór jednoelementowy nie generuje C(T ).8.29. Twierdzenie. Przestrze« strukturalna przemiennej algebry Bana
ha Agenerowanej przez zbiór A � A jest homeomor�
zna z domkni�tym podzbioremproduktu zbiorów Q�(a), gdzie a przebiega zbiór A.



168 VIII. ALGEBRY BANACHADowód: Zgodnie z lematem 8.19, x(M) = �(x) i dlatego przyporz¡dkowanieM ! x(M) okre±la odwzorowanie przestrzeni M w Qx2A �(x). Odwzorowanieto jest 
i¡gªe, bo 
i¡gªe s¡ wszystkie funk
je x(�). Zaªó»my, »e x(M1) = x(M2) dlawszystki
h x 2 A. Poniewa» zbiór A generuje A, to y(M1) = y(M2) dla wszyst-ki
h y 2 A, st¡d M1 = M2 , bo je»eli y 2 M1 oraz y =2 M2 , to y(M1) = 0 6=y(M2). Rozpatrywane odwzorowanie jest wi�
 
i¡gªe i wzajemnie jednozna
zne zprzestrzeni zwartej Hausdor�a M w (zwart¡) przestrze« Hausdor�a Qx2A �(x),jest wobe
 tego homeomor�zmem a obraz M jest domkni�ty w Qx2A �(x).8.30. Wniosek. Przestrze« strukturalna przemiennej algebry Bana
ha z jednymgeneratorem jest homeomor�
zna ze spektrum tego generatora.Przemienne C*-algebryC*-algebr¡ nazywamy algebr� Bana
ha z inwolu
j¡ *, speªniaj¡
¡ dodatkowowarunek kx�xk = kxk2 .Jest jasne, »e algebra C(K), gdzie K jest przestrzeni¡ zwart¡, jest C*-algebr¡przemienn¡, je»eli za inwolu
j� � wybra¢ zwykªe sprz�»enie zespolone x�(t) =x(t). Mamy wtedy kx�xk1 = k jxj2k1 = kxk21 . Innym dobrze znanym namprzykªadem C*-algebry, tym razem nieprzemiennej, jest algebra L(H) wszystki
hograni
zony
h operatorów na przestrzeni Hilberta H . Inwolu
ja, to sprz�ganieoperatorów hT �x; yi = hx; Tyi, x; y 2 H . Wiemy, »e kT �Tk = kTk2 dla ka»degoT 2 L(H).Nie
h T b�dzie operatorem normalnym na przestrzeni Hilberta H , za± Anajmniejsz¡ domkni�t¡ podalgebr¡ w L(H) zawieraj¡
¡ T , T � oraz I . Wtedy Ajest przemienn¡ C*-algebr¡.W algebrze dyskowej A(D) mo»na wprowadzi¢ inwolu
j� kªad¡
 x�(z) = x(z).Jednak A(D) nie jest C*-algebr¡. Mamy bowiem dla funk
ji x(z) = z+i; kx�xk =supz2D jz2 + 1j = 2, natomiast kxk = supz2D jz + ij = 2.8.31. Lemat. Je»eli A jest przemienn¡ algebr¡ Bana
ha, to kx2k = kxk2 ikx�k = kxk dla ka»dego x 2 A, a tak»e e� = e.Dowód: Mamykx2k2 = 

(x2)�x2

 = 

(x�)2x2

 = 

(x�x)(x�x)�

 = kx�xk = kxk4:Tak wi�
 kx2k = kxk2 . Dalej kxk2 = kx�xk = kxx�k = kx��x�k = kx�k2 , sk¡dkx�k = kxk. W ko«
u e� = ee� = e��e� = (e�e)� = e�� = e.



Przemienne C*-algebry 169Defini
ja. Homomor�zm h z C*-algebry A w C*-algebr� B nazywamy *-homomor�zmem,je±li za
howuje inwolu
j� tzn. �h(x)�� = h(x�). Je»eli *-homomor�zm jest izomor-�zmem, to nazywamy go *-izomor�zmem.8.32. Lemat (Arens). Je»eli M ozna
za przestrze« strukturaln¡ przemiennejC*-algebry A, to odwzorowanie x ! x(�) algebry A w algebr� C(M) jest *-ho-momor�zmem.Dowód: Z twierdzenia 8.22 poprzedniego paragrafu wiemy, »e odwzorowanie x!x(�) jest homomor�zmem. Pozostaje wi�
 wykaza¢, »e x�(�) = x(�) dla wszyst-ki
h � 2 M oraz x 2 A. Nie
h x(�) = � + i� , za± x�(�) = 
 + iÆ , gdzieli
zby �; �; 
 d s¡ rze
zywiste. Poka»emy, »e zaªo»enie � + Æ 6= 0 prowadzi dosprze
zno±
i. Poªó»my y = 1� + Æ�x+ x� � (� + 
)e�:Wtedy y� = y oraz y(�) = i a dla dowolnej li
zby rze
zywistej m mamy(y + im e)(�) = y(�) + im = i(1 +m):Wobe
 tego j1 +mj ¬ ky + im ek, 
zyli(1 +m)2 ¬ ky + im ek2 = k(y + im e)�(y + im e)k = k(y � im e)(y + im e) j= ky2 +m2ek ¬ kyk2 +m2:Nierówno±¢ ta nie mo»e by¢ prawdziwa dla wszystki
h li
zb rze
zywisty
h, np.dla m = kyk2 , tu sprze
zno±¢. Dowiedli±my w ten sposób, »e � + Æ = 0, tzn.x(�) = � + i� , x�(�) = 
 � i� . Ale wtedy (ix)(�) = i x(�) = �� + i�, za±(ix)�(�) = �i x�(�) = �� � i
 . Ma mo
y udowodnionej ju» 
z�±
i twierdzeniawnosimy, »e �� 
 = 0, tzn. x�(�) = x(�).8.33. Twierdzenie Gelfanda-Naimarka. Przemienna C*-algebra jest izo-metry
znie *-izomor�
zna algebrze C(M) wszystki
h funk
ji 
i¡gªy
h na swojejprzestrzeni strukturalnej.Dowód: Nie
h M ozna
za przestrze« strukturaln¡ algebry A. Z lematu 8.31 wy-nika, »e kxmk = kxkm , gdy m jest pot�g¡ 2. Z lematu 8.19 poprzedniego paragrafuwynika, »e sup�2M ��x(�)�� = limn!1 npkxnk = kxk:Wobe
 tego odwzorowanie x ! x(�) jest izometri¡ A w C(M) i A nie posiadaradykaªu. Z lematu 8.32 wiemy, »e odwzorowanie to jest *-homomor�zmem. Po-zostaje dowie±¢, »e jest ono ÿna" tzn., »e ka»dej funk
ji 
i¡gªej na M odpowiada



170 VIII. ALGEBRY BANACHApewien element x 2 A. Skorzystamy w tym 
elu z twierdzenia Stone'a. Ozna
zmyprzez B podalgebr� C(M) rozpi�t¡ na wszystki
h funk
ja
h x(�), x 2 A. Ponie-wa» kxk = sup�2M ��x(�)��, oraz przestrze« A jest zupeªna, wi�
 B jest domkni�t¡podalgebr¡ w C(M). Nie
h �1; �2 b�d¡ dwoma ró»nymi ideaªami maksymalnymiw M i nie
h y 2 �1 , y =2 �2 . Wtedy y(�1) 6= y(�2), tzn. B rozdziela punktyM. Lemat 8.32 pokazuje, »e speªnione s¡ zaªo»enia twierdzenia Stone'a. DlategoB = C(M).8.34. Wniosek. Ka»da przemienna C*-algebra operatorów na przestrzeni Hil-berta jest izometry
znie *-izomor�
zna C*-algebrze wszystki
h funk
ji 
i¡gªy
h naswojej przestrzeni strukturalnej.8.35. Wniosek. Je»eli B jest domkni�t¡ C*-podalgebr¡ przemiennej C*-algebryA i B i A maj¡ wspóln¡ jedynk� e, to element y 2 B jest odwra
alny w A wtedyi tylko wtedy, gdy jest odwra
alny w B . Wynika st¡d, »e widmo �B(x) elementu xwzgl�dem algebry B pokrywa si� z widmem �A(x) wzgl�dem 
aªej algebry A.Dowód: Je»eli y jest odwra
alny w B , to tym bardziej jest odwra
alny w A, boobie algebry maj¡ wspóln¡ jedynk�. Zaªó»my teraz, »e y jest odwra
alny w A. Po-niewa» (y�1)�y� = (yy�1)� = e� = e, wi�
 tak»e y� jest odwra
alny w A a w kon-sekwen
ji odwra
alny jest tak»e element yy� , Z twierdzenia Gelfanda-Naimarkawynika, »e widmo elementu yy� jest rze
zywiste, dlatego zbiór �(yy�) jest spójny.Z wniosku 8.12 wynika, »e yy� jest odwra
alny w B .8.36. Wniosek. Nie
h x b�dzie elementem przemiennej C*-algebry A i nie
hC�(x) ozna
za najmniejsz¡ domkni�t¡ C*-podalgebr¡ zawieraj¡
¡ x i jedynk� e al-gebry A. Wtedy algebra C�(x) jest izometry
znie *-izomor�
zna z algebr¡C��(x)�.Dowód: Z poprzedniego wniosku wynika, »e widmo �(x) elementu x wzgl�demalgebr C�(x) i A pokrywaj¡ si�. Dlatego mo»emy zaªo»y¢, »e wielomiany od x,x� i e le»¡ g�sto w A, tzn. A = C�(x). Nie
h M ozna
za przestrze« strukturaln¡algebry A. Mamywtedy �(x) = x(M). Rozwa»my 
i¡gªe odwzorowanie �! x(�)przestrzeni M na �(x). Poka»emy, »e jest ono wzajemnie jednozna
zne. Je»elix(�) = x(�0), to x�(�) = x(�) = x(�0) = x�(�0), a wi�
 y(�) = y(�0) dla ka»degoelementu y b�d¡
ego wielomianem od x, x� i e. Poniewa» elementy takiej posta
ile»¡ g�sto w A, otrzymujemy y(�) = y(�0) dla wszystki
h y 2 A. Z twierdzeniaGelfanda-Naimarka wynika, »e ka»da funk
ja 
i¡gªa na M przyjmuje jednakowewarto±
i w punkta
h � i �0 i dlatego musi by¢ � = �0 . Reasumuj¡
, funk
ja� ! x(�) odwzorowuje w sposób 
i¡gªy i wzajemnie jednozna
zny przestrze«zwart¡ M na przestrze« zwart¡ x(M) = �(x). Zbiory te s¡ wi�
 homeomor�
zne.



ROZDZIA� IXTWIERDZENIESPEKTRALNETwierdzenie spektralne, które udowodnimy, jest uogólnieniem znanego namtwierdzenia z algebry o sprowadzaniu ma
ierzy normalnej n � n do posta
i dia-gonalnej. Obiektem naszy
h rozwa»a« b�dzie dowolny ograni
zony operator nor-malny na przestrzeni Hilberta H , tzn. operator speªniaj¡
y równo±¢ TT � = T �T ,gdzie T � ozna
za operator sprz�»ony, zwi¡zany z T równo±
i¡ hTx; yi = hx; T �yidla wszystki
h x; y 2 H . Zauwa»my, »e najmniejsza domkni�ta podalgebra zjedno±
i¡ w L(H) zawieraj¡
a T i T � jest przemienn¡ C*-algebr¡. Z twierdze-nia Gelfanda-Naimarka wynika, »e jest izometry
znie *-izomor�
zna z C*-algebr¡C��(T )� (patrz wniosek 8.36 z poprzedniego rozdziaªu). Pozwala to ka»dej funk-
ji 
i¡gªej na �(T ) przyporz¡dkowa¢ operator dziaªaj¡
y na przestrzeni H , przy
zym funk
ji f(�) = � odpowiada operator T . Naszym 
elem b�dzie rozszerzenietego odwzorowania na szersz¡ klas� funk
ji | wszystki
h funk
ji borelowski
hograni
zony
h na �(T ). Funk
jom 
harakterysty
znym podzbiorów b�d¡ odpo-wiadaªy projektory ortogonalne. Rodzina ty
h projektorów nosi nazw� miaryspektralnej. Jej zwi¡zek z operatorem T odpowiada zwi¡zkowi funk
ji f(�) = �z funk
jami 
harakterysty
znymi podzbiorów widma �(T ) i b�dzie opisany wtwierdzeniu spektralnym.Miara spektralnaZaªó»my, »e dane jest 
iaªo � podzbiorów ustalonego zbioru S oraz funk
ja Eodwzorowuj¡
a � w algebr¡ L(X) 
i¡gªy
h operatorów liniowy
h na przestrzeniBana
ha X . Zaªó»my, »e funk
ja E jest addytywna i ograni
zona tzn., »e(9: 46) E(Æ [ �) = E(Æ) + E(�) oraz kE(�)k ¬ Kdla ka»dej pary rozª¡
zny
h zbiorów Æ; � w � i pewnej staªej K . Potem, w twier-dzeniu spektralnym b�dziemy zakªadali, »e E jest miar¡ spektraln¡ tzn., »e Xjest przestrzeni¡ Hilberta a operatory E(Æ) projektorami ortogonalnymi. Na razie



172 IX. TWIERDZENIE SPEKTRALNEjednak takie zaªo»enie nie jest potrzebne. Wymagamy jednak by funk
je, któreb�dziemy 
aªkowa¢ byªy ograni
zone i �-mierzalne.Zespolon¡ funk
j� f na S nazywamy �-mierzaln¡, je»eli f�1(A) 2 � dlaka»dego borelowskiego podzbioru A � C . Je»eli � jest rodzin¡ wszystki
h pod-zbiorów borelowski
h przestrzeni topologi
znej S , to funk
je �-mierzalne nosz¡nazw� borelowski
h. Przestrze« B(S;�) wszystki
h ograni
zony
h i �-mierzal-ny
h funk
ji zespolony
h na S jest domkni�t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ w prze-strzeni wszystki
h zespolony
h funk
ji ograni
zony
h na S z norm¡ k k1 . Zwró¢-my uwag�, »e funk
je 
harakterysty
zne zbiorów z � tworz¡ zbiór liniowo g�styw B(S;�)Funk
j� f : S ! C nazywamy �-prost¡, gdy jest posta
i(9: 47) f = nXk=1 ak��k;gdzie ��k jest funk
j¡ 
harakterysty
zn¡ zbioru �k 2 �. Z addytywno±
i funk
jiE ªatwo wyprowadzi¢, »e je»eli Pni=1 �i��i = Pmj=1 �j�Æj , to Pni=1 �iE(�i) =Pmj=1 �jE(Æj). Dlatego 
aªk� z funk
ji �-prostej posta
i (9. 47) mo»na okre±li¢równo±
i¡ ZS f(s)E(ds) = nXi=1 �i E(�i):Poniewa» peªne wahanie ka»dej skalarnej funk
ji addytywnej zbiorów � ma � nieprzekra
za 4 sup�2� ���(�)��, to dla ka»dej funk
ji �-prostej f otrzymamy���x��ZSf(s)E(ds)�x��� = ���ZSf(s)x��E(ds0�x���¬ 4 supsi2S ��f(s)�� sup�2�

E(�)

kxkkx�kdla dowolny
h x 2 X oraz x� 2 X� . W takim razie


ZSf(s)E(ds)


 ¬ 4K sups2S ��f(s)��;gdzie K jest staª¡ z nierówno±
i (9. 46). Nierówno±¢ ta dowodzi, »e je»eli 
i¡gffng funk
ji �-prosty
h jest zbie»ny w B(S;�) do funk
ji f , to 
i¡g 
aªek� RS fn(s)E(ds)	 jest zbie»ny w L(X) i jego grani
a zale»y tylko od f , a nieod konkretnego wyboru 
i¡gu ffng. Mo»emy zatem okre±li¢ 
aªk� z funk
ji fwzorem ZS f(s)E(ds) = limn!1 ZS fn(s)E(ds):



173Dla zbioru � 2 � 
aªk� R� f(s)E(ds) b�dziemy rozumie¢ jako RS f(s)��(s)E(ds).Jest jasne, »e odwzorowanie f ! RS f(s)E(ds) jest 
i¡gªym odwzorowaniem linio-wym przestrzeni �B(S;�) w algebr� L(X), ograni
zony
h operatorów liniowy
hna X .Je»eli funk
ja E jest miar¡ spektraln¡, to odwzorowanie f ! RS f(s)E(ds)okazuje si� by¢ homomor�zmem algebr. Rze
zywi±
ie, nie
h f; g 2 B(S;�). Za-uwa»my, »e oba operatory RS f(s) g(s)E(ds) i � RS f(s)E(ds)�� � RS g(s)E(ds)�w sposób liniowy i 
i¡gªy zale»¡ od g i »e je»eli g jest funk
j¡ 
harakterysty
zn¡zbioru Æ w �, toZS f(s)g(s)E(ds) = ZS f(s)E(ds \ Æ) = ZS f(s)E(ds)E(Æ)= � ZS f(s)E(ds)��ZS g(s)E(ds)�:Wynika st¡d, »e je»eli f 2 B(S;�), to równo±¢ZS f(s)g(s)E(ds) = �Zs f(s)E(ds)�� ZS g(s)E(ds)�za
hodzi dla wszystki
h funk
ji �-prosty
h g , a w konsekwen
ji, z 
i¡gªo±
i obustron wzgl�dem g , dla dowolny
h funk
ji f; g 2 B(S;�), Jak wida¢, niezb�dnejest, by funk
ja E speªniaªa warunekE(� \ Æ) = E(�)E(Æ); dla �; Æ 2 �:W sz
zególno±
i wszystkie operatory E(�) musz¡ by¢ projektorami na X . Je»eliponadto X jest przestrzeni¡ Hilberta, a E funk
j¡ samosprz�»on¡ tzn. E(�)� =E(�) dla wszystki
h � 2 �, to odwzorowanie f ! RS f(s)E(ds) jest *-homo-mor�zmem C*-algebry B(S;�) w C*-algebr� wszystki
h 
i¡gªy
h operatorów li-niowy
h na przestrzeni Hilberta. Aby tego dowie±¢ rozpatrzmy funk
j� �-pro-st¡ f . Mamy tu� ZS f(s)E(ds)�� = nXi=1 �iE(Æi) = ZS f(s)E(ds);a poniewa» funk
je proste le»¡ g�sto w B(S;�), otrzymujemy � RS f(s)E(ds)�� =RS f(s)E(ds) dla wszystki
h f 2 B(S;�).Defini
ja. Nie
h � b�dzie 
iaªem podzbiorów ustalonego zbioru S a H prze-strzeni¡ Hilberta. Funk
j� E : �! L(H) nazywamymiar¡ spektraln¡, je»elia. E(Æ [ �) = E(Æ) + E(�) dla rozª¡
zny
h Æ; � w �.



174 IX. TWIERDZENIE SPEKTRALNEb. F (Æ \ �) = E(Æ)E(�) dla wszystki
h Æ; � w �.
. E(Æ) = E(Æ)� dla wszystki
h Æ 2 �.Mamy wtedy9.1. Twierdzenie. Nie
h E b�dzie miar¡ spektraln¡ w przestrzeni Hilberta H ,okre±lon¡ na 
iele � podzbiorów zbioru S . Wtedy odwzorowanie f ! T (f), okre-±lone wzorem T (f) = ZS f(s)E(ds); f 2 B(S;�);jest 
i¡gªym *-homomor�zmem C*-algebry B(S;�) ograni
zony
h, �-mierzal-ny
h funk
ji zespolony
h na S w C*-algebr� ograni
zony
h operatorów na prze-strzeni Hilberta H .Twierdzenie spektralneUdowodnimy najpierw bardzo ogólne twierdzenie (ogólne twierdzenie spek-tralne). Zapowiadane w
ze±niej twierdzenie spektralne dla ograni
zony
h opera-torów normalny
h b�dzie jego sz
zególnym przypadkiem.9.2. Ogólne twierdzenie spektralne. Ka»da przemienna C*-algebra A ope-ratorów na przestrzeni Hilberta H jest izometry
znie *-izomor�
zna z C*-algebr¡C(M) wszystki
h funk
ji 
i¡gªy
h na swojej przestrzeni strukturalnej. Ponadtoka»dy izometry
zny *-izomor�zm f ! T (f) mi�dzy tymi algebrami jednozna
znieokre±la miar� spektraln¡ E na 
iele B wszystki
h podzbiorów borelowski
h prze-strzeni strukturalnej M i posiadaj¡
¡ nast�puj¡
e wªasno±
i:I. dla dowolny
h x; y 2 H funk
ja zbiorów hE(�)x; yi, � 2 B jest regularna iprzeli
zalnie addytywna;II. E(Æ)T = TE(Æ), Æ 2 B , T 2 A;III. T (f) = RM f(�)E(d�), f 2 C(M).Dowód: Pierwsza 
z�±¢ twierdzenia, to przyto
zone twierdzenie Gelfanda-Naimar-ka. Dla dowodu drugiej potrzebny b�dzie lemat:9.3. Lemat. Ka»da ograni
zona forma dwuliniowa [x; y℄ na przestrzeni HilbertaH , speªniaj¡
a warunek [y; x℄ = [x; y℄ jednozna
znie wyzna
za taki ograni
zonyoperator samosprz�»ony A, »e [x; y℄ = hAx; yi.Dowód: Dla ustalonego y 2 H , warto±¢ [x; y℄ w sposób liniowy i 
i¡gªy zale»yod x, a wi�
 w H istnieje taki element Ay , »e [x; y℄ = hx; Ayi. Poniewa» forma[x; y℄ jest ograni
zona i dwuliniowa, wi�
 operator A jest liniowy i ograni
zony arówno±¢ [x; y℄ = [y; x℄ pokazuje, »e jest on samosprz�»ony.



175Kontynuuj¡
 dowód twierdzenia zauwa»my, »e dla ka»dej pary wektorów x; yw H li
zba < T (f)x; y > zale»y w sposób liniowy od f oraz ��hT (f)x; yi�� ¬kfkkxkkyk. Wobe
 tego z twierdzenia Riesza o posta
i funk
jonaªu na C(M)istnieje dokªadnie jedna taka miara regularna �x;y , »e(9: 48) hT (f)x; yi = ZM f(�)�x;y(d�); f 2 C(M);(9: 49) ���x;y(�)�� ¬ j�x;yj(�) ¬ kxkkyk; � 2 B:Poniewa» hT (f)(�x); yi = � hT (f)x; yi to z (9. 48) otrzymujemyZM f(�)��x;y(d�) = ZM f(�)� �x;y(d�); f 2 C(M);a poniewa» miara jest jednozna
znie wyzna
zona przez funk
jonaª, który reprezen-tuje, wi�
 ��x;y = ��x;y . Analogi
znie pokazujemy, »e �x;y w sposób dwuliniowyzale»y od x i y . Je»eli funk
ja f jest rze
zywista, to T (f) = T (f) = T (f)� , ast¡d hT (f)x; yi = hT (f) y; xi, 
o z (9. 48) dajeZM f(�)�x;y(d�) = ZM f(�)�y;x(d�); f 2 C(M);a z jednozna
zno±
i przedstawienia �x;y = �y;x . Lemat 9.2 i nierówno±¢ (9. 49)pokazuj¡, »e dla ka»dego Æ 2 B istnieje dokªadnie jeden taki operator samosprz�-»ony E(Æ) w L(H), »e �x;y(Æ) = hE(Æ)x; yi. Jest jasne, »e funk
ja Æ ! E(Æ) jestaddytywna na B , a z (9. 49) wynika, »e kE(Æ)k ¬ 1. Dlatego punkt III twierdzeniawynika z (9. 48). Aby dowie±¢, »e E(Æ \ �) = E(Æ)E(�) zauwa»my, »e dla ka»dejpary f; g w C(M) mamyZM f(�)ZMg(�)E(d� \ d�) = ZM f(�)Zd� g(�)E(d�)= ZM f(�)g(�)E(d�) = T (fg) = T (f)T (g)= ZM f(�)T (g)E(d�) = ZM f(�)ZM g(�)E(d�)E(d�):Wobe
 
zegoZM g(�)E(d� \ Æ) = ZM g(�)E(d�)E(Æ); Æ 2 B; g 2 C(M);a dalej E(� \ Æ) = E(�)E(Æ) dla dowolny
h Æ; � 2 B . Wobe
 tego E jest miar¡spektraln¡ i w sz
zególno±
i wszystkie projektory komutuj¡. Z wªasno±
i 3 wynikawtedy, »e projektory ortogonalne E(Æ) komutuj¡ tak»e z T (f), a to ko«
zy dowód.



176 IX. TWIERDZENIE SPEKTRALNE9.4. Wniosek. Miara spektralna jest przeli
zalnie addytywna w mo
nej topologiioperatorowej.Dowód: Je»eli 
i¡g fÆng zbiorów borelowski
h zst�puje do zbioru pustego, to namo
y wªasno±
i I

E(Æn)x

2 = hE(Æn)x; E(Æn)xi = hE(Æn)x; xi ! 0:Przeprowadzone tu rozumowanie pokazuje tak»e, »e regularno±¢ miary ska-larnej hE(Æ)x; yi dla dowolny
h x; y 2 H po
i¡ga regularno±¢ miary wektorowejE(Æ)x wzgl�dem mo
nej topologii w H , tzn. dla dowolny
h Æ 2 B i " > 0 istniejetaki zbiór domkni�ty F � Æ i taki zbiór otwarty G � Æ , »e 

E(Æ)x

 < " dla ka»-dego � 2 B zawartego w GnF . Wynika to z nierówno±
i kE(�)xk2 = hE(�)x; xi.Dlatego dla miary spektralnej poj�
ie przeli
zalnej addytywno±
i i regularno±
i niezale»y od tego, 
zy rozpatrujemy je w sªabej, 
zy w mo
nej topologii.9.5. Wniosek. Ka»dy ograni
zony operator normalny jednozna
znie wyzna
zana podzbiora
h borelowski
h pªasz
zyzny zespolonej C przeli
zalnie addytywn¡ re-gularn¡ miar� spektraln¡ E , zeruj¡
¡ si� na �(T ) i maj¡
¡ wªasno±¢f(T ) = Z�(T ) f(�)E(d�); f 2 C(M):Defini
ja. Miara spektralna, o której mowa we wniosku 9.5 nosi nazw� roz-kªadu jedno±
i dla operatora normalnego T .9.6. Wniosek. Regularna, przeli
zalnie addytywna miara spektralna E , okre-±lona na podzbiora
h borelowski
h pªasz
zyzny zespolonej jest rozkªadem spektral-nym jedno±
i dla operatora normalnego T wtedy i tylko wtedy, gdyT = Z�(T ) �E(d�):Dowód: Je»eli T = R�(T ) �E(d�), to T � = R�(T ) �E(d�), wi�
 dla ka»dego wie-lomianu p(�; �) zmienny
h � i � mamy p(T; T �) = R�(T ) p(�; �)E(d�). Z twier-dzenia Weierstrassa wynika wtedy, »e f(T ) = R�(T ) f(�)E(d�) dla ka»dej funk
jif 2 C��(T )�. Wobe
 tego z wniosku 9.5 wynika, »e E jest rozkªadem jedno±
idla T . Prze
iwna implika
ja zostaªa dowiedziona we wniosku 9.5.



1779.7. Wniosek. Nie
h E b�dzie rozkªadem jedno±
i dla ograni
zonego operatoranormalnego T . Dla dowolnej ograni
zonej, zespolonej funk
ji borelowskiej f nawidmie �(T ) poªó»my f(T ) = Z�(T ) f(�)E(d�):Wtedy odwzorowanie f ! f(T ) jest 
i¡gªym *-izomor�zmem C*-algebry ogra-ni
zony
h funk
ji borelowski
h na �(T ) w C*-algebr� L(H), przy 
zym funk
jif(�) = � i f(�) = 1 odpowiadaj¡ operatory T oraz I . Homomor�zm ten majesz
ze wªasno±
i:(i). kf(T )xk2 = R�(T ) jf(�)j2hE(d�)x; xi, x 2 H ;(ii). je»eli ograni
zony 
i¡g funk
ji borelowski
h jest jedno
ze±nie zbie»ny w ka»-dym punk
ie widma do funk
ji f , to fn(T ) ! f(T ) w silnej topologii ope-ratorowej.



ROZDZIA� XDODATEKPrzestrzenie liniowe10.1. Okre±lenie przestrzeni liniowej. Zbiór X nazywamy przestrzeni¡liniow¡, je±li:1. dla dowolny
h dwó
h elementów x; y 2 X jest okre±lona i
h suma x+ y ,tak»e b�d¡
a elementem zbioru X ;2. dla dowolnej li
zby zespolonej � i dowolnego elementu x 2 X okre±lonyjest i
h ilo
zyn �x, tak»e b�d¡
y elementem zbioru X .Zakªadamy ponadto, »e opera
je dodawania elementów i mno»enia elementu przezli
zb� speªniaj¡ nast�puj¡
e warunki:� x+ y = y + x;� (x+ y) + z = x+ (y + z);� w X istnieje element 0 o tej wªasno±
i, »e x + 0 = x dla ka»dego elementux 2 X ;� dla ka»dego elementu x 2 X istnieje element �x, o wªasno±
i x+ (�x) = 0;� 1x = x;� �(�x) = (��)x;� (� + �)x = �x+ �x;� �(x+ y) = �x+ �y .Elementy przestrzeni liniowej nazywamy na ogóª wektorami. Je±li w zbiorzeX okre±lone jest mno»enie tylko przez li
zby rze
zywiste, to X nazywamy rze-
zywist¡ przestrzenia liniow¡. O
zywi±
ie ka»d¡ (zespolon¡) przestrze« liniow¡mo»na tak»e traktowa¢ jako rze
zywista przestrze« liniow¡.Przykªady.1. Ozna
zmy przez C n zbiór wszystki
h ukªadów x = (x1; x2; : : : ; xn) li
zbzespolony
h. Je±li w zbiorze C n okre±limy opera
je dodawania i mno»enia przez



Przestrzenie liniowe 179li
zb� zespolon¡ wzorem(x1; x2; : : : ; xn) + (y1; y2; : : : ; yn) = (x1 + y1; x2 + y2; : : : ; xn + yn);�(x1; x2; : : : ; xn) = (�x1; �x2; : : : ; �xn);to staje si� on przestrzeni¡ liniow¡.Zbiór ty
h wektorów x = (x1; x2; : : : ; xn), dla który
h wszystkie li
zby xk s¡rze
zywiste tworzy rze
zywist¡ przestrze« liniow¡, ozna
zan¡ Rn.Przestrze« C 1 jest, po prostu, zbiorem wszystki
h li
zb zespolony
h, a R1zbiorem wszystki
h li
zb rze
zywisty
h.2. Zbiór 
 wszystki
h zbie»ny
h 
i¡gów li
zb zespolony
h x = (x1; x2; x3; : : :)z podobnie okre±lonymi opera
jami dodawania 
i¡gów i mno»enia 
i¡gu przezli
zb� zespolon¡ tworzy przestrze« liniow¡.3. Zbiór C[a; b℄ wszystki
h zespolony
h funk
ji 
i¡gªy
h x : [a; b℄! C na usta-lonym przedziale [a; b℄, jest przestrzeni¡ liniow¡ ze zwykªym dodawaniem funk
ji imno»eniem funk
ji przez li
zb�. Zbiór funk
ji 
i¡gªy
h rze
zywisty
h na przedziale[a; b℄ jest rze
zywist¡ przestrzeni¡ liniow¡, ozna
zan¡ CR[a; b℄.10.2. Liniowa niezale»no±¢ wektorów, bazy Hamela. Kombina
j¡ li-niow¡ wektorów x1; x2; : : : ; xk przestrzeni liniowej X nazywamy ka»d¡ sum� po-sta
i �1x1 + �2x2 + : : : �kxk . Wektory x1; x2; : : : ; xk nazywamy liniowo nieza-le»nymi je±li i
h kombina
ja liniowa �1x1 + �2x2 + : : : �kxk staje si� wektoremzerowym 0 tylko wtedy, gdy �1 = �2 = : : : = ak = 0. Je±li wektory x1; x2; : : : ; xknie s¡ liniowo niezale»nymi, to nazywamy je liniowo zale»nymi. Zbiór P � Xnazywamy liniowo niezale»nym, je»eli elementy tworz¡
e dowolny sko«
zonypodzbiór tego zbioru s¡ liniowo niezale»ne. Zbiór liniowo niezale»ny B � X na-zywamy baz¡ Hamela przestrzeni X , je»eli ka»dy wektor x 2 X mo»na przed-stawi¢ w posta
i sko«
zonej kombina
ji liniowejx = �1b1 + �2b2 + : : : �kbkwektorów zbioru B . Z liniowej niezale»no±
i zbioru B wynika, »e przedstawienietakie jest jednozna
zne.Ka»da przestrze« liniowa ma baz� Hamela, a nawet wi�
ej (patrz np. [1℄, Roz-dziaª II, Twierdzenia 4.5, 4.3):Ka»dy zbiór liniowo niezale»ny w przestrzeni liniowej mo»na uzupeª-ni¢ do bazy Hamela tej przestrzeni. Ka»de dwie bazy Hamela ustalonejprzestrzeni liniowej s¡ równej mo
y.Mo
 bazy Hamela przestrzeni liniowej X ozna
zamy dimX i nazywamy jejwymiarem.



180 X. DODATEKPrzestrze« C n ma wymiar n, a jej baz� Hamela tworz¡ na przykªad wektorye1 = (1; 0; 0; : : : ; 0), e2 = (0; 1; 0; : : : ; 0),: : : , en = (0; 0; 0; : : : ; 1). Obie przestrze-nie 
 i C[a; b℄ maj¡ wymiar niesko«
zony; w ka»dej z ni
h mo»na wskaza¢ niesko«-
zone zbiory liniowo niezale»ne, w pierwszej zbiór 
i¡gów en = (0; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : :)z jedynk¡ na n-tym miejs
u, n = 1; 2; 3; : : :, a w drugiej zbiór wszystki
h jedno-mianów 1; t; t2; t3; : : :.W isto
ie bazy Hamela obu przestrzeni 
 oraz C[a; b℄ musz¡ by¢ nieprzeli-
zalne. W przestrzeni 
 
i¡gi posta
i fn�sg1n=1 , s 2 R+, tworz¡ nieprzeli
zalnyzbiór liniowo niezale»ny, bo gdy przy 0 ¬ s1 < s2 < : : : < sk równo±¢�1n�s1 + �2n�s2 + : : :+ �kn�sk = 0za
hodzi dla wszystki
h n, to mno»¡
 obie strony przez ns1 i prze
hodz¡
 do gra-ni
y przy n!1 otrzymujemy �1 = 0. Usuwaj¡
 z tej równo±
i zerowy skªadnik�1n�s1 i powtarzaj¡
 rozumowanie dla wykªadnika s2 otrzymujemy �2 = 0, itd.W ko«
u po k -kroka
h otrzymamy �1 = �2 = : : : = �k = 0. W przestrzeni C[a; b℄nieprzeli
zalny zbiór liniowo niezale»ny tworz¡ funk
je posta
i xs(t) = (t � a)s ,s 2 R+.10.3. Podprzestrzenie liniowe, przestrzenie ilorazowe. Podzbiór X0przestrzeni liniowej X nazywamy podprzestrzeni¡ liniow¡, gdy wraz z ka»dymidwoma elementami x; y zawiera i
h sum� x+ y i dla ka»dej li
zby zespolonej �wraz z elementem x zawiera tak»e element �x; a wi�
, gdy X0 jest przestrzeni¡liniow¡ z tymi samymi dziaªaniami 
o w X . Dla dowolnego zbioru A � X sym-bol linA ozna
za zbiór wszystki
h sko«
zony
h kombina
ji liniowy
h elementówzbioru A. Zatem linA jest najmniejsz¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ w przestrzeni X ,zawieraj¡
¡ zbiór A.W przestrzeni C n zbiór ty
h wektorów x = (x1; x2; : : : ; xn), dla który
h x1 +x2 + : : : + xn = 0 jest podprzestrzeni¡ liniow¡. Jej wymiar wynosi n � 1. Wprzestrzeni 
 podprzestrze« liniow¡ tworz¡ wszystkie 
i¡gi zbie»ne do zera a wprzestrzeni C[a; b℄ wszystkie wielomiany.Nie
h X0 b�dzie podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni X . Okre±lmy w zbiorzeX rela
j� � pisz¡
 x � y gdy x� y 2 X0:Jest to rela
ja równowa»no±
i, zatem dzieli ona przestrze« X na klasy abstrak
ji,które b�dziemy nazywali warstwami i ozna
zali[x℄ = fy 2 X : y � xg = fx+ z : z 2 X0g:Przestrze« ilorazowa X= �, ozna
zana dalej symbolem X=X0 , wszystki
h warstwpo wprowadzeniu opera
ji dodawania warstw i mno»enia warstwy przez skalar w



Przestrzenie liniowe 181sposób nast�puj¡
y [x1℄ + [x2℄ = [x1 + x2℄; � [x℄ = [�x℄staje si� przestrzeni¡ liniow¡, nosz¡
¡ nazw� przestrzeni ilorazowej X=X0 .10.4. Odwzorowania liniowe, izomorfizm. Nie
h X; Y b�d¡ dwiema prze-strzeniami liniowymi. Funk
j� T : X ! Y nazywamy funk
j¡ liniow¡, odwzo-rowaniem liniowym lub operatorem liniowym, je»eli dla dowolny
h wektorówx1; x2 2 X T (x1 + x2) = Tx1 + Tx2oraz dla dowolnej li
zby � T (�x) = �Tx:Odwzorowanie liniowe z przestrzeni X w zbiór C li
zb zespolony
h (lub wzbiór R li
zb rze
zywisty
h, gdy X jest rze
zywist¡ przestrzeni¡ liniow¡) nazy-wamy funk
jonaªem liniowym.Dla X = C n , Y = Cm odwzorowanie A : X ! YA(x1; x2; : : : ; xn) = (y1; y2; : : : ; ym);gdzie yi = nXj=1 aijxj; i = 1; 2; : : : ;m;za± aij jest ukªadem li
zb zespolony
h, jest liniowe. Ka»de odwzorowanie linioweA : C n ! Cm jest takiej posta
i. Ma
ierza =0BB� a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2;n... ... ...am1 am2 : : : amn1CCAnosi nazw� ma
ierz¡ odwzorowania A.Funk
ja x� : 
 ! C , okre±lona dla x = (x1; x2; x3; : : :) 2 
 wzoremx�(x) = limn!1 xnjest funk
jonaªem liniowym na przestrzeni 
 .Odwzorowanie V : C[a; b℄! C[a; b℄V x(t) = Z ta x(u) du; t 2 [a; b℄;



182 X. DODATEKjest operatorem liniowym na przestrzeni C[a; b℄, zwanym operatorem Volterry.Odwzorowanie liniowe T z przestrzeni liniowej X do przestrzeni liniowej Yjest jednozna
znie wyzna
zone przez swoje warto±
i na wektora
h dowolnej bazyHamela przestrzeni X , mog¡ nimi by¢ dowolne wektory przestrzeni Y . ZatemNie
h fbtgt2T b�dzie baz¡ Hamela przestrzeni liniowej X . Na to byodwzorowanie T z X do przestrzeni liniowej Y byªo liniowe potrzeba iwystar
za, aby istniaªa taka funk
ja ' : T ! Y , »eTx = nXk=1 �k '(tk); gdy x = nXk=1�k btk :Dwie przestrzenie liniowe X i Y nazywaj¡ si� algebrai
znie izomor�
zne,gdy istnieje wzajemnie jednozna
zne odwzorowanie liniowe T przestrzeni X naprzestrze« Y . Odwzorowanie takie nosi nazw� algebrai
znego izomor�zmu.Odwzorowanie odwrotne T�1 : Y ! X jest tak»e algebrai
znym izomor�zmem.Dla przestrzeni X = C n i jej podprzestrzeni X0 = fz 2 C n : z1+z2+ : : :+zngwarstwa [x℄ elementu x 2 C n skªada si� z ty
h wektorów y 2 C n , dla który
h y1+y2+: : :+yn = x1+x2+: : :+xn . Zatem ka»dej warstwie [x℄ mo»na przyporz¡dkowa¢wzajemnie jednozna
znie li
zb� zespolon¡ x1+x2+ : : :+ xn . Przyporz¡dkowanieto jest algebrai
znym izomor�zmem przestrzeni X=X0 na przestrze« C 1 .10.5. Zbiory wypukªe. Od
inkiem ª¡
z¡
ym punkty x1; x2 przestrzeni linio-wej X nazywamy zbiór wszystki
h punktów posta
i �x1 + (1 � �)x2 , gdzie 0 ¬� ¬ 1.Zbiór W � X jest wypukªy, je»eli wraz z ka»dymi dwoma punktami zawierarównie» od
inek ª¡
z¡
y te punkty.Przekrój dowolnej rodziny zbiorów wypukªy
h te» jest zbiorem wypukªym.Wynika st¡d, »e dla dowolnego zbioru P � X istnieje najmniejszy zbiór wypu-kªy zawieraj¡
y zbiór P . Jest on przekrojem rodziny wszystki
h zbiorów wypu-kªy
h zawieraj¡
y
h P . Zbiór ten ozna
zamy 
onvP i nazywamyuwypukleniemzbioru P .Je»eli P = fx1; x2; : : : ; xng, to 
onvP jest zbiorem elementów posta
i(10: 50) �1x1 + �2x2 + : : :+ �nxn;gdzie wszystkie li
zby �k s¡ nieujemne oraz �1+�2+ : : :+�n = 1. Istotnie, zbiórwszystki
h elementów posta
i (10. 50) jest wypukªy, wystar
zy zatem pokaza¢,»e zbiór 
onvP musi wszystkie takie elementy posiada¢. Gdy n = 2, wynika to
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ji zbioru wypukªego. Dla wi�kszy
h n dowód mo»na prze-prowadzi¢ przez induk
j�. Na przykªad, gdy �1 + �2 > 0 oraz �1 + �2 + �3 = 1,to �1�1+�2x1 + �2�1+�2x2 2 
onvP , dlatego�1x1 + �2x2 + �3x3 = (�1 + �2)� �1�1 + �2x1 + �2�1 + �2x2�+ �3x3tak»e le»y w 
onvP .Zbiór wypukªy W � X nazywamy po
hªaniaj¡
ym, je»eli dla ka»dego ele-mentu x 2 X istnieje taka li
zba dodatnia �, »e x 2 �W = f�w : w 2 Wg, tj.»e 1�x 2 W . Funk
j� p : X ! R+p(x) = inff� > 0 : x 2 �Wgnazywamy funk
jonaªem Minkowskiego zbioru W .Jest o
zywiste, »e gdy x 2 W , to p(x) ¬ 1, a gdy p(x) < 1, to x 2 W .Funk
jonaª Minkowskiego ma nast�puj¡
e wªasno±
i:1. p(x) ­ 0;2. p(x + y) ¬ p(x) + p(y);3. p(�x) = �p(x) dla � ­ 0.Ka»da funk
ja p na X speªniaj¡
y powy»sze warunki jest funk
jonaªemMinkowskiego pewnego zbioru wypukªego po
hªaniaj¡
ego.Wªasno±¢ pierwsza jest o
zywista. Dla dowodu wªasno±
i 2 zauwa»my, »e z de�ni
jifunk
jonaªu Minkowskiego wynika, i» dla dowolnego " > 01p(x) + " x 2 W; 1p(y) + " y 2 W:Poªó»my � = p(x) + "p(x) + p(y) + 2" ;wtedy 1 � � = p(y) + "p(x) + p(y) + 2" ;wi�
 na mo
y wypukªo±
i zbioru W , do W nale»y element� 1p(x) + " x+ (1 � �) 1p(y) + " y;tj. element 1p(x) + p(y) + 2" (x+ y):



184 X. DODATEKSt¡d p(x+y) ¬ p(x)+p(y)+2", a poniewa» " mogªo by¢ dowoln¡ li
zb¡ dodatni¡,wi�
 p(x + y) ¬ p(x) + p(y). Równo±¢ 3 dla � = 0 jest o
zywista, a je»eli � > 0,to p(�x) = inff� > 0 : �x 2 �Wg = inff� > 0 : x 2 �� Wg= inff�� > 0 : x 2 �Wg = � p(x):Zaªó»my teraz, »e funk
jonaª p na przestrzeni X speªnia warunki 1, 2 i 3.Okre±lmy W = fx 2 X : p(x) ¬ 1g. Zbiór W jest wypukªy, bo je±li x1; x2 2 Woraz 0 ¬ � ¬ 1, top��x1 + (1� �)x2� ¬ �p(x) + (1 � �)p(y) ¬ � + (1� �) = 1;wi�
 �x1 + (1 � �)x2 2 W . Zbiór W jest te» po
hªaniaj¡
y, bo 1p(x) + 1 x 2 Wdla ka»dego x 2 X . Wresz
iep(x) = inff� > 0 : p(x) ¬ �g = inff� > 0 : x 2 �Wg;
zyli p jest funk
jonaªem Minkowskiego zbioru W .10.6. Twierdzenie Hahna-Bana
ha. To jedno z najwa»niejszy
h twierdze«analizy funk
jonalnej. Podana poni»ej posta¢ tego twierdzenia jest bardzo ogólna,
ho¢ doty
zy tylko rze
zywisty
h przestrzeni liniowy
h.W zastosowania
h do prze-strzeni unormowany
h (rze
zywisty
h lub zespolony
h) korzysta¢ b�dziemy naogóª z innej, nie
o sªabszej, jego wersjiTwierdzenie Hahna-Bana
ha. Nie
h p b�dzie funk
jonaªem Min-kowskiego na rze
zywistej przestrzeni liniowej X oraz x�0 funk
jonaªemliniowym, okre±lonym na pewnej podprzestrzeni liniowej X0 � X i speª-niaj¡
ym nierówno±¢x�0(x) ¬ p(x) dla x 2 X0:Wtedy x�0 mo»na przedªu»y¢ od funk
jonaªu liniowego x� , okre±lonegona 
aªej przestrzeni X i speªniaj¡
ego warunekx�(x) ¬ p(x) dla x 2 X:Dowód: Mo»emy o
zywi±
ie zaªo»y¢, »e X0 6= X . We¹my dowolny element x0 =2X0 i przyjmijmy X1 = lin �X0 [ fx0g�:X1 jest wi�
 zbiorem wszystki
h elementów y posta
iy = x+ �x0; x 2 X0; � 2 R:



Przestrzenie liniowe 185Zauwa»my, »e przedstawienie takie jest jednozna
zne. Rze
zywi±
ie, je»eliy = x0 + �0 x0 = x00 + �00 x0 i �0 6= �00; to x0 = 1�00 � �0 (x0 � x00);a st¡d x0 2 X0 wbrew zaªo»eniu. Wobe
 tego musi by¢ �0 = �00 i w konsekwen
jix0 = x00 .Okre±lmy na przestrzeni X1 funk
jonaª x�1 przyjmuj¡
x�1(y) = x�1(x+ �x0) = x�0(x) + � 
;gdzie 
 jest dowoln¡ staª¡ rze
zywist¡. Funk
jonaª x�1 jest o
zywi±
ie liniowy ijest przedªu»eniem x�0 . Nale»y tylko dobra¢ 
 tak, abyx�1(y) ¬ p(y); tzn. aby x�0(x) + � 
 ¬ p(x+ �x0):Ostatnia z ty
h nierówno±
i równowa»na jest dwu nast�puj¡
ym:x�0� 1� x) + 
 ¬ p�x0 + 1� x� dla � > 0;x�0� 1�� x)� 
 ¬ p�� x0 + 1�� x� dla � < 0:Aby speªni¢ te nierówno±
i, dobieramy 
 tak, byx�0(x0)� p(x0 � x0) ¬ 
 ¬ p(x00 + x0)� x�0(x00)dla wszystki
h x0; x00 2 X0 . Wybór taki jest mo»liwy. Rze
zywi±
ie,x�0(x0) + x�0(x00) = x�0(x0 + x00) ¬ p(x0 + x00)= p(x0 � x0 + x00 + x0) ¬ p(x0 � x0) + p(x00 + x0);a st¡d supx02X0 �x�0(x0)� p(x0 � x0)� ¬ infx002X0 �p(x00 + x0)� x�0(x00)�:Rozpatrzmy zbiór F wszystki
h funk
jonaªów liniowy
h y� , b�d¡
y
h prze-dªu»eniami x�0 i taki
h, »e y�(x) ¬ p(x). Zbiór F mo»na 
z�±
iowo uporz¡dkowa¢przyjmuj¡
 y�1 � y�2 , je±li funk
jonaª y�2 jest przedªu»eniem y�1 . Z lematu Zornawynika istnienie maksymalnego przedªu»enia x� 2 F funk
jonaªu x�0 . Jest nimfunk
jonaª okre±lony na 
aªej przestrzeni X , w prze
iwnymprzypadku| na mo
ytego, 
o udowodnili±my wy»ej | miaªby on dalsze przedªu»enie, wbrew de�ni
jielementu maksymalnego.Funk
jonaª Minkowskiego p na (rze
zywistej lub zespolonej) przestrzeni linio-wej X nosi nazw� póªnormy, gdy p(�x) = j�j p(x) dla wszystki
h li
zb (odpo-wiednio rze
zywisty
h lub zespolony
h) � i wszystki
h x 2 X .
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ha. (wersja zespolona) Nie
h p b�-dzie póªnorm¡ na zespolonej przestrzeni liniowej X oraz x�0 funk
jona-ªem liniowym, okre±lonym na pewnej podprzestrzeni liniowej X0 � X ispeªniaj¡
ym nierówno±¢��x�0(x)�� ¬ p(x) dla x 2 X0:Wtedy x�0 mo»na przedªu»y¢ od funk
jonaªu liniowego x� , okre±lonegona 
aªej przestrzeni X i speªniaj¡
ego warunek��x�(x)�� ¬ p(x) dla x 2 X:Dowód: B�dziemy traktowa¢ X jako rze
zywist¡ przestrze« liniow¡. Ozna
zmyx�0(x) = y�0(x) + iz�0(x);gdzie y�0 i z�0 s¡ odpowiednio 
z�±
i¡ rze
zywist¡ i 
z�±
i¡ urojon¡ funk
jonaªu x�0 .O
zywi±
ie y�0 i z�0 s¡ rze
zywistymi funk
jonaªami liniowymi na podprzestrzeniX0 , a poniewa»i�y�0(x) + iz�0(x)� = ix�0(x) = x�0(ix) = y�0(ix) + i z�0(ix);wi�
 z�0(x) = �y�0(ix) dla x 2 X0:Z zaªo»enia wiemy, »e y�0(x) ¬ ��x�0(x)�� ¬ p(x) dla x 2 X0 , zatem na mo
y udo-wodnionej ju» wersji twierdzenia Hahna-Bana
ha funk
jonaª y�0 mo»na przedªu»y¢do rze
zywistego funk
jonaªu liniowego y� na 
aªej przestrzeni X , z za
howaniemwarunku y�(x) ¬ p(x) dla x 2 X .Okre±lmy teraz funk
jonaª x� wzoremx�(x) = y�(x)� iy�(ix):Wida¢, »e x� jest przedªu»eniem funk
jonaªu x�0 . Wida¢ równie», »e x� jest funk-
jonaªem addytywnym i jednorodnym przy mno»eniu przez li
zby rze
zywiste.Aby udowodni¢ jego jednorodno±¢ wzgl�dem mno»enia przez li
zby zespolone wy-star
zy zauwa»y¢, »ex�(ix) = y�(ix)� iy�(�x) = i�y�(x)� iy�(ix)� = ix�(x):Pozostaje dowie±¢, »e ��x�(x)�� ¬ p(x). Przedstawmy w tym 
elu li
zb� x�(x) w po-sta
i x�(x) = r e�i� . Wtedy ��x�(x)�� = ei�x�(x) = x��ei�x�, a poniewa» x��ei�x�jest li
zb¡ rze
zywist¡ nieujemn¡, wi�
��x�(x)�� = x��ei�x� = y��ei�x� ¬ p�ei�x� = p(x):Literatura.[1℄ Andrzej Alexiewi
z, Analiza funk
jonalna, PWN, Warszawa 1969.
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zne10.7. Poj�
ie przestrzeni topologi
znej. Przestrzeni¡ topologi
zn¡nazywamy dowolny zbiór X wraz z rodzin¡ T jego podzbiorów o tej wªasno±
i,»eT1. zbiór pusty ; oraz X nale»¡ do rodziny T ,T2. je»eli U1 2 T i U2 2 T , to U1 \ U2 2 T ,T3. je»eli Us 2 T dla ka»dego s 2 S , to Ss2S Us 2 T .Sam¡ rodzin� T nazywamy topologi¡, a jej elementy zbiorami otwartymi.Dopeªnienia zbiorów otwarty
h nosz¡ nazw� zbiorów domkni�ty
h. Dla jednegozbioru X mo»na wybra¢ na ogóª wiele rodzin T speªniaj¡
y
h T1{T3. Przezwprowadzenie topologii rozumiemywybranie jednej z ni
h. Je»eli za
hodzi inkluzjaT1 � T2 , to powiemy, »e topologia T1 jest sªabsza od topologii T2 lub, »e topologiaT2 jest silniejsza od topologii T1 . Najsªabsz¡ topologi¡ w X jest rodzina f;;Xg,zwana topologi¡ trywialn¡ a najsilniejsz¡ rodzina wszystki
h podzbiorów X ,zwana topologi¡ dyskretn¡.Dowolny podzbiór X0 przestrzeni topologi
znej X mo»na przeksztaª
i¢ wprzestrze« topologi
zn¡ przyjmuj¡
 za zbiory otwarte w X0 przekroje X0 ze zbio-rami otwartymi w X . Przestrze« tak¡ nazywamy podprzestrzeni¡ przestrzenitopologi
znej X , a jej topologi� topologi¡ odziedzi
zon¡.10.8. Wn�trze zbioru, oto
zenia. Z ka»dym zbiorem A przestrzeni topo-logi
znej zwi¡zane s¡ dwa zbiory: intA, zwany wn�trzem zbioru A i A zwanydomkni�
iem zbioru A. Pierwszy jest sum¡ wszystki
h zbiorów otwarty
h za-warty
h w A, a wi�
 najwi�kszym zbiorem otwartym zawartym w A, a drugiprzekrojem wszystki
h zbiorów domkni�ty
h zawieraj¡
y
h A.Zbiór A nosi nazw� oto
zenia punktu x, je»eli x 2 intA. O rodzinie Uxzªo»onej z oto
ze« punktu x powiemy, »e jest baz¡ oto
ze« punktu x, je»eliw ka»dym oto
zeniu punktu x le»y pewien zbiór z Ux . Zauwa»my, »e punkt xle»y w domkni�
iu A zbioru A � X wtedy i tylko wtedy, gdy U \ A 6= ; dlaka»dego oto
zenia U 2 Ux . Je»eli A = X , to powiemy, »e zbiór A jest g�sty wX . Je»eli w X istnieje przeli
zalny podzbiór g�sty to X nosi nazw� przestrzenio±rodkowej, a sam zbiór nazw� o±rodka.10.9. Przeksztaª
enia przestrzeni topologi
zny
h. Przeksztaª
enie f :X ! Y przestrzeni topologi
znej X w przestrze« topologi
zn¡ Y nazywamyotwartym, je»eli obraz f(U) ka»dego zbioru otwartego U � X jest otwarty wY . Je»eli za± dla ka»dego zbioru otwartego V w Y jego prze
iwobraz f�1(V )jest otwarty w X , to powiemy, »e f jest przeksztaª
eniem 
i¡gªym. Ci¡gªo±¢
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enia f : X ! Y w punk
ie x ozna
za, »e ka»de oto
zenie V punktuy = f(x) w Y zawiera obraz f(U) pewnego oto
zenia U punktu x. Wida¢ st¡d,»e odwzorowanie f : X ! Y jest 
i¡gªe wtedy i tylko wtedy, gdy jest 
i¡gªe wka»dym punk
ie x 2 X . Wzajemnie jednozna
zne przeksztaª
enie 
i¡gªe i otwartef przestrzeni X na przestrze« Y nosi nazw� homeomor�zmu. Otwarto±¢ f to
i¡gªo±¢ przeksztaª
enia odwrotnego f�1 .10.10. Przestrzenie Hausdorffa. Przestrze« topologi
zn¡ X nazywamyprzestrzeni¡ Hausdor�a, je»eli ka»de dwa ró»ne jej punkty posiadaj¡ oto
zeniab�d¡
e zbiorami rozª¡
znymi. Z okre±lenia tego wynika, »e w przestrzeni Haus-dor�a ka»dy zbiór jednopunktowy jest domkni�ty. Przestrze« Hausdor�a X , wktórej dla ka»dy
h dwó
h rozª¡
zny
h zbiorów domkni�ty
h A; B � X istniej¡rozª¡
zne zbiory otwarte U; V; zawieraj¡
e odpowiednio A i B , nosi nazw� prze-strzeni normalnej. Je»eli w przestrzeni Hausdor�a X dla ka»dego punktu x ika»dego zbioru domkni�tego A nie zawieraj¡
ego punktu x istnieje taka funk
ja
i¡gªa f : X ! [0; 1℄, »e f(x) = 1 oraz f(A) = f0g, to X nazywa si� przestrze-ni¡ 
aªkowi
ie regularn¡. Z lematu Urysohna, który za 
hwil� udowodnimywynika, »e ka»da przestrze« normalna jest 
aªkowi
ie regularna.10.11. Lemat Urysohna. Dla ka»dy
h dwó
h rozª¡
zny
h zbiorów domkni�ty
hA, B przestrzeni normalnej X istnieje taka funk
ja 
i¡gªa f : X ! [0; 1℄, »ef(A) = f0g oraz f(B) = f1g.Dowód: Nie
h U , V b�d¡ rozª¡
znymi zbiorami otwartymi zawieraj¡
ymi od-powiednio A i B . Ozna
zmy zbiór U przez U1 i rozpatrzmy par� A, X � U1zbiorów domkni�ty
h rozª¡
zny
h. Z normalno±
i przestrzeni X wynika istnienietaki
h rozª¡
zny
h zbiorów otwarty
h U0 i V0 , »e A � U0 oraz X � U1 � V0 . Wsz
zególno±
i mamy wtedy U0 � U1 . W analogi
zny sposób dla pary U0 i X �U1dowodzimy istnienia takiego zbioru otwartego U1=2 , »e U0 � U1=2 , U1=2 � U1 .Pó¹niej dla par U0 , X � U1=2 oraz U1=2 , X � U1 odpowiednio zbiorów U1=4 iU3=4 . Powtarzaj¡
 to rozumowanie wielokrotnie, dla ka»dej li
zby r posta
i m2n ,0 ¬ m ¬ 2n , okre±limy taki zbiór otwarty Ur , »e Ur1 � Ur2 przy r1 < r2 .Przyjmijmy teraz Ut = Sr¬t Ur dla t 2 [0; 1℄ oraz Ut = ; dla t < 0 i Ut = Xdla t > 1. Otrzymana rodzina fUtgt2R zbiorów otwarty
h ma t¡ wªasno±¢, »eA � U0 , U1 � X �B oraz(10: 51) Ut1 � Ut2; gdy t1 < t2:Istotnie, je±li 0 ¬ t1 < t2 ¬ 1, to wybieraj¡
 li
zby wymierne r1 i r2 posta
i m2ntak, aby t1 < r1 < r2 < t2 otrzymamy Ut1 � Ur1 � Ur2 � Ut2 ., Je±li za± t1 < 0lub t2 > 1 to inkluzja (10. 51) jest speªniona, bo Ut1 = ; lub Ut2 = X .
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zne 189Poka»emy, »e funk
ja f(x) = infft : x 2 Utgspeªnia wszystkie postulaty tezy. Poniewa» Ut = X , gdy t > 1 oraz Ut = ; gdyt < 0, wi�
 f(x) przyjmuje tylko warto±
i z przedziaªu [0; 1℄. �atwo sprawdzamy,»e dla x 2 A warto±¢ ta stale wynosi 0 a dla x 2 B stale 1. Do dowiedzeniapozostaje wi�
 tylko, »e f jest funk
j¡ 
i¡gª¡. Obierzmy x0 2 X , " > 0 i ozna
zmyt0 = f(x0). Z (10. 51) wynika, »e x0 2 Ut , gdy t > t0 i x0 62 Ut , gdy t < t0 . Wsz
zególno±
i x0 le»y w zbiorze otwartym U = Ut0+"�Ut0�" . Dla ka»dego punktux 2 U mamy x 2 Ut0+" , sk¡d f(x) ¬ t0 + " oraz x 62 Ut0�" , sk¡d f(x) ­ t0 � ".W rezulta
ie f(x0)� " ¬ f(x) ¬ f(x0) + ":10.12. Przestrzenie zwarte. Rodzina zbiorów fU�g�2A nosi nazw� pokry-
ia zbioru X , je»eli X � S�2AU� . Przestrze« topologi
zn¡ X nazywamy zwart¡,je»eli ka»de jej pokry
ie zbiorami otwartymi zawiera pokry
ie sko«
zone tzn., gdyw zbiorze wska¹ników A mo»na wybra¢ taki sko«
zony podzbiór �1; a2; : : : ; an ,»e X = Snk=1 U�k .Niepust¡ rodzin� fF�g�2A podzbiorów zbioru X nazywamy s
entrowan¡,je»eli Tnk=1 F�k 6= ; dla ka»dego sko«
zonego zbioru wska¹ników �1; �2; : : : ; �n .Przestrze« topologi
zna jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy ka»da ro-dzina s
entrowana jej podzbiorów ma wspólny punkt skupienia.Je±li rodzina fF�g�2A podzbiorów przestrzeni zwartej X nie ma wspólnego punk-tu skupienia, to T�2AF� = ;. Dopeªnienia U� = X nF� zbiorów F� s¡ otwarte itworz¡ pokry
ie przestrzeni X , zatem mo»na wybra¢ taki sko«
zony ukªad wska¹-ników �1; a2; : : : ; an , »e X = Snk=1 U�k . Wtedy jednak Tnk=1 F�k = ;, a w konse-kwen
ji tak»e Tnk=1 F�k 6= ;, wi�
 rodzina fF�g�2A nie jest s
entrowana. Je»eliprzestrze« X nie jest zwarta, to posiada rodzin� fU�g�2A podzbiorów otwar-ty
h pokrywaj¡
y
h X , le
z taki
h, »e X nie da si� pokry¢ »adn¡ sko«
zon¡ i
hilo±
i¡. I
h dopeªnienia F� = X n U� tworz¡ s
entrowan¡ rodzin� podzbiorówdomkni�ty
h X o pustym przekroju, a wi�
 bez wspólnego punktu skupienia.Zbiór K � X nazywamy zwartym, gdy rozpatrywany jako podprzestrze« wX , jest zwarty.Domkni�ty podzbiór przestrzeni zwartej jest zbiorem zwartym.Je»eli rodzina zbiorów otwarty
h fU�g�2A pokrywa domkni�ty podzbiór K prze-strzeni zwartej X , to uzupeªniona o zbiór X �K jest otwartym pokry
iem 
aªejprzestrzeni X . Ze zwarto±
i X wynika istnienie sko«
zonej podrodziny fU�kgnk=1 ,która wraz z X �K pokrywa X . Podrodzina ta pokrywa wtedy K .
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enie 
i¡gªe jest zbiorem zwar-tym.Zaªó»my, »e f jest 
i¡gªym przeksztaª
eniem przestrzeni topologi
znej X na prze-strze« topologi
zn¡ Y oraz, »e K jest zbiorem zwartym w X . Je»eli fV�g�2Ajest otwartym pokry
iem zbioru f(K), to ff�1(V�)g�2A jest otwartym pokry-
iem K . Zbiór K jest zwarty, wi�
 pokrywa go te» pewna sko«
zona podrodzinaff�1(V�k)gnk=1 . Wobe
 tego rodzina fV�kgnk=1 pokrywa zbiór f(K).Zbiór zwarty w przestrzeni Hausdor�a jest domkni�ty.Ch
emy pokaza¢, »e je»eli punkt y nie le»y w zbiorze zwartym K , to posiadaoto
zenie V rozª¡
zne z K . Dla ka»dego punktu x 6= y wybierzmy par� rozª¡
z-ny
h zbiorów otwarty
h Ux i Vx zawieraj¡
y
h punkty x i y . Poniewa» zbioryfUxgx 6=y pokrywaj¡ nasz zbiór zwarty K , wi�
 pokrywa K te» pewna podrodzinafUxkgnk=1 . Zbiór V = Tnk=1 Vxk jest otwartym oto
zeniem punktu y , rozª¡
znymze zbiorem U = Snk=1 Uxk , a tym bardziej rozª¡
znym z K .Zwarta przestrze« Hausdor�a jest przestrzeni¡ normaln¡.Nie
h K1 , K2 b�d¡ rozª¡
znymi zbiorami domkni�tymi w przestrzeni Hausdor�aX . S¡ wtedy zbiorami zwartymi. Jak pokazali±my przed 
hwil¡, dla ka»degopunktu y le»¡
ego poza zbiorem K1 istniej¡ rozª¡
zne zbiory otwarte U i V za-wieraj¡
e odpowiednio y i K1 . Dla zazna
zenia zale»no±
i od y ozna
zmy je Uy iVy . Dalej rozumujemy dokªadnie tak jak poprzednio. Poniewa» zbiory fUygy 62K1pokrywaj¡ zbiór K2 , wi�
 pokrywa go te» pewna podrodzina fUykgnk=1 . ZbiorySnk=1 Uyk oraz Tnk=1 Vyk s¡ otwarte, rozª¡
zne i zawieraj¡ odpowiednio K1 , K2 .Wnosimy st¡d, »e X jest przestrzeni¡ normaln¡.10.13. Przestrzenie lokalnie zwarte. Przestrze« topologi
zn¡ X nazywa-my lokalnie zwart¡, je»eli ka»dy punkt x 2 X ma oto
zenie, którego domkni�
iejest zbiorem zwartym. Przykªadami przestrzeni lokalnie zwarty
h, poza przestrze-niami zwartymi, s¡ prosta R i ka»da niesko«
zona przestrze« dyskretna.Przestrze« lokalnie zwart¡, która nie jest zwarta, mo»na tak uzupeªni¢jednym punktem 1, by staªa si� przestrzeni¡ zwart¡.Ozna
zmy X1 = X [ f1g i uznajmy za zbiory otwarte w X1 wszystkie zbioryotwarte w X , a tak»e wszystkie zbiory posta
i U [ f1g, gdzie U jest zbioremotwartym w X , którego dopeªnienie jest zbiorem zwartym.Wida¢, »e X1 jest przestrzeni¡ zwart¡. Wida¢ te», »e gdy X jest przestrzeni¡Hausdor�a, to X1 jest tak»e przestrzeni¡ Hausdor�a. Istotnie, wystar
zy zoba-
zy¢, »e dowolny punkt x 2 X oraz punkt 1 posiadaj¡ oto
zenia rozª¡
zne. Je»eli
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zne 191U jest oto
zeniem punktu x, którego domkni�
ie jest zbiorem zwartym, tu zbiór(X n U ) [ f1g jest oto
zeniem punktu 1, rozª¡
znym z U .Przestrze« X1 nazywamy uzwar
eniem jednopunktowym, lub uzwar
e-niem Aleksandrowa przestrzeni X .Z powy»szego rozumowania i lematu Urysohna wynika, »eW przestrzeni lokalnie zwartej Hausdor�a X dla dowolnego zbioru ot-wartego U i dowolnego zbioru zwartego K � U istnieje taka funk
ja
i¡gªa f : X ! [0; 1℄, »e f(x) = 1 na zbiorze K oraz f(x) = 0 pozazbiorem U .Wynika st¡d w sz
zególno±
i, »e ka»da przestrze« lokalnie zwarta Hausdor�a jest
aªkowi
ie regularna.Nie
h X b�dzie dowoln¡ przestrzeni¡ lokalnie zwart¡, le
z niezwart¡. Dla funk-
ji 
i¡gªej f : X ! C zapis limx!1 f(x) = Aozna
za, »e dla ka»dej li
zby " > 0 zbiór fx 2 X : ��f(x) � A�� ­ "g jest zwarty.Li
zba A o powy»szej wªasno±
i (je±li istnieje) jest wyzna
zona jednozna
znie.O funk
ji f mówimy wtedy, »e ma grani
� w niesko«
zono±
i. Tylko takiefunk
je daj¡ si� przedªu»y¢ do funk
ji 
i¡gªy
h na uzwar
eniu Aleksandrowa X1 .Je±li limx!1 f(x) = 0, to mówimy, »e funk
ja f znika w niesko«
zono±
i azbiór wszystki
h zespolony
h funk
ji 
i¡gªy
h na X , znikaj¡
y
h w niesko«
zono-±
i ozna
zamy C0(X).10.14. Uzwar
enie �Ce
ha-Stone'a. Je±li X jest przestrzeni¡ topologi
zn¡
aªkowi
ie regularn¡, to daje si� zanurzy¢ homeomor�
znie w przestrze« zwart¡(patrz [1℄, 3.5.2). Prawd¡ jest te», »e je±li takie zanurzenie jest mo»liwe, to Xjest przestrzeni¡ 
aªkowi
ie regularna. Taki
h zanurze« przestrzeni X jest bar-dzo wiele. Interesuj¡ nas te, dla który
h obraz zbioru X le»y g�sto. Takie zanu-rzenie nazywamy uzwar
eniem. W poprzednim punk
ie pokazali±my, »e ka»daniezwarta przestrzeni lokalnie zwarta posiada uzwar
enie jednopunktowe. Po±ródwszystki
h uzwar
e« ustalonej przestrzeni 
aªkowi
ie regularnej istnieje dokªadniejedno uzwar
enie maksymalne � : X ! �X (patrz [1℄, 3.5.10), zwane uzwar
e-niem �Ce
ha-Stone'a. Maksymalno±¢ nale»y rozumie¢ w tym sensie, »e je»eli fjest 
i¡gªym odwzorowaniem z przestrzeni X do przestrzeni zwartej Y , to istniejetakie odwzorowanie 
i¡gªe F z przestrzeni �X do Y , »e f = F Æ � .
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Przestrze« 
aªkowi
ie regularn¡ X wygodnie jest traktowa¢ jako g�st¡ pod-przestrze« swojego uzwar
enia �X .Z maksymalno±
i uzwar
enia �Ce
ha-Stone'a wynika bezpo±rednio (patrz [1℄,3.6.1), »eJe»eli X jest przestrzeni¡ topologi
zn¡ 
aªkowi
ie regularn¡ oraz �Xjest jej uzwar
eniem �Ce
ha-Stone'a, to ka»da ograni
zona funk
ja 
i¡-gªa f : X ! C ma jednozna
zne przedªu»enie do funk
ji 
i¡gªej ef :�X ! C .10.15. Sªaba topologia, wyzna
zona przez rodzin� funk
ji. Nie
h Xb�dzie dowolnym zbiorem oraz ff�g�2A rodzin¡ funk
ji ze zbioru X do prze-strzeni topologi
zny
h Y� . Jako baz� zbiorów otwarty
h w X we¹my rodzin�wszystki
h sko«
zony
h przekrojów zbiorów posta
i f�1� (U�), gdzie U� jest zbio-rem otwartym w przestrzeni Y� . Topologi� w X z tak wybran¡ baz¡ nazywamysªab¡ topologi¡ w X wyzna
zon¡ przez rodzin� funk
ji ff�g�2A .Sªaba topologia wyzna
zona przez rodzin� funk
ji ff�g�2A to najsªabszatopologia, w której wszystkie funk
je f� s¡ 
i¡gªe.10.16. Topologi
zny produkt przestrzeni. Zaªó»my, »e dana jest rodzinafX�g�2A przestrzeni topologi
zny
h. Ozna
zmy przez X =Q�2AX� zbiór wszy-stki
h taki
h funk
ji x = fx�g�2A na zbiorze A, »e x� 2 X� . Element x� nazy-wamy �-t¡ wspóªrz�dn¡ punktu x. Odwzorowanie �� : X ! X� , przyporz¡d-kowuj¡
e punktowi x jego �-t¡ wspóªrz�dn¡ x� , nazywamy rzutem na o± X� .Sªab¡ topologi� w przestrzeni X wyzna
zon¡ przez rodzin� funk
ji f��g�2A nazy-wamy topologi¡ produktow¡ w przestrzeni X . Jest to wi�
 najsªabsza topologiaw X , dla której wszystkie rzuty �� s¡ 
i¡gªe. Baz� topologii produktowej tworz¡wszystkie zbiory posta
i Q�2AU� , gdzie U� jest zbiorem otwartym w przestrzeniX� , le
z U� 6= X� mo»e za
hodzi¢ tylko dla sko«
zenie wielu wska¹ników �.Produkt topologi
zny przestrzeni Hausdor�a jest przestrzeni¡ Hausdorf-fa.Je»eli x; y 2 Q�2AX� oraz x 6= y , to x� 6= y� dla pewnego � 2 A. Poniewa»X� jest przestrzeni¡ Hausdor�a, wi�
 istniej¡ w niej rozª¡
zne oto
zenia U� i V�
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zne 193punktów x� i y� . Zbiory ��1� (U�) i ��1� (V�) s¡ wtedy rozª¡
znymi oto
zeniamipunktów x i y .Twierdzenie Ti
honowa. Produkt topologi
zny przestrzeni zwar-ty
h jest przestrzeni¡ zwart¡.Dowód: Nie
h X =Q�2AX� b�dzie produktem topologi
znym przestrzeni zwar-ty
h X� . Nie
h tak»e F0 b�dzie dowoln¡ s
entrowan¡ rodzin¡ podzbiorów X . Zlematu Kuratowskiego-Zorna wynika, »e rodzina F0 jest zawarta w pewnej mak-symalnej rodzinie s
entrowanej F podzbiorów X . Dla dowodu twierdzenia wy-star
zy o
zywi±
ie pokaza¢, »e wszystkie zbiory rodziny F maj¡ wspólny punktskupienia.Z maksymalno±
i rodziny F wynika, »e:1. je»eli F0 � X oraz F0 \ F 6= ; dla ka»dego F 2 F , to F0 2 F .2. je»eli F1; F2; : : : ; Fn 2 F , to F1 \ F2 \ : : : \ Fn 2 F .Poniewa» F jest rodzin¡ s
entrowan¡, wi�
 dla ka»dego � 2 A rodzina F� =f��(F ) : F 2 Fg jest s
entrowana w odpowiedniej przestrzeni X� . Ze zwarto-±
i przestrzeni X� wynika, »e wszystkie zbiory rodziny F� maj¡ wspólny punktskupienia x� , tj. x� 2 \F2F ��(F ); � 2 A:Poka»emy, »e punkt x = fx�g ma »¡dan¡ wªasno±¢. Dla ka»dego oto
zenia U�punktu x� w X� i ka»dego F 2 F mamy U�\��(F ) 6= ;, st¡d ��1� (U�)\F 6= ;dla ka»dego F 2 F . Z wªasno±
i 1 rodziny F wynika, »e ��1� (U�) 2 F , a zwªasno±
i 2, »e do F nale»¡ te» wszystkie sko«
zone prze
i�
ia Tnk=1 ��1�k (U�k).Zatem F zawiera wszystkie oto
zenia punktu x z bazy kanoni
znej produktutopologi
znego X = Q�2AX� . Z tego, »e F jest rodzin¡ s
entrowan¡ wynika zkolei, »e x 2 F dla wszystki
h F 2 F .Przestrzenie metry
zne10.17. Poj�
ie przestrzeni metry
znej. Zbiór X nazywamyprzestrzeni¡metry
zn¡, je±li okre±lona jest funk
ja d : X �X ! [0;1), o wªasno±
ia
h:1. d(x1; x2) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x1 = x2 ,2. d(x1; x2) = d(x2; x1) (symetry
zno±¢),3. d(x1; x3) ¬ d(x1; x2) + d(x2; x3) (nierówno±¢ trójk¡ta).Funk
j� d nazywamymetryk¡ lub odlegªo±
i¡ w X .Dla x0 2 X i r > 0 zbiórKr(x0) = fx 2 X : d(x; x0) < rg



194 X. DODATEKnazywamy kul¡ (otwart¡) o ±rodku x0 i promieniu r . W przestrzeni metry
znejwprowadzamy topologi�, przyjmuj¡
 za rodzin� T zbiorów otwarty
h wszystkiete zbiory A � X , które wraz z ka»dym punktem x0 zawieraj¡ tak»e pewn¡ kul� o±rodku x0 . W ten sposób przestrze« metry
zna staje si� przestrzenia topologi
zn¡Hausdor�a. Topologi� T nazywamy topologi¡ wyzna
zon¡ przez metryk�d. W tej topologii ka»da z kul Kr(x0) jest zbiorem otwartymi a ka»da z kuldomkni�ty
h Kr(x0) = fx 2 X : d(x; x0) ¬ rg zbiorem domkni�tym. Przestrze«topologi
zn¡ nazywamymetryzowaln¡ je»eli mo»na w niej wprowadzi¢ metryk�wyzna
zaj¡
¡ topologi� zgodn¡ z topologi¡ wyj±
iow¡.Odwzorowanie f przestrzeni metry
znej X w przestrze« metry
zn¡ Y na-zywamy izometri¡ lub izometry
znym wªo»eniem, gdy za
howuje odlegªo±¢punktów, tzn. gdy d�f(x1); f(x2)� = d(x1; x2) dla wszystki
h x1; x2 2 X . Jesto
zywiste, »e izometria jest homomor�zmem a izometria ÿna" homeomor�zmem.10.18. Przestrzenie metry
zne zupeªne. Mówimy, »e 
i¡g fxng elementówprzestrzeni metry
znej jest zbie»ny do x0 , gdy d(xn; x0) ! 0 przy n ! 1.Je»eli dla ka»dej li
zby dodatniej " istnieje taki wska¹nik N , »e d(xn; xm) < ",gdy m;n ­ N , to 
i¡g fxng nazywamy fundamentalnym.Z nierówno±
i d(xn; xm) < d(xn; x0) + d(xm; x0) wynika, »eKa»dy 
i¡g zbie»ny jest fundamentalny.Przestrze« metry
zn¡, w której ka»dy 
i¡g fundamentalny jest zbie»ny, nazywamyprzestrzeni¡ zupeªn¡.Twierdzenie o uzupeªnianiu. Niezupeªn¡ przestrze« metry
zn¡mo»na wªo»y¢ izometry
znie w przestrze« metry
zn¡ zupeªn¡.Dowód: Podamy konstruk
j� przestrzeni metry
znej eX i izometrii i : X ! eX ,dla której i(X) b�dzie podzbiorem g�stym w eX . Ozna
zmy w tym 
elu przez FXzbiór wszystki
h 
i¡gów fundamentalny
h przestrzeni X .Dla 
i¡gów (x1; x2; x3 : : :); (y1; y2; y3 : : :) 2 FX istnieje grani
alimn!1 d(xn; yn):Istotnie, z nierówno±
i��d(xm; ym)� d(xn; yn)�� ¬ d(xm; xn) + d(ym; yn)wynika, »e 
i¡g fd(xn; yn)g jest fundamentalny w zbiorze R li
zb rze
zywisty
h,jest zatem 
i¡giem zbie»nym.
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zne 195Równo±¢ limn!1 d(xn; yn) = 0 okre±la rela
j� równowa»no±
i � w FX . Prze-strze« eX de�niujemy jako zbiór klas abstrak
ji rela
ji � a metryk� d w eX wzoremd(ex; ey) = limn!1 d(xn; yn);przy 
zym ex i ey ozna
zaj¡ tu odpowiednio klasy abstrak
ji 
i¡gów (x1; x2; x3 : : :)i (y1; y2; y3 : : :). Jest o
zywiste, »e funk
ja i, przyporz¡dkowuj¡
a elementowix 2 X klas� abstrak
ji 
i¡gu (x; x; x; : : :), jest izometry
znym wªo»eniem X weX . Obraz i(X) zbioru X le»y g�sto w eX , bo dla klasy abstrak
ji ex dowolnego
i¡gu (x1; x2; x3; : : :) 2 FX za
hodzi równo±¢limm!1 d(ex; i(xm)) = limm;n!1 d(xn; xm) = 0:Do udowodnienia pozostaje zupeªno±¢ przestrzeni eX . Nie
h fexng b�dzie 
i¡-giem fundamentalnym w eX . Wybierzmy w X tak 
i¡g (x1; x2; x3; : : :), abyd(exn; i(xn)) < 1n ; n = 1; 2; 3; : : :Z nierówno±
i d(xn; xm) < d(exn; exm) + 1n + 1mwynika, »e (x1; x2; x3; : : :) 2 FX . Je±li ex ozna
za klas� abstrak
ji tego 
i¡gu, tolimn!1 d(exn; ex) = limn!1 d(exn; i(xn)) + limn!1 d(i(xn); ex) = 0;wi�
 limn!1 exn = ex.10.19. Twierdzenie Baire'a. Je±li A1; A2; A3; : : : jest 
i¡giem domkni�ty
hpodzbiorów przestrzeni metry
znej zupeªnej X orazX = 1[n=1An;to przynajmniej jeden ze zbiorów An ma niepuste wn�trze, tzn. zawiera pewn¡kul� otwart¡.Dowód: Przypu±¢my, »e teza twierdzenia nie za
hodzi tj., »e »aden ze zbiorów Annie zawiera »adnej kuli. Wybierzmy dowolnie kul� Kr0(x0). Poniewa» zbiór A1nie zawiera tej kuli i jest domkni�ty, to zbiór Kr0(x0)nA1 jest niepusty i otwarty.Zawiera zatem pewn¡ kul� K2r1(x1). Nast�pnie zbiór Kr1(x1)nA2 zawiera pewn¡



196 X. DODATEKkul� K2r2(x2), zbiór Kr2(x2) n A3 kul� K2r2(x3), itd. W ten sposób mo»emyinduk
yjnie okre±li¢ 
i¡g kul Kr0(x0);Kr1(x1);Kr2(x2); : : : o tej wªasno±
i, »eK2rn(xn) � Krn�1(xn�1) nAn dla n = 1; 2; 3; : : :Z inkluzji powy»szy
h wynika w sz
zególno±
i, »e limn!1 rn = 0, bo rn ¬12rn�1 ¬ � � � ¬ 12n r0 . Wynika te», »e ka»dy zbiór An jest rozª¡
zny z kul¡ do-mkni�t¡ Krn(xn), gdy» Krn(xn) � K2rn(xn).Zauwa»my, »e 
i¡g x1; x2; x3; : : : ±rodków kul speªnia warunek d(xn; xm) <rn , dla m ­ n, jest wi�
 
i¡giem fundamentalnym w X a poniewa» X jestprzestrzeni¡ zupeªn¡, jest zbie»ny do pewnego x 2 X . Dla dowolnego wska¹nikan za
hodzi wobe
 tego nierówno±¢d(xn; x) = limm!1 d(xn; xm) ¬ rn:To z kolei implikuje, »e x 2 Krn(xn), a dalej, »e x =2 An . W konsekwen
ji dosta-jemy x =2 S1n=1An , 
o prze
zy zaªo»eniu S1n=1An=X.10.20. Zbiory zwarte w przestrzenia
h metry
zny
h. Podzbiór E prze-strzeni metry
znej nazywamy 
aªkowi
ie ograni
zonym je»eli dla ka»dej li
zby" > 0 mo»na go pokry¢ sko«
zon¡ ilo±
i¡ kul o promieniu " tj., gdy istnieje takizbiór sko«
zony F" , »e E � Sx2F"K"(x).Z ka»dego 
i¡gu elementów zbioru 
aªkowi
ie ograni
zonego mo»na wy-bra¢ pod
i¡g fundamentalnyZaªó»my, »e E jest zbiorem 
aªkowi
ie ograni
zonym a fxng 
i¡giem jego elemen-tów. Wybierzmy dowolnie wska¹nik n1 . Wyraz xn1 b�dzie pierwszym wyrazempod
i¡gu. Nie
h F1 b�dzie sko«
zon¡ 1-sie
i¡ dla E . Poniewa» E � Sx2F1K1(x),wi�
 jedna z kul K1(x) zawiera niesko«
zenie wiele wyrazów 
i¡gu fxng. Z 
i¡guusu«my wszystkie te wyrazy, które nie le»¡ w wybranej kuli. Z pozostaªy
h wy-razów 
i¡gu wybierzmy wyraz xn2 dowolnie, ale tak, aby n2 > n1 . Podobniepost�puj¡
 dla sie
i F1=2 , F1=3 itd. zbudujemy pod
i¡g fxnkg 
i¡gu fxng o tejwªasno±
i, »e d(xni; xnj) < 2=k , gdy i; j > k . Ci¡g taki jest fundamentalny.Zbiory 
aªkowi
ie ograni
zone 
z�sto nazywa si� zbiorami warunkowo zwar-tymi. Wyja±nienie znajduje si� w nast�puj¡
ym twierdzeniu:Podzbiór E przestrzeni metry
znej zupeªnej X jest zwarty wtedy i tylkowtedy, gdy jest domkni�ty i 
aªkowi
ie ograni
zony.Dowód: Zaªó»my, »e zbiór E jest zwarty. Poniewa» ka»da przestrze« metry
znajest przestrzeni¡ Hausdor�a, wi�
 E jest zbiorem domkni�tym. Poka»emy, »e jest
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zne 197tak»e zbiorem 
aªkowi
ie ograni
zonym. Nie
h " b�dzie dowoln¡ li
zb¡ dodatni¡.Rodzina kul �K"(x)	x2E tworzy pokry
ie otwarte zbioru E , a poniewa» E jestzbiorem zwartym, wi�
 pewna sko«
zona podrodzina K"(x1);K"(x2); : : : ;K"(xn)tak»e pokrywa E . Ozna
za to, »e zbiór F" = fx1; x2; : : : ; xng jest "-sie
i¡ dla E .Zaªó»my teraz, »e zbiór E jest domkni�ty i 
aªkowi
ie ograni
zony. Nie
hfU�g�2A b�dzie dowolnym pokry
iem E zbiorami otwartymi U� . Poka»emy naj-pierw, »e z pokry
ia tego mo»na wybra¢ podpokry
ie przeli
zalne E , a potem, »ez pokry
ia przeli
zalnego mo»na wybra¢ podpokry
ie sko«
zone.Nie
h F1 b�dzie sko«
zon¡ 1-sie
i¡ dla E . Ze zbioru kul fK1(x)gx2F1 wy-bierzmy te, które zawarte s¡ 
aªkowi
ie przynajmniej w jednym ze zbiorów U�pokry
ia. Podobnie post�puj¡
 dla sie
i F1=2 , F1=3 itd. otrzymamy przeli
zaln¡rodzin� kul, tworz¡
y
h pokry
ie zbioru E . Je»eli z rodziny A usuniemy wszyst-kie te zbiory U� , które nie zawieraj¡ »adnej z wybranej kul, to pozostanie namprzeli
zalna podrodzina fU�kgnk=1 rodziny fU�g�2A , dalej daj¡
a pokry
ie E .Twierdzimy, »e jeden ze zbiorów Un = Snk=1 U�k , n = 1; 2; 3; : : : zawiera 
aª-kowi
ie zbiór E . Je±li tak nie jest, to wybieraj¡
 z ka»dego ze zbiorów E n Un poelemen
ie xn , otworzymy 
i¡g fxng, który | na mo
y 
aªkowitej ograni
zono±
izbioru E | musi zawiera¢ pod
i¡g fundamentalny. Grani
a x0 tego pod
i¡guo
zywi±
ie nale»y do E , bo E jest zbiorem domkni�tym. Jednak nie mo»e na-le»e¢ do »adnego ze zbiorów Un , bo do takiego zbioru musiaªyby nale»e¢ prawiewszystkie wyrazy pod
i¡gu. Tu sprze
zno±¢ z zaªo»eniem, »e E � Snk=1 Uk .10.21. Produkt topologi
zny przestrzeni metry
zny
h. Nie
h X =Q1k=1Xk b�dzie produktem topologi
znym przeli
zalnej rodziny przestrzeni me-try
zny
h Xk i nie
h dk ozna
za metryk� w przestrzeni Xk . Dla elementówx = fxkg i y = fykg produktu X poªó»myd(x; y) = 1Xk=1 12k dk(xk; yk)1 + dk(xk; yk) :Nietrudno sprawdzamy, »e d jest metryk¡ w X .Poka»emy, »e topologia produktowa w X i topologia wyzna
zona przez me-tryk� d pokrywaj¡ si�. Wystar
zy w tym 
elu porówna¢ bazowe oto
zenia punktuy = fykg 2 X w topologii produktowej:Un;" = fx 2 X : dk(xk; yk) < " dla k = 1; 2; : : : ; ng; n = 1; 2; 3; : : : ; " > 0;z oto
zeniami w metry
e d:VÆ = fx 2 X : d(x; y) < Æg; Æ > 0:



198 X. DODATEKGdy 12n + "1 + " < Æ;to za
hodzi zawieranie Un;" � VÆ , a gdyÆ < 12n "1 + " ;to zawieranie prze
iwne VÆ � Un;" . Udowodnili±my tym samym, »e:Produkt topologi
zny przeli
zalnej rodziny przestrzeni metry
zny
h jestprzestrzeni¡ metryzowaln¡.Literatura.[1℄ Ryszard Engelking, Topologia ogólna, PWN, Warszawa 1989.



WSKAZÓWKI1.25 Pokaza¢, »e funk
j� x0 mo»na przedstawi¢ w posta
i zbie»nego w Lp(a; b)szeregu P1k=1 �k xk .1.34 Wskaza¢ w `1 nieprzeli
zalny zbiór liniowo niezale»ny.1.36 Funk
ja x = 
tg �t jest homeomor�zmem (0; 1) na R.1.39 W dowodzie zupeªno±
i przestrzeni X=Y skorzysta¢ z zadania 1.3.2.18 Znale¹¢ funk
je liniow¡ przeprowadzaj¡
¡ przedziaª [0; 1℄ na [a; b℄.2.20 Nie.3.10 Równo±¢ równolegªoboku potrzebna jest tylko przy dowodzie addytywno±
iilo
zynu skalarnego.5.15 Skorzysta¢ z twierdzenia Bana
ha-Steinhausa.5.19 Wykaza¢, »e ró»ni
zkowanie jest 
i¡gª¡ opera
j¡ z X w C[0; 1℄. Wywniosko-wa¢ st¡d, »e kula jednostkowa w X jest zbiorem jednakowo 
i¡gªym. Nast�pnieskorzysta¢ z twierdzenia Arzeli i twierdzenia Riesza.6.3 Dowie±¢, »e dla ka»dej funk
ji x 2 Lp(0; 1) i dowolnej li
zby r > 0 istniejetaki podziaª 0 = t0 < t1 < � � � < tn = 1 od
inka [0; 1℄, »e funk
jexk(t) = nnx(t) gdy tk�1 ¬ t ¬ tk,0 poza tym, ; k = 1; 2; : : : ; nspeªniaj¡ nierówno±¢ kxkk < r oraz x = 1n(x1 + x2 + : : :+ xn).



200 Wskazówki6.10 Topologia ta nie jest metryzowalna a ka»dy 
i¡gªy funk
jonaª liniowy x� naX ma posta¢ x�(x) =Pnk=1 �kx(tk) przy pewnym wyborze punktów t1; t2; : : : ; tnw [0; 1℄ i li
zb �1; �2; : : : ; �n .7.9 Posªu»y¢ si� kryterium S
hura z funk
j¡ '(k) = 1pk�1=2 .



ROZWI�ZANIA ZADA�4.43 Na podprzestrzeni X0 � C(R), zªo»onej z ty
h funk
ji x, dla który
h gra-ni
a limt!�1x(t) istnieje, okre±lmy funk
jonaª liniowy x�0 wzoremx�0(x) = limt!�1 x(t);a nast�pnie przedªu»my go do 
i¡gªego funk
jonaªu liniowego x� na 
aª¡ przestrze«C(R). Wtedy x�(1) = 1, za± x�(xn) = 0 dla wszystki
h n.2.17 Mo»na si� posªu»y¢ wzorami z ko«
a dowodu twierdzenia Weierstrassa 2.1otrzymuj¡
 dla funk
ji x(t) = t2xn(t) = n�1n t2 + 1n t;a dla funk
ji x(t) = t3xn(t) = (n�1)(n�2)n2 t3 + 3n�1n2 t2 + 1n2 t:1.33 Ka»da funk
ja f 2 C[�1; 1℄ ma jednozna
zne przedstawienie w posta
isumy f = f1 + f2 funk
ji parzystej i nieparzystej, mianowi
ief1(t) = f(t) + f(�t)2 ; f2(t) = f(t)� f(�t)2 ;za
hodz¡ przy tym nierówno±
i kfk1 ¬ kf1k1 + kf2k1 ¬ 2 kfk1 .6.19 Ci¡gªo±¢ dodawania funk
ji jest o
zywista. Mno»enie przez li
zby nie jest
i¡gªe, bo na przykªad dla funk
ji x(t) = 1=t nierówno±¢ j�x(t) � x(t)j < 1 nieza
hodzi dla »adnej li
zby � 6= 1.1.12 Funk
ja k kp nie jest podaddytywna. Dla 
i¡gów x = (1; t1=p; 0; : : :), gdziet > 0, oraz y = (1; 0; 0; : : :) otrzymujemykx+ ykp � kxkp � kykp = (2p + t)1=p � (1 + t)1=p � 1 > 0;



202 Rozwi¡zania zada«a nierówno±¢ ªatwo jest sprawdzi¢ ró»ni
zkuj¡
 po t.Zbiór `p jest przestrzeni¡ liniow¡. Z nierówno±
i jxn+ ynj ¬ 2maxfjxnj; jynjgwynika jxn + ynjp ¬ 2pmaxfjxnjp; jynjpg ¬ 2p�jxnjp + jynjp�:Dlatego P jxn + ynjp <1, gdy oba 
i¡gi fxng, fyng le»¡ w `p .4.38 Wystar
zy tezy dowie±¢ dla 
i¡gu fxng sªabo zbie»nego do zera. Wtedy 
i¡gfxng jest jednostajnie ograni
zony oraz xn(t)! 0 dla wszystki
h t 2 [a; b℄, wi�
limn!1 Z ba ��xn(t)��pdt = 0na mo
y twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±
i ograni
zonej.2.18 fn(x) = 1(b� a)n nXk=0 f�n�kn a+ knb� (x� a)k(b� x)n�k1.39 Odwzorowanie � jest kontrak
j¡ liniow¡, jest wobe
 tego funk
j¡ 
i¡gª¡.Zauwa»my, »e obrazem kuli otwartej fx 2 X : kx � x0k < rg o ±rodku x0 ipromieniu r > 0 przez odwzorowanie � jest kula �[x℄ 2 X=Y : 

[x℄� [x0℄

 < r	.Istotnie, zawieranie � jest o
zywiste, a je»eli element [x℄ le»y w drugiej kuli,to z de�ni
ji normy ilorazowej wynika istnienie takiego elementu x0 2 [x℄, »ekx0 � x0k < r , wi�
 x0 le»y w pierwszej kuli oraz � (x0) = [x℄. Za
hodzi zatemtak»e zawieranie w drug¡ stron�. Poniewa» ka»dy zbiór otwarty U w przestrzeniX jest sum¡ kul otwarty
h, wi�
 jego obraz � (U) musi by¢ zbiorem otwartym wprzestrzeni X=Y .Aby dowie±¢ zupeªno±
i przestrzeni X=Y wystar
zy pokaza¢, »e ka»dy szeregbezwzgl�dnie zbie»ny jest zbie»ny (patrz zad. 1.3). Zaªó»my, »e dla 
i¡gu �[xn℄	w przestrzeni X=Y szereg norm P

[xn℄

 jest zbie»ny. Z ka»dej z warstw [xn℄wybierzmy element x0n tak, aby kx0nk ¬ 

[xn℄

 + 1=2n . Wtedy P kx0nk < 1,wi�
, na mo
y zaªo»onej zupeªno±
i przestrzeni X , szereg Px0n jest zbie»ny wX . Z 
i¡gªo±
i i liniowo±
i odwzorowania � wynika, »e szereg P[xn℄, b�d¡
 jegoobrazem, musi by¢ zbie»ny w X=Y .3.23 Dla wektora x 2 H warstwa [x℄ = x+H0 przestrzeni H=H0 zawiera dokªad-nie jeden element przestrzeni H?0 , jest nim wektor x1 z rozkªadu ortogonalnegox = x0 + x1 .7.12 Zaªó»my, »e fyng jest 
i¡giem Cau
hy'ego w Y , który nie jest zbie»ny.Ustalmy niezerowy funk
jonaª x� 2 X� i okre±lmy 
i¡g operatorów fTng w



Rozwi¡zania zada« 203L(X;Y ) wzorem Tnx = x�(x) yn; n = 1; 2; 3; : : :�atwo zoba
zy¢, »e gdy x�(x) 6= 0, to 
i¡g fTnxg nie jest zbie»ny, nie mo»e wi�
by¢ zbie»ny te» 
i¡g fTng.3.27 Funk
ja rn jest staªa na ka»dym z przedziaªów Ik;n = � k2n�1 ; k+12n�1� i naprzemian przyjmuje warto±
i +1 i �1, zatem gdy m < n, to 
aªka z niej poka»dym z przedziaªów Ij;m jest zerem. Dlategohrm; rni = 2m�1Xj=0 (�1)j ZIj;m rn(t) dt = 0:�atwo sprawdzamy, »e funk
ja r2 r3 jest ortogonalna do wszystki
h funk
ji rn , ztego powodu ukªad Radema
hera nie jest zupeªny.Stosuj¡
 podobne rozumowanie jak wy»ej, mo»na pokaza¢, »e ukªad orto-normalny tworz¡ wraz z funk
j¡ r1 wszystkie sko«
zone ilo
zyny rn1rn2 � � � rnk ,1 < n1 < n2 < : : : < nk , k = 1; 2; 3; : : :, funk
ji Radema
hera.2.20 Funk
je jednostajnie 
i¡gªe tworz¡ domkni�t¡ podprzestrze« liniow¡ w prze-strzeni C(R). Istotnie, je»eli funk
ja x jest grani
¡ jednostajnie zbie»nego 
i¡gufxng funk
ji jednostajnie 
i¡gªy
h z C(R), to dla dowolnej li
zby dodatniej "mo»na wybra¢ taki wska¹nik n, by kx � xnk < "; nast�pnie dla funk
ji xn tak¡li
zb� dodatni¡ Æ , by dla dowolnej pary s; t 2 R nierówno±¢ js� tj < Æ po
i¡gaªa��xn(s)� xn(t)�� < ". Wtedy��x(s)� x(t)�� ¬ ��x(s)� xn(s)��+ ��xn(s)� xn(t)��+ ��xn(t)� x(t)��¬ 2kx� xnk+ ��xn(s)� xn(t)�� < 3"dla ka»dej pary s; t 2 R speªniaj¡
ej nierówno±¢ js� tj < Æ .Przestrze« X jest wªa±
iwym podzbiorem C(R), gdy» istniej¡ ograni
zonefunk
je 
i¡gªe, które nie s¡ jednostajnie 
i¡gªe, np. funk
ja x(t) = sin t2 .4.8 Przyporz¡dkowanie y ! y� okre±lone wzorem (4. 22) jest izometry
znym izo-mor�zmem `1 na podprzestrze« przestrzeni `1� , jednak nie ka»dy funk
jonaª y�ma posta¢ (4. 22), np. funk
jonaª LIM z przykªadu ??. Rze
zywi±
ie, mieliby±myyk = LIM ek = 0 dla wszystki
h k .4.26 Z twierdzenia o warto±
i ±redniej wynika, »e je»eli P = ft0; t1; : : : ; tng jestrozbi
iem przedziaªu [a; b℄, to ��f(tk)�f(tk�1)�� = ��f 0(sk)��(tk� tk�1) dla pewnego
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 Pnk=1 ��f(tk) � f(tk�1)�� jest sum¡ Riemanna 
aªkiR ba ��f 0(t)��dt.4.46 Tak¡ wªasno±¢ ma 
i¡g xn = 1n(e1 + e2 + � � �+ en), gdy» kxnk = 1pn .1.4.3 Nie
h x b�dzie dowolnym wektorem niezerowym. Szereg P1n=1 (�1)nn x jestzbie»ny, bo zbie»ny jest szereg �1 + 12 � 13 + : : :, a nie jest zbie»ny bezwzgl�dnie.3.24.2 Je±li zbiór fxtgt2T jest ortonormalny, to kule fx 2 H : kx � xtk < 1g,t 2 T s¡ parami rozª¡
zne, a ka»da zawiera przynajmniej jeden element o±rodka.Zbiór T musi by¢ wi�
 najwy»ej przeli
zalny.2.15 x0(t) = 1, x1(t) = x2(t) = 1 � 2t, x3(t) = 1 � 32t � 32t2 + x3 , x4(t) =(1� t)4 + 2p2 t(1� t)3 � 2p2 t3(1� x)� t4 .4.9 Rozumujemy identy
znie jak dla przestrzeni `1 , korzystaj¡
 przy osza
owaniujy�(x)j ¬ kxkpkykq z nierówno±
i H�oldera. Dla dowodu nierówno±
i ky�k ­ kykqwybieramy wektor x = (x1; x2; : : :), posta
i xk = sgn yk jykjq�1 . Mamy wtedykxkp = kykq=pq oraz y�(x) = kykqq , zatem ky�k ­ kykq .1.4.2 Nie
h fxng b�dzie 
i¡giem Cau
hy'ego. Je»eli m jest takim wska¹nikiem,»e kxn � xmk ¬ 1 dla n > m, oraz M = maxfkx1k; : : : ; kxm�1k; kxmk + 1g, tokxnk ¬M dla wszystki
h n = 1; 2; : : :.5.15 Na przestrzeni `1 funk
jonaªy liniowex�n(b) = nXk=1akbk; gdzie b = (b1; b2; b3; : : :) 2 `1; n = 1; 2; 3; : : :s¡ 
i¡gªe i 

x�n

 = nPk=1 jakj. Tak»e dla ka»dego b 2 `1 
i¡g fx�n(b)g jest ogra-ni
zony. Z twierdzenia Bana
ha-Steinhausa wynika, »e normy kx�nk musz¡ by¢wspólnie ograni
zone.1.21 Nierówno±¢ kxk2 ¬ C2 kxk1 , x 2 C[a; b℄, nie za
hodzi przy »adnej staªejC2 , bo dla funk
ji xn(t) = tn , n = 1; 2; 3; : : : mamy kxk1 = 1n+1 , kxnk2 = 1.1.3 Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ zupeªn¡ oraz, »e szereg P1k=1 kxkk jestzbie»ny. Aby dowie±¢ zbie»no±
i szeregu P1k=1 xk w X , wystar
zy pokaza¢, »e
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i¡g sn = Pnk=1 xk jego sum 
z�±
iowy
h jest 
i¡giem Cau
hy'ego w X . Za-uwa»my w tym 
elu, »e dla m < n mamyksn � smk = kxm+1 + xm+2 + : : :+ xnk¬ kxm+1k+ kxm+2k+ : : :+ kxnk= �n � �m;gdzie �n i �m s¡ odpowiednio n-t¡ i m-t¡ sum¡ 
z�±
iow¡ szeregu P1k=1 kxkk.St¡d, dla dowolny
h ju» m;n za
hodziksn � smk ¬ j�n � �mj;a poniewa» f�ng jest li
zbowym 
i¡giem Cau
hy'ego, wi�
limm;n!1 ksn � smk = 0:Przejd¹my do dowodu w drug¡ stron�. Nie
h fxng b�dzie dowolnym 
i¡giem Cau-
hy'ego w X . Poka»emy, »e jest on zbie»ny. Wybierzmy z 
i¡gu fxng pod
i¡gfxnkg tak, aby kxnk � xmk ¬ 1=2k dla k = 1; 2; : : : oraz wszystki
h m > nk iozna
zmy y1 = xn1; yk = xnk � xnk�1:Poniewa» 1Xk=1 kykk ¬ kxn1k+ 1Xk=2 12k <1;wi�
 z zaªo»enia wynika, »e szereg P1k=1 yk jest zbie»ny w X . Ci¡g fxnkg jest
i¡giem sum 
z�±
iowy
h tego szeregu, jest wi�
 tak»e zbie»ny. Nie
h x = limk!1xnk .Sprawd¹my, »e x jest tak»e grani
¡ samego 
i¡gu fxng. Rze
zywi±
ie,kx� xmk = kx� xnkk+ kxnk � xmk < "+ 12kdla dostate
znie du»y
h k i m > nk .7.66 O
zywi±
ie nie. Je»eli g : [0; 1℄ ! C jest funk
j¡ 
i¡gª¡ i ��g(t)�� � 1, tooperator Tx(t) = x(t) g(t) jest izometri¡ na C[0; 1℄, ale nie ma posta
i (7. 42).5.3 Na przestrzeni s0 ty
h 
i¡gów li
zb zespolony
h, dla który
h tylko sko«
zeniewiele wyrazów mo»e by¢ ró»ny
h od zera, z norm¡ ÿsup" okre±lmy operatoryT1; T2; T3; : : : wzoremTn(x1; x2; x3; : : :) = (x1; 2x2; : : : ; nxn; 0; 0; : : :):



206 Rozwi¡zania zada«Zaªo»enia wniosku 5.2 s¡ wtedy speªnione, bo kTnk = n a dla x 2 s0 
i¡g fTnxgjest od pewnego miejs
a staªy. Operator T ma posta¢T (x1; x2; x3; : : :) = (x1; 2x2; 3x3; : : :);jest wi�
 operatorem nie
i¡gªym.3.31 Poniewa» Un(
osu) = sin(n + 1)u2n sinu , wi�
 ortonormalno±¢ ukªadu jest konse-kwen
j¡ równo±
iZ 1�1 Um(t)Un(t)p1 � t2 dt = 12m+n Z �0 sin(m+ 1)u sin(n+ 1)u du:6.10 Baz� oto
ze« zera dla omawianej topologii tworz¡ zbiory U";F posta
iU";F = fx 2 X : jx(t)j < " dla t 2 Fg;gdzie " jest dowoln¡ li
zb¡ dodatni¡, a F sko«
zonym podzbiorem [0; 1℄. Gdybytopologia ta byªa metryzowalna, to spo±ród zbiorów U";F mo»na by wybra¢ prze-li
zaln¡ rodzin�, tworz¡
¡ baz� oto
ze« zera. Powiedzmy, »e tworzyªyby j¡ zbioryU"n;Fn , n = 1; 2; : : : . Poniewa» suma S1n=1 Fn jest zbiorem najwy»ej przeli
zal-nym, wi�
 w [0; 1℄ istnieje punkt t0 le»¡
y poza t¡ sum¡. Mamy tu sprze
zno±¢,bo zbiór U1;ft0g jest otwarty, a nie zawiera »adnego ze zbiorów U"n;Fn .Nie
h x� b�dzie 
i¡gªym funk
jonaªem liniowy na X . Z 
i¡gªo±
i w zerzewynika istnienie takiego oto
zenia U";F , »e jx�(x)j ¬ 1 dla wszystki
h x 2 U";F .Zauwa»my, »e je»eli funk
ja x zeruje si� na zbiorze F , to x�(x) = 0. Rze
zywi±
ie,poniewa» nx 2 U";F dla n = 1; 2; : : :, wi�
 jx�(x)j ¬ 1=n, a w konsekwen
jix�(x) = 0. Ozna
zmy punkty zbioru F przez t1; t2; : : : ; tn i wybierzmy w X takiukªad funk
ji e1; e2; : : : ; en , »e em(tk) = Æmk dla m;k = 1; 2; : : : ; n. Ozna
zmytak»e x�(ek) = �k . Je»eli x 2 X , to funk
ja x �Pnk=1 x(tk)ek znika na zbiorzeF , wi�
 x�(x�Pnk=1 x(tk)ek) = 0, a st¡dx�(x) = nXk=1 �kx(tk):Z drugiej strony wzór powy»szy okre±la 
i¡gªy funk
jonaª liniowy x� na X przydowolnym wyborze zbioru sko«
zonego F = ft1; t2; : : : ; tng w [0; 1℄ i ukªadu li
zbzespolony
h �1; �2; : : : ; �n .1.6 Aby dowie±¢ zupeªno±
i obu przestrzeni mo»na powtórzy¢ rozumowanie zprzykªadu 1.5 przy dodatkowym zaªo»eniu, »e ka»dy z 
i¡gów fxkng, k = 1; 2; : : :,
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zby gk . Prze
hodz¡
 w (1. 1) do grani
y przy n!1otrzymujemy jgk�gmj ¬ ", a w konsekwen
ji zbie»no±¢ 
i¡gu g1; g2 : : : Ozna
zmylimgk = g . Wybierzmy i ustalmy wska¹nik k ­ k0 tak, by jgk�gj < " a nast�pnien0 tak, by jxkn � gkj < " dla n ­ n0 . Wtedy z (1. 2)jxn � gj ¬ jxn � xknj+ jxkn � gkj+ jgk � gj < "+ "+ " = 3"dla wszystki
h n ­ n0 . Zatem limxn = g .1.34 Wystar
zy w przestrzeni `1 wskaza¢ nieprzeli
zalny zbiór liniowo niezale»ny.Takim zbiorem jest na przykªad zbiór wszystki
h 
i¡gów posta
i fn�sg1n=1 , s > 1,bo gdy przy 1 < s1 < s2 < : : : < sk równo±¢�1n�s1 + �2n�s2 + : : :+ �kn�sk = 0za
hodzi dla wszystki
h n, to mno»¡
 obie strony przez ns1 i prze
hodz¡
 do gra-ni
y przy n!1 otrzymujemy �1 = 0. Usuwaj¡
 z tej równo±
i zerowy skªadnik�1n�s1 i powtarzaj¡
 rozumowanie dla wykªadnika s2 otrzymujemy �2 = 0, itd.W ko«
u po k -kroka
h otrzymamy �1 = �2 = : : : = �k = 0.4.33.1 Je±li x�(xn) ! x�(x00) oraz x�(xn) ! x�(x000), to x�(x00 � x000) = 0, wi�
x00 = x000 .7.72 Jest tak tylko wtedy, gdy 1 =2 �(U). Warunek ten nie jest speªniony np. dlaoperatora U = I .5.16 Nie
h X0 = fx 2 X : Tx = 0g ozna
za j¡dro odwzorowania T . Z twierdze-nia 5.10 wiemy, »e T jest izomor�zmem z przestrzeni X=X0 na Y . Gdy y = 0, toprzyjmijmy x = 0, a gdy y 6= 0 to w warstwie T�1y przestrzeni X=X0 wybierzmyx tak, aby kxk ¬ 2 kT�1yk. Wtedy Tx = y oraz kxk ¬ 2 kT�1k kyk.1.36 Poniewa» funk
ja x = 
tg �t jest homeomor�zmem (0; 1) na R, wi�
 mo-»emy okre±li¢ odwzorowanie T : Lp(R)! Lp(0; 1) wzoremTf(t) = ��p sin2=p �t f(
tg �t):Wtedy kTfkpp = Z 10 ��f(
tg �t)��p sin2 t� dt = Z +1�1 ��f(x)��pdx = kfkpp:
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zy¢ bezpo±redniokAk = supjxj2+jyj2+jzj2=1 �jx+ iyj2 + jy + izj2 + jz + ixj2�1=2= supjxj2+jyj2+jzj2=1 �2 + 2 Im(xy + yz + zx)�1=2:Je±li przyjmiemy x = x1 + ix2 , y = y1 + iy2 , z = z1 + iz2 , to zadanie sprowadzisi� do obli
zenia maksymalnej warto±
i wyra»eniaV = Im(xy + yz + zx)= x2y1 � x1y2 + y2z1 � y1z2 + z2x1 � z1x2;pod warunkiem x21 + x22 + y21 + y22 + z21 + z22 = 1. Do obli
zenia tego maksimumwarunkowego zastosujemy metod� 
zynników nieozna
zony
h Lagrange'a (patrz[3℄ I. 212). Przyrównanie do zera po
hodny
h 
z¡stkowy
h funk
jix2y1 � x1y2 + y2z1 � y1z2 + z2x1 � z1x2 � �(x21 + x22 + y21 + y22 + z21 + z22)prowadzi do ukªadu równa«z2 � y2 � 2�x1 = 0; y1 � z1 � 2�x2 = 0;x2 � z2 � 2�y1 = 0; z1 � x1 � 2�y2 = 0;y2 � x2 � 2�z1 = 0; x1 � y1 � 2�z2 = 0:Z niegoVmax = (z2 � y2)x1 + (x2 � z2)y1 + (y2 � x2)z1 = 2�(x21 + y21 + z21)= (y1 � z1)x2 + (z1 � x1)y2 + (x1 � y1)z2 = 2�(x22 + y22 + z22);
o po uwzgl�dnieniu równo±
i x21 + x22 + y21 + y22 + z21 + z22 = 1 daje Vmax = �.Warto±¢ � = p32 ªatwo wyzna
zamy z ukªadu równa«, zatemkAk =q2 +p3:Obli
zanie wspóªrz�dny
h wektora optymalnego (x; y; z) mo»na kontynuowa¢,otrzymuj¡
 w rezulta
iex = eitp3 ; y = ei(t+2�=3)p3 ; z = ei(t+4�=3)p3 ; t 2 R:Tworz¡ one wierz
hoªki trójk¡ta foremnego wpisanego w okr¡g o ±rodku 0 i pro-mieniu 1p3 .
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zania kAk zna
znie szyb
iej prowadzi do 
elu. Poniewa»A� =  1 0 �i�i 1 00 �i 1 ! ; A�A =  2 i �i�i 2 ii �i 2 ! ;wi�
 wielomian det(zI �A�A) przyjmuje posta¢det(zI �A�A) = z3 � 6z2 + 9z � 2 = (z � 2)(z � 2 �p3)(z � 2 +p3);sk¡d kAk = maxnp2;p2 +p3;p2�p3o =p2 +p3:2.16 Ci¡g sn sum 
z�±
iowy
h szeregu Taylora funk
ji x(t) = 
os�tsn(t) = 1� �22! t2 + �44! t4 � �66! t6 + : : :+ (�1)n �2n(2n)! t2njest zbie»ny jednostajnie do funk
ji x na ka»dym przedziale sko«
zonym.4.33.3 Przestrze« sko«
zenie wymiarowa jest izomor�
zna z C k (wzgl�dnie Rk,gdy jest to przestrze« rze
zywista). W przestrzeni C k sªaba zbie»no±¢ 
i¡gu xn =(xn1; xn2; : : : ; xnk) po
i¡ga zbie»no±¢ 
i¡gów fxnig1n=1 , i = 1; 2; : : : ; k jego wspóª-rz�dny
h a to, jak wiadomo, gwarantuje zbie»no±¢ samego 
i¡gu fxng.2.19 Je»eli odwzorowanie ' : S1 ! S2 jest homeomor�zmem, to odwzorowanieliniowe T : C(S2)! C(S1) posta
iTx(s) = x�'(s)�jest izometri¡.Nie
h �R ozna
za uzwar
enie �Ce
ha-Stone'a prostej R. Z okre±lenia uzwar
e-nia �Ce
ha-Stone'a wynika (patrz 10.14), »e przestrzenie C(R) i C(�R) s¡ izome-try
znie izomor�
zne, 
ho¢ jak wida¢ przestrzenie R i �R homeomor�
zne nie s¡(druga jest zwarta a pierwsza nie).1.35 Norm� zupeªn¡ w przestrzeni Ck(R) mo»na wprowadzi¢ na wiele sposobów.Jednym z ni
h jest kxk = supt2R��x(t)��+ supt2R��x0(t)��:
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i¡giem fundamentalnymw tej normie, to jest jednostajnie zbie»nydo pewnej funk
ji x0 , a tak»e 
i¡g po
hodny
h fx0ng jest zbie»ny jednostajnie dopewnej funk
ji y0 . Poniewa»xn(t) = xn(0) + Z t0 x0n(s) ds;wi�
 x0(t) = x0(0)+R t0 y0(s) ds dla ka»dego t 2 R.Wynika st¡d, »e x0 jest funk
j¡ró»ni
zkowaln¡ oraz x00 = y0 , zatem y0 jest grani
¡ 
i¡gu fxng w normie k k.4.36 Zbiór zªo»ony z punk
ji 
harakterysty
zny
h wszystki
h przedziaªów [a; b℄jest liniowo g�sty w przestrzeni Lp(R), mo»na zatem przeprowadzi¢ analogi
znerozumowanie jak w przykªadzie 4.34.3.20 Mamy���det�xi(tj)	1¬i;j¬n���2 =X�;� sgn(��) nYi=1 x�(i)(ti)x�(i)(ti);gdzie � i � przebiegaj¡ grup� permuta
ji li
zb f1; 2; : : : ; ng a sgn ozna
za znakpermuta
ji. Przyjmuj¡
ai;j = hxi; xji = Z 1�1 xi(t)xj(t) dt;prawa strona dowodzonej równo±
i przyjmie posta¢1n!X�;� sgn(��) nYi=1 a�(i);�(i) = 1n!X�;� sgn(��2) nYi=1 a��(i);�(i) == 1n!X� X� sgn(� ) nYi=1 a�(i);i == det�ai;jg1¬i;j¬n6.14 Nie
h O b�dzie o±rodkiem w `2 . Je»eli x0 nale»y do sªabego domkni�
iazbioru A, to w A metod¡ ÿprzek¡tniow¡" mo»na wybra¢ taki 
i¡g fxng, »elimn!1hxn � x0; yi = 0dla wszystki
h y 2 O . Poniewa» 
i¡g fxn � x0g jest ograni
zony, wi�
 równo±¢limn!1hxn � x0; yi = 0
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hodzi dla wszystki
h x 2 `2 .1.25 Poka»emy, »e ukªad S
hura nie daje jednozna
zno±
i rozkªadu. Przedsta-wimy w tym 
elu funk
j� x0 w posta
i zbie»nego szeregux0 = 1Xk=1 �k xk:Szereg ten b�dzie zbie»ny na 
aªym póªotwartym przedziale (a; b℄, w sz
zególno±
izbie»ny w punkta
h t1; t2; t3; : : :. Z wªasno±
i xk(ti) = 0 dla i = 1; 2; : : : ; k � 1i xk(tk) = 1, podobnie jak w przykªadzie 1.24, otrzymamy ukªad równa« 1 =x0(t1) = �1 , 1 = x0(t2) = �1 x1(t2) + �2 , itd., który pozwala wyzna
zy¢ wspóª-
zynniki �1; �2; �3; : : : jednozna
znie. Je±li yn jest n-t¡ sum¡ 
z�±
iow¡ tego sze-regu oraz sn ozna
za najmniejsz¡ spo±ród li
zb t1; t2; : : : ; tn , to wykresem funk
jiyn jest ªamana zªo»ona z dwó
h od
inków, ª¡
z¡
y
h punkt (a; 0) z punktem(sn; 1) i punkt (sn; 1) z punktem (b; 1). Dlategokx0 � ynkpp = Z sna � t� asn � a�p dt = sn � ap+ 1 ! 0:7.2 Je±li T jest operatorem ograni
zonym, to kTx � Tyk ¬ kTk kx � yk dlawszystki
h x; y 2 X , 
o ozna
za, »e T jest funk
j¡ jednostajnie 
i¡gª¡.Zaªó»my teraz, »e T jest 
i¡gªy w pewnym punk
ie x0 2 X , tzn.kTx� Tx0k ¬ "; gdy kx� x0k ¬ Æ:Nie
h y 2 X , kyk ¬ 1. Wtedy dla wektora x = x0 + Æy za
hodzi kx � x0k ¬ Æ ,zatem kÆTyk = kTx� Tx0k ¬ ". St¡d kTyk ¬ "Æ , a w konsekwen
ji kTk ¬ "Æ .5.17 Nie
h xn = �[0;1=n℄ , yn = �[0;n℄ . Wtedykxnkpkxnkq = n1=q�1=p; kynkpkynkq = n1=p�1=q :Gdy n ! 1, to pierwszy z ilorazów d¡»y do zera, a drugi do niesko«
zono±
i.Zatem normy te nie s¡ zgodne.4.47 Wynika to naty
hmiast z równo±
ikxn � x0k2 = kxnk2 � 2Rehxn; x0i+ kx0k2;



212 Rozwi¡zania zada«gdy» prawa strona d¡»y do zera przy n!1.4.49 Z twierdzenia 4.31 wiadomo, »e ka»dy 
i¡gªy funk
jonaª liniowy x� na prze-strzeni C0(R) ma posta¢ x�(x) = Z 10 x(t) d�(t);gdzie � jest miar¡ Radona na prostej R. Sªaba zbie»no±¢ do zera 
i¡gu fxngwynika wi�
 naty
hmiast z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±
i ograni
zonej.Przedstawimy dowód nie korzystaj¡
y z opisu przestrzeni �C0(R)�� . Zauwa»-my przedtem, »e dla ka»dego " > 0 mo»na dobra¢ tak¡ li
zb� d = d("), aby��x(t)�� < " dla t poza przedziaªem [�d; d℄, a je±li n1; n2; n3; : : : jest 
i¡giem wska¹-ników speªniaj¡
ym warunek nk+1 ­ nk + 2d, to

 1mxn1 + 1mxn2 + � � �+ 1mxnm

1 ¬ 1mkxk1 + ":Zaªó»my, »e 
i¡g fxng nie jest zbie»ny do zera. Wtedy istnieje taki 
i¡gªy funk-
jonaª liniowego x� na przestrzeni C0(R) oraz pod
i¡g fxnkg 
i¡gu fxng, »eRex�(xnk) ­ 1. Od 
i¡gu wska¹ników fnkg mo»emy przy tym wymaga¢ dodat-kowo, by nk+1 > nk + 2d("). Wtedy! ¬ ��x�� 1mxn1 + 1mxn2 + � � �+ 1mxnm��� ¬ � 1mkxk1 + "�kx�k:To jednak jest niemo»liwe, gdy li
zba " jest dostate
znie maªa a m dostate
zniedu»e.6.15 Nie
h x0 b�dzie dowolnym elementem kuli orazU = �x 2 X : ��x�k(x� x0)�� < " dla k = 1; 2; : : : ; n	dowolnym jego bazowym oto
zeniem w sªabej topologii. Poka»emy, »e U zawierapewien element sfery. Je»eli x1 2 Tnk=1 kerx�k , x1 6= 0, to x0 + �x1 2 U dlaka»dego �. Funk
ja kx0 + �x1k musi na [0;1) przyjmowa¢ wszystkie warto±
i zprzedziaªu �kx0k;1), w sz
zególno±
i warto±¢ 1.Sªabe domkni�
ie sfery »adny
h inny
h elementów zawiera¢ ju» nie mo»e, bokula jest zbiorem domkni�tym wypukªym.6.18 Poka»emy, »e przestrze« (`p)� mo»na uto»sami¢ z `1 . Z ka»dym 
i¡giemograni
zonym y = (y1; y2; : : :) 2 `1 zwi¡»emy funk
jonaª liniowy y� na `p wzo-rem y�(x) = 1Xn=1xnyn gdy x = (x1; x2; : : :) 2 `p:
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h n, wi�
 jy�(x) ¬ 1Xn=1 jxnjpjynj ¬ kyk1:Z nierówno±
i tej i jednorodno±
i k�xk = j�jpkxk wynika, »e gdy kxk < " tojy�(x)j < "1=pkyk1 . To za± ozna
za 
i¡gªo±¢ funk
jonaªu y� .Z drugiej strony, je»eli y� 2 (`p)� , to dla n = 1; 2; ; : : : poªó»my yn = y�(en),gdzie en jest 
i¡giem z jedynk¡ na n-tym miejs
u. Twierdzimy, »e 
i¡g fyngjest ograni
zony. Gdyby dla pewnego pod
i¡gu byªo limk!1 jynkj = 1, to 
i¡gwektorów xk = y�1nk enk byªby zbie»ny do zera w `p , za± y�(xn) � 1, 
o prze
zy
i¡gªo±
i y� . Skoro 
i¡g fyng jest ograni
zony, to dla x 2 `p mamy y�(x) =P1n=1 xnyn , bo szereg po prawej stronie jest zbie»ny.7.9 O
zywi±
ie zastosujemy tu kryterium S
hura. Jako funk
j� ' wybierzemy'(k) = 1pk�1=2 . Poniewa» ma
ierz Hilberta jest symetry
zna, wi�
 wystar
zydowodzi¢ tylko jednej z nierówno±
i (7. 34).1Xj=1 1j + k � 1 '(j) = 1Xj=1 1j � 1=2 + k � 1=2 1pj � 1=2¬ Z 10 dt(t+ k � 1=2)pt = 2Z 10 dss2 + k � 1=2= 2pk � 1=2 Z 10 duu2 + 1 = �pk � 1=2 :1.26 Ozna
zmy g = lim sup jxnj. Je»eli fyng 2 
0 , to lim sup jxn � ynj ­ g �lim sup jynj = g , wi�
 k[x℄k ­ g . Równo±¢ otrzymamy dla 
i¡gu fyng okre±lonegowzorem yn = xn(1� g=jxnj), gdy jxnj > g , oraz yn = 0 dla pozostaªy
h n.7.84 Nie
h fy1; y2; : : : ; yng b�dzie baz¡ przestrzeni T (X) oraz fy�1; y�2; : : : ; y�ngtakim ukªadem funk
jonaªów w Y � , »e y�i (yk) = Æi;k (patrz ??). Okre±lmy funk-
jonaª x�k 2 X� , k = 1; 2; : : : ; n, wzorem x�k(x) = y�k(Tx). Je»eli wektor Tx maposta¢ Tx = �1y1 + �2y2 + : : :+ �nyn , to �k = y�k(Tx) = x�k(x).4.33.2 Wynika to naty
hmiast z nierówno±
i ��x�(xn)�x�(x0)�� ¬ kx�k kxn�x0k.5.18 Wystar
zy pokaza¢, »e odwzorowanie T ma domkni�ty wykres. Zaªó»my, »exn ! x0 w X oraz Txn ! y w `1 . Poniewa» k k2 ¬ k k1 , wi�
 tak»e Txn ! y
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i¡gªe. Zatemmusi by¢ y = Tx0 .1.38 Dla x; x0 2 X i y; y0 2 Y równo±¢ warstw [x+ y℄ = [x0 + y0℄ w przestrzeni(X + Y )=Y za
hodzi, gdy x+ y � x0 � y0 2 Y , tj. gdy x � x0 2 X \ Y , to z za±ozna
za równo±¢ warstw [x℄ = [x0℄ w X=(X \ Y ).5.19 Opera
ja ró»ni
zkowania z przestrzeni X do C[0; 1℄ ma wykres domkni�ty.Wynika to ze znanego twierdzenia analizy: je»eli 
i¡g xn zbiega do x0 oraz x0nzbiega do y0 jednostajnie na przedziale [0; 1℄, to x0 jest funk
j¡ ró»ni
zkowaln¡ ix00 = y0 . Z twierdzenia o wykresie domkni�tym wnosimy, »e mamy do 
zynieniaz opera
j¡ 
i¡gª¡. Zatem kx0k1 ¬ C kxk1 dla x 2 X . Wynika st¡d, »e kulajednostkowa przestrzeni X jest zbiorem jednakowo 
i¡gªym. Twierdzenie Arzeliorzeka, »e jest zbiorem zwartym a twierdzenie Riesza z kolei, »e X musi by¢przestrzeni¡ sko«
zenie wymiarow¡.6.1.e Warunki 1{5 s¡ konie
zne. Pierwsze dwa, bo 
hodzi o topologi� Hausdor�a.Trze
i, bo dodawanie wektorów jest opera
j¡ 
i¡gª¡ w zerze. Dla ka»dego U 2 Uistniej¡ wtedy takie oto
zenia zera V1 i V2 , »e V1 + V2 � U . Wystar
zy zatemobra¢ V 2 U , by V � V1 \ V2 . Warunek 
zwarty wynika z 
i¡gªo±
i w zerzeopera
ji mno»enia przez li
zby. Dla U 2 U istnieje bowiem taka li
zba Æ > 0i oto
zenie zera W , »e �W � U je±li tylko j�j ¬ Æ . Poniewa» mno»enie przezli
zb� ró»n¡ od zera jest homeomor�zmem, wi�
 zbiór ÆW jest tak»e oto
zeniemzera. Aby dowie±¢ (v), zauwa»my, »e dla dowolnego x 2 X funk
ja '(�) = �xjest 
i¡gªa z C w X i '(0) = 0. Zatem dla dowolnego U 2 U istnieje taka li
zbaÆ > 0, »e j�j ¬ Æ po
i¡ga �x 2 U . Wystar
zy zatem wzi¡¢ � = Æ�1 .Z warunków (i) oraz (ii) wynika, »e rodzina zbiorów fx+ U : x 2 X; U 2 Ugjest baz¡ oto
ze« pewnej topologii T . Poka»emy, »e jest to topologia Hausdor�a i»e opera
je liniowe s¡ 
i¡gªe w T . Nie
h x; y 2 X , x 6= y . Zbiór U 2 U wybierzmytak, by y� x 62 U . Na mo
y (iii) i (iv) w U istnieje taki zbiór V , »e V � V � U .Wtedy x+V i y+V s¡ rozª¡
znymi oto
zeniami punktów x i y . Ozna
za to, »e Tjest topologi¡ Hausdor�a. Ci¡gªo±¢ opera
ji dodawania wektorów (x; y)! x+y wdowolnym punk
ie (x0; y0) wynika naty
hmiast z (iii). Je»eli bowiem x0+ y0+Ujest oto
zeniem punktu x0 + y0 oraz V 2 U jest takie, by V + V � U , to(x0+V )+(y0+V ) � x0+y0+U . Pozostaje wykaza¢, »e opera
ja mno»enia przezli
zby jest 
i¡gªa. Nie
h �0x0+U b�dzie dowolnym bazowym oto
zeniem punktu�0x0 . Dobierzemy tak li
zb� " > 0 i zbiór V 2 U , by obraz oto
zenia W =f(�; x) : j���0j < "; x�x0 2 V g punktu (�0; x0) w C �X przez odwzorowanie(�; x)! �x wpadaª w zbiór �0x0+U . Wybierzmy w U kolejno V1 � V2 � V3 , byV1 + V1 + V1 � U , by �V2 � V1 gdy tylko j�j ¬ 1 i by �0V3 � V1 . Nie
h tak»e Æ
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zb¡ dodatni¡, »e x0 2 ÆV2 . Poªó»my " = minf1; 1=Æg oraz V = V3 .Je»eli (�; x) 2 W , to �x = �0x0 + (� � �0)x0 + �0(x � x0) + (� � �0)(x � x0).A poniewa» (� � �0)x0 2 (� � �0)ÆV2 � V1 , �0(x � x0) 2 �0V3 � V1 oraz(�� �0)(x� x0) 2 (� � �0)V2 � V1 , wi�
 �x 2 �0x0 + U .6.3 Sprawdzamy ªatwo, »e kx + yk ¬ kxk + kyk oraz k�xk = j�jpkxk dla do-wolny
h x; y 2 Lp(0; 1) i � 2 C . Wynika st¡d naty
hmiast, »e Lp(0; 1) jestprzestrzeni¡ liniow¡, a opera
je dodawania wektorów i mno»enia wektorów przezli
zby s¡ 
i¡gªe. Dowód zupeªno±
i jest identy
zny jak dla p ­ 1 (patrz ??).Zaªó»my, »e W jest zbiorem wypukªym Lp(0; 1) z niepustym wn�trzem. Nieograni
zaj¡
 ogólno±
i, mo»emy zaªo»y¢, »e dla pewnego r > 0 zbiór W zawierakul� fx 2 Lp(0; 1) : kxk < rg. Ustalmy dowoln¡ funk
j� x 2 Lp(0; 1). Poniewa»
aªka R t0 jx(s)jpds jest 
i¡gª¡ funk
j¡ parametru t (patrz ??), wi�
 dla ka»dego nistnieje taki podziaª 0 = t0 < t1 < � � � < tn = 1 od
inka [0; 1℄, »e R tktk�1 jx(s)jpds =kxk=n dla wszystki
h k = 1; 2; : : : ; n. Poªó»my xk(s) = nx(s) gdy s 2 [tk�1; tk℄oraz xk(s) = 0 poza tym. Wtedy kxkk = np�1kxk oraz x = 1n(x1+x2+ : : :+xn).Poniewa» np�1 d¡»y do zera przy n!1, wi�
 dla dostate
znie du»ego n mamykxkk < r , k = 1; 2; : : : ; n. Ozna
za to, »e ka»da z funk
ji xk , a w konsekwen
jitak»e funk
ja x le»y w W .3.24.1 Je»eli wektory x1; x2; : : : ; xn tworz¡ zbiór ortonormalny oraz nXk=1�kxk = 0,to 0 = D nXk=1�kxk; xmE = nXk=1 �khxk; xmi = �mdla m = 1; 2; : : : ; n.1.37 TAK, izomor�zmem jest odwzorowanie ' : L1(0; 1) ! L1(0; 1) � L1(0; 1)okre±lone wzorem '(x)(t) = �x( t2); x(1+t2 )�.3.10 Mamy hx; xi = kxk2 , zatem jest speªniona wªasno±¢ (1) ilo
zynu skalarnego,tak»e kxk =phx; xi . Hermitowsko±¢ funk
ji h ; i wyprowadzamy ªatwo wprostz de�ni
ji, podobnie identy
zno±¢hi x; yi = i hx; yi:Pozostaje do udowodnienia addytywno±¢ funk
ji h ; i i jej jednorodno±¢ przymno»eniu przez skalary rze
zywiste.
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 z równo±
i równolegªoboku ªatwo dowodzimy, »ehu+ v; zi+ hu� v; zi = 2 hu; xi;a przyjmuj¡
 tu v = u otrzymujemyh2u; zi = 2hu; zi:Z porównania lewy
h stron obu to»samo±
i, po wstawieniu u = 12(x + y) orazv = 12(x� y), dostajemy postulowan¡ addytywno±¢ funk
ji h ; i.Z addytywno±
i i 
i¡gªo±
i badanej funk
ji wynika ju» jej jednorodno±¢ przymno»eniu przez li
zby rze
zywiste. Istotnie, z addytywno±
i przez induk
j� po ndostajemy równo±¢ hnx; yi = n hx; yi, a po wstawieniu 1nx w miejs
e x równo±¢h 1n x; yi = 1nhx; yi; ª¡
znie zatem hmn x; yi = mn hx; yi. Poniewa» za
hodzi tak»erówno±¢ h�x; yi = �hx; yi, funk
ja �! h�x; yi � �; hx; yi zeruje si� na zbiorzewszystki
h li
zb wymierny
h. Skoro jest 
i¡gªa a li
zby wymierne le»¡ g�sto w R| musi by¢ funk
j¡ zerow¡.1.4.1 Nie
h fbtgt2T b�dzie baz¡ Hamela tej przestrzeni. Dla x =Pt2T �tbt po-ªó»my kxk = maxt2T j�tj (�t 6= 0 tylko dla sko«
zenie wielu t 2 T ). Funk
ja k kjest norm¡.4.48 Ci¡g xn = (0; 0; : : : ; 0; 1; 1; : : :) z zerami do miejs
a n-tego jest *-sªabozbie»ny do zera. Nie jest jednak sªabo zbie»ny do zera, gdy» dla funk
jonaªu LIMz przykªadu ?? za
hodzi LIMxn = 1.2.13 Poniewa» wielomian optymalny jest jedyny, wi�
 z nierówno±
ikx0 � w0k1 ­ kx0 � Rew0k1wynika, »e musi by¢ rze
zywisty. Gdyby ze zbioru S0 punktów ekstremalny
hfunk
ji x0�w0 nie mo»na byªo wybra¢ »adnego alternansu dªugo±
i n+1, to dlapewnej li
zby m < n przedziaª [a; b℄ da si� tak podzieli¢ na m + 1 przedziaªówdomkni�ty
h punktami a < s1 < s2 < � � � < sm < b, »e w punkta
h zbioruS0 wybrany
h z jednego przedziaªu funk
ja x0 � w0 przyjmuje warto±
i tego sa-mego znaku a z przedziaªów s¡siedni
h znaków prze
iwny
h (o
zywi±
ie »aden zpunktów sk nie mo»e nale»e¢ do S0 ). Wielomian stopnia mw(t) = mYk=1(t� sk)



Rozwi¡zania zada« 217zmienia znak w ka»dym z punktów sk , a wi�
 funk
ja (x0 � w0)w przyjmuje nazbiorze S0 warto±
i wyª¡
znie jednego znaku. Z twierdzenia 2.11 wynika, »e w w0nie mo»e by¢ w takim razie wielomianem optymalnym.Dalej rozumujemy jak w przykªadzie 2.12. Gdyby w0 nie byª wielomianemoptymalnym mimo istnienia alternansu t1; t2; : : : ; tn+1 , to na mo
y twierdzeniaKoªmogorowa mieliby±my min1¬k¬n+1(�1)k Rew(tk) > 0dla pewnego wielomianu w stopnia ni»szego ni» n. Wielomian Rew musiaªbywtedy zmienia¢ znak w ka»dym z przedziaªów (tk; tk+1), a taki wielomian musimie¢ stopie« przynajmniej n.
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