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Wstep

Skrypt ten powstal na podstawie notatek do wyktadu ,,Algbra liniowa 2” prowa-
dzonego przez prof. dr. hab. Jacka Swiagtkowskiego. Przeznaczony jest dla studentéw
pierwszego roku matematyki, w szczegolnosci dla stuchaczy kursu z algebry liniowe;j
2 w latwiejszym nurcie A.

Zaltozeniem skryptu byta pomoc stuchaczom w lepszym zrozumieniu tresci oma-
wianych w trakcie wyktadu, dlatego zostal on napisany prostym jezykiem i wzboga-
cony o liczne rysunki i przyktady.

Tresci omawiane w trakcie wyktadu, a tym samym zawarte w niniejszej pracy,
obejmujg zakres klasycznej algebry liniowej potaczonej z geometrig analityczna, dla
przestrzeni R3, R™ oraz dowolnych przestrzeni wektorowych. Skrypt ten w wielu
miejscach bedzie zawieral odwotania do analogicznych poje¢ omawianych w trakcie
wyktadu ,,Algebra liniowa 1”71 zawartych w pierwszej czesci skryptu napisanej przez
Patrycje Piechaczek, dlatego wskazane jest, aby czytelnik chcacy zapoznaé sie z
niniejsza pracg opanowat najpierw material omawiany w pierwszej czesci.

Pierwsze cztery rozdzialy poswiecone zostaly na oméwienie podstawowych po-
je¢ uzywanych przy badaniu przestrzeni R3, przy czym szczegdlny nacisk polozono
na geometryczng interpretacje tych poje¢, a dopiero w oparciu o nie wprowadza
sie teorie z algebry liniowej. Nastepnie (rozdzialy 5 - 11) oméwiono przeksztalcenia
przestrzeni R®, szczegdlny nacisk potozono na poznanie teorii dotyczacych przeksz-
talcen liniowych, poczynajac od geometrycznych przyktadéw takich przeksztatcen,
poprzez omdwienie najwazniejszych wlasnosci, a konczac na wprowadzeniu pewnych
klas przeksztatcen liniowych. W odniesieniu do nich wprowadza sie rowniez poje-
cie wartosci i wektorow wtasnych oraz macierzy przeksztalcenia. Kolejne rozdziaty
(12-13) dotycza pewnych rodzajéw macierzy rozmiaru 3 x 3, wraz z odniesieniem
do przeksztatcen zadanych tymi macierzami. W dalszej czesci (rozdzial 14) wpro-
wadzono nowe uktady wspotrzednych, zarowno na ptaszczyznie jak i w przestrzeni,
ktore beda wykorzystywane do badania powierzchni stopnia drugiego, omawianych w
rozdziale 15. W skrypcie dos¢ duzo uwagi poswieca sie réznym metodom rozwigzy-
wania uktadéw réownan liniowych z wieloma niewiadomymi (rozdzialy 16,18,21).
Dalsza czes¢ zawiera teorie dotyczaca przestrzeni wyzszych wymiaréw, przy czym
zrezygnowano tu z odwolywania sie do intuicji geometrycznych. Pozostawiono je-
dynie analogie do przestrzeni R? i R3. Nastepnie (rozdzial 18) wprowadzono teorie
dotyczaca macierzy dowolnego rozmiaru. Omoéwiono tam dziatania na macierzach,
jak réwniez ich zastosowanie. Na koniec (rozdzial 24) podano przyktady poje¢ wys-
tepujacych w przestrzeniach R™ oraz w dowolnych przestrzeniach wektorowych, ktére
mozemy rozpatrywaé jako uogoélnenia poje¢ pojawiajacych sie w R® i R™.

Mam nadzieje, ze skrypt ten przyczyni si¢ do lepszego zrozumienia tresci oma-
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wianych w ramach wyktadu. Zycze Czytelnikowi czerpania jak najwiekszej przyjem-
nosci z odkrywania algebry liniowej.

Barbara Szczepanska
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Rozdziat 1

Punkty i wektory w R’

W rozdziale tym zajmowaé bedziemy sie podstawowymi wlasnosciami prze-
strzeni R3, w ktérej wprowadzony zostal uktad wspotrzednych. Zdefiniujemy pojecia,
ktore bedziemy wykorzystywac¢ w dalszych badaniach tej przestrzeni. Nauczymy si¢
wykonywaé podstawowe dziatania na wektorach z R3, okredlimy réwniez wlasnosci
tych dziatan.

1.1 Wspdblrzedne punktéw w R3.

> Uktad wspélrzednych O,,. w przestrzeni

Przypomnijmy, ze uklad wspétrzednych w R? sktada sie z trzech wzajemnie
prostopadtych osi liczbowych o wspolnym poczatku w punkcie O, zwanym poczat-
kiem uktadu wspotrzednych. Wspoélrzedne na osiach okresla¢ bedziemy zgodnie ze
skalg jednostkowsa. Osie te oznaczamy odpowiednio O,, O,, O,. Tradycyjnie przyjeto
sie oznacza¢ pionowg o$ uktadu wspotrzednych przez O,, natomiast poziome przez
O, i Oy, tak jak to pokazuje ponizszy rysunek.

Czesto, na rysunkach, zamiast pisa¢ O, O,, O, bedziemy opisywac osie przez x, y, z.

Uktad utworzony przez te osie nazywamy uktadem O,, ., natomiast ptaszczyzny,
oznaczane Ogy, Oy, Oy, z ktérych kazda zawiera dwie osie uktadu, nazywamy pta-
szczyznami wspotrzednych uktadu.

>(Qkreslenie wspoéilrzednych punktéw

Niech A, A,, A, beda rzutami prostokatnymi punktu A na osie O,,O,, O,
odpowiednio. Wspétrzednymi x4, y4, z4 punktu A nazywamy wspotrzedne rzutéw
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Ay, Ay, A, na poszezegbdlnych osiach. Wspohrzedne punktu A bedziemy zapisywac
jako (z4,ya,24)-

Rozwazmy inny, bardziej pogladowy, sposob okreslenia wspotrzednych punktu
A. Niech A’ bedzie rzutem prostokatnym punktu A na plaszczyzne O,,,.

~
A~

A

ZA YA

Ia/ !y

5 A’

Wspétrzedne punktu A’ w uktadzie O,y to (xa,ya). Okreslmy z4 jako odleglosé
punktu A od swojego rzutu A’, gdy A lezy powyzej plaszczyzny O,,, lub z4 to ta
odlegtoé¢ ze znakiem minus, gdy A lezy ponizej ptaszczyzny Og,. Wspolrzednymi
punktu A bedziemy wtedy nazywaé trojke liczb (za,ya, z4).

>Roéwnowazno$¢ okreslen wspotrzednych punktow

Uzasadnijmy teraz, ze te dwa sposoby okreslenia wspotrzednych sg rzeczywiscie
rownowazne. Wezmy dowolny punkt A. Poprowadzmy przez ten punkt pltaszczyzny
prostopadte do osi uktadu. Nazwijmy te plaszczyzny A,,, A,., A,.. Zauwazmy, ze
punkty przeciecia tych ptaszczyzn z osiami uktadu bedg rzutami A na poszczegdlne
osie. Plaszczyzny Oy, Oy, Oy, Asy, Ayz, Ay ograniczaja pewien prostopadiodcian,
ktérego wierzchotkami sa A,, A,, A,,0, A, A'.

&~

A,
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Zauwazmy, ze punkt A’ jest rzutem punktu A na plaszczyzne O,,. Wspoélrzedne
tego punktu na ptaszczyznie O,, wyznaczone sa przez rzuty punktu A’ na osie
Oy, O,. Nietrudno przekonac sie, ze sa to odpowiednio punkty A, oraz A,. Wystarczy
teraz pokazac, ze trzecia wspoéirzedna rowniez jest wyznaczona jednoznacznie. Z
réwnolegtosci ptaszczyzn O,, oraz A,, wynika, ze odlegtos¢ A od O, jest réwna
odlegtodci A, od Oy, czyli wspotrzednej A,. Uzasadnilismy zatem, ze przedstawione
powyzej dwa sposoby okreslania wspotrzednych sg réwnowazne.

Przyjmijmy, ze zapis A(z,y, z) oznacza¢ bedzie punkt A o wspoétrzednych (x,y, 2).

Uwaga 1.1.1 (jednoznacznos$¢ wyznaczenia punktu przez wspdélrzedne).
Dla kazdej trajki liczb rzeczywistych (x,y, z) istnieje dokladnie jeden punkt A o takich
wspotrzednych.

Jako uzasadnienie powyzszej uwagi sprobujmy, dla wspéhrzednych (z,y, 2),
znalez¢ odpowiadajacy im punkt. Dwie pierwsze wspotrzedne okreslaja potozenie
punktu na ptaszczyznie O,,. Jak wiemy wspotrzedne punktu na plaszczyznie sg wyz-
naczone jednoznacznie, istnieje wiec doktadnie jeden punkt A’ ktéry na plaszezyznie
O,y ma wspoélrzedne (z,y). Trzecia wspolrzedna okresla odlegto$¢ szukanego punktu
od swojego rzutu na plaszczyzne O,,,. Jezeli 2 jest liczbg dodatnig to szukany punkt
A bedzie znajdowal sie nad ptaszczyzng O,,, jezeli natomiast jest liczba ujemna, to
pod. Zauwazmy, ze po ustalonej stronie ptaszczyzny, istnieje doktadnie jeden punkt
znajdujacy sie w odleglodci |z| od A’ taki, ze A’ jest jego rzutem na plaszczyzne O,
Punkt A jest zatem jednoznacznie wyznaczony przez swoje wspotrzedne.

1.2 Odleglo$é punktéw w 13,

Aby obliczy¢ odlegto$é punktu A o wspoélrzednych (x, y, z) od punktu B o wspol-
rzednych (z',y/, 2') rozwazmy rzuty tych punktéw na ptaszczyzne O,,,.

Z‘
B
Al
| C N
5 | Y
A |
T B’

Na tej ptaszczyznie punkty A’ i B’ maja wspéhzedne A" = (z,y), B" = (2/,v').
Zatem ich odlegtos¢ wynosi

A'B'| =[x — )2 + (y — )2

Figura A’B'C'A jest prostokatem, wiec |[AC| = |A’'B’|. Ponadto |BC| = |z — 2/|.
Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata ABC, otrzymujemy
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2
[ABP = |ACP + |CBP = (\/(z — 2/ + (y —y)?) + (2~ 2)"
Stad
ABP> = (z — 2+ (y — v)* + (= — 2)2

Odlegtosé tych punktéow wyraza si¢ zatem wzorem

(1.1) [AB| = /(z — 2/} + (y —y/)2 + (2 — 2))2.

1.3 Wektory w R°.

Podobnie jak w przypadku plaszczyzny punkt X (xi, 29, x3) bedziemy utozsa-
miac¢ z jego wektorem wodzacym, czyli wektorem o poczatku w poczatku uktadu
H
wspotrzednych i koicu w punkcie X. Wektory takie oznacza¢ bedziemy X lub X.

z

(*/Ijlv X2, 3;.3)

" ’

>Wspoirzedne wektora

Rozwaza¢ bedziemy réwniez wektory zaczepione w punkcie nie bedacym po-
czatkiem uktadu wspotrzednych. Niech

A == (aflua’27a‘3>7 B = (b17b27b3)7

—
gdzie A jest poczatkiem wektora, a B jego koncem. Za wspotrzedne wektora AB
przyjmuje sie

(12) 14—B>: [bl —al,bg—ag,bg—ag].

Przyktad. Wektor o poczatku w punkcie A = (2,1, —3) i koficu w punkcie B =
(—2,6,8) ma wspolrzedne

AB =[-2—-2,6—1,8— (=3)] = [-4,5,11].

Obserwacja 1.3.1. Zauwaimy, ze jesli poczgtek wektora, punkt A, pokrywa sie
z poczgtkiem ukladu, czyli A = (0,0,0), a koniec wektora ma wspélrzedne B =
(b1, by, b3), to wspdlrzedne wektora AB pokrywajq sie ze wspotrzednymi punktu B.
Tak wiec wektory wodzgce punktow majq takie same wspotrzedne jak te punkty.

Uwaga 1.3.2 (kolumnowy zapis wspoéirzednych). Wspélrzedne wektora be-
dziemy czesto oznaczaé

Zs3

Oznaczenie takie nazywane jest kolumnowym zapisem wspoirzednych.
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Definicja 1.3.3 (rowno$é wektoréw). Wektory U i V nazywamy réwnymi, jesli
maja jednakowe dtugosci, kierunki i zwroty.

Zauwazmy, ze wektory rowne wektorowi V' to wszystkie wektory uzyskane przez
przesunigcie wektora V' do innych punktéw zaczepienia. Réwnos$é wektorow mozemy
rowniez rozpoznawaé przy uzyciu ich wspotrzednych, o czym mowa jest w nastepu-
jacym twierdzeniu:

Twierdzenie 1.3.4 (wspolrzedne a réwno$é wektordw). Wektory w przestrzeni
sq rowne wtedy 1 tylko wtedy gdy majg rowne wspotrzedne.

Dowdd twierdzenia pomijamy.
— —
Przyktad. Rozwazmy dwa wektory AB oraz C'D, gdzie:
A=(1,1,1), B=(3,-2,5), C = (5,—1,7), D = (7,—4,11).

Wspoétrzedne tych wektorow to

2 2
— —
AB=| -3 |, CD=| =3
4 4

. . . . . H . ﬁ 7
Zatem, jak wynika z powyzszgo twierdzenia wektory AB i C'D sg rowne.

Zauwazmy, ze kazdy wektor zaczepiony jest rowny wektorowi wodzgcemu, ma-
jacemu takie same wspotrzedne.

1.4 Dzialania na wektorach.

Ponizej w czysto algebraiczny sposob zdefiniujemy podstawowe dzialania na
wektorach.

>Dodawanie wektoréw

Niech dane beda wektory

a1 N
X = To s Y = Y2
Z3 Ys

Ich sumg bedziemy nazywaé¢ wektor

1+ W%
T3+ Y3

Aby przekonaé sie o zgodnosci powyzszego okreslenia z tradycyjna geometry-
czng definicja dodawania wektoréw, rozwazmy w przestrzeni dwa wektory X i Y o
wspolnym poczatku w punkcie (0,0, 0).
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(21 4+ Y1, 22 + Y2, T3 + U3)

(yL= Y2, y:s)
0

Geometrycznie sume dwoch wektoréw okresla sie jako przekatna rownolegtoboku
zbudowanego na tych wektorach. PrzenieSmy zatem réwnolegle wektor Y tak, aby
jego poczatek znalazl sie w punkcie (z1, 29, x3). Nietrudno przekonaé sie, ze koniec
tak przesunietego wektora wypada w punkcie (x; + y1, 22 + Yo, x3 + y3). Wektor

1+
wodzacy o konicu w tym punkcie, czyli o wspétrzednych | x5+ yo |, jest sumag
T3 + Y3
wektorow X iY.
>Mnozenie wektora przez skalar
T1
Niech dany bedzie wektor X = | zo | oraz liczba rzeczywista k. Iloczynem liczby
T3
k i wektora X nazywamy wektor
k- T
(1.4) k-X=1| k-x
k- xT3

Pokazemy teraz zgodnos$¢ powyzszego okreslenia z geometryczna definicjg mnoze-
nia wektora przez liczbe. Ograniczymy sie do przypadku gdy k& > 0. Iloczyn danego
wektora przez k to wektor o tym samym kierunku i zwrocie, ale k razy diuzszy.
Niech dany bedzie wektor Y, bedacy iloczynem wektora X oraz liczby k.

Z
Y3 I~

T3[3

X

Nietrudno uzasadnié¢, np. stosujac tw. Talesa, ze jezeli rzutem wektora X na pta-
szezyzne O, jest wektor X', to rzutem wektora Y jest wektor Y, ktéry ma ten sam
kierunek i zwrot co wektor X', ale jest od niego k razy dluzszy, tak jak to zostato
przedstawione na rysunku powyzej. Z okreslenia mnozenia wektora przez liczbe na
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plaszczyznie otrzymujemy wiec, ze y; = kxy oraz y, = kxy. Podobnie z wtasnosci
rzutu na o$ O, otrzymujemy y3 = kxs. Tak wiec mamy

k‘-I‘l

k‘l’g

W przypadku gdy k£ < 0 rozumowanie bedzie wyglada¢ analogicznie.

T —I1
Dla £ = —1 otrzymujemy k- X = (=1)- [ zo | = | —x2 |. Wektor ten jest
T3 —X3

nazywany wektorem przeciwnym do X, tzn. wektorem o tym samym kierunku i
dtugosci, ale o przeciwnym zwrocie. Oznacza¢ go bedziemy —X.

>Wlasnosci dzialan na wektorach

Okreslimy teraz, podobnie jak na ptaszczyznie, podstawowe wlasnosci powyzej okre-
slonych dziatan.

(1) X+U=U+X

2) (X+U)+V=X+(U+V)

(3) Istnieje wektor O = | 0 | taki, ze dla kazdego X mamy
0

X+0=0+X=X.

(4) Dla kazdego wektora X istnieje wektor — X, taki ze

X+ (-X)=0.

G)t- (X+U)=t-X+t-U
6) t+s) - X=t-X+s-X
(1) t-(s-X)=(t-s)- X
®)1- X=X (-1)-X=-X

£ CGwiczenie. Uzasadnienie powyzszych wtasnosci, na podstawie algebraicznych de-
finicji dziatan na wektorach, pozostawimy do wykonania czytelnikowi.

>Ro6znica wektorow

Niech dane beda wektory
T Y1

€3 Y3
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Wtedy ich réznicg bedziemy nazywacé¢ wektor

1 — Y
T3 —Ys

>Dltugos$é wektora

Przypomnijmy, ze dtugosé¢ wektora ABtoz definicji dtugosé odcinka AB. Z réwnania
(1.1) dla punktow

aq b1
A= as |, B=] b
as bs
mamy wiec
(1.6) [AB| = /(b1 — a1)? + (b — a2)? + (b3 — a3)?.

1.5 Rozklad wektora wzgledem ustalonych trzech
wektorow.

Definicja 1.5.1 (niewspoéiptaszczyznowosé wektorow). Wektory X, Y, Z w R3
nazywamy niewspotplaszczyznowymi, jesli nie istnieje ptaszczyzna, w ktorej wszys-
tkie sg zawarte.

Definicja 1.5.2 (rozklad wektora). Rozkladem dowolnego wektora V' wzgledem
ustalonych trzech wektoréw niewspoéiptaszezyznowych XY, Z, nazywamy przed-
stawienie wektora V' w postaci

V=Vx+ W+ Vg,
gdzie Vx || X, W ||Y, Vz||Z.

Fakt 1.5.3 (istnienie rozkladu). Niech X,Y,Z bedg niewspolplaszczyznowymi
wektorami w R3. Wéwczas kazdy wektor V' posiada rozktad wzgledem XY, Z.

Dowdd. Niech Pxy bedzie plaszczyzng zawierajaca wektory X i Y.

Rzutem wektora V' na ptaszczyzne Pxy w kierunku wektora Z jest wektor U. Otrzy-
mujemy zatem

V=U+Vg
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gdzie Vyz||Z. Wektor U zawiera sie w plaszczyznie Pxy, wiec mozemy go na tej
ptaszczyznie roztozy¢ wzgledem X i Y. Otrzymujemy

U=Vx+Vy,

gdzie Vx||X, VyHY
Ostatecznie
V=U+V,=Vx+Vy+ V.

]

1.6 Przedstawienie wektora w postaci kombinacji
liniowej trzech wektorow.

Definicja 1.6.1 (kombinacja liniowa wektoréw). Kombinacja liniowa wektorow
X, Y, Z nazywamy wektor postaci

s- X+t Y+r-Z
gdzie s, t,r sa liczbami rzeczywistymi, nazywanymi wspotczynnikami kombinacji.

Jezeli wektor V' daje sie przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektorow X, Y, Z,
czyi V=5s-X+1t-Y +r-Z dla pewnych s,t,r to mowimy wtedy, ze wektor V'
rozktada si¢ w kombinacje liniowa tych wektordw.

7 2
Przyktad. Wektor V =] —12 | jest kombinacja liniowg wektorow X = | 0 |,
6 3
1 —1
Y=| -2, 2= 4 |, poniewaz
-5 0

V=2-X40-Y+(=3) - Z

>Wyznaczanie rozkladu wektoré6w w kombinacje liniowa

U1 T hn <1
DaV=| v |, X=|ax |, Y=| 1y |, Z=| 2 | podang w definicji
U3 I3 Ys <3

rownos¢ V =s- X +1¢-Y 4+ r- Z mozemy zapisaé¢ jako

v=8T1+t-y1+7r-21
Vpg=5-To+1-Ys+71-2
Vo =583+t -yYs+7r-z3

Szukanie rozktadu danego wektora w kombinacje liniowa zadanych wektorow sprowadza
sie zatem do rozwigzania pewnego uktadu réwnan liniowych.
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v Przyktad. Rozwazmy wektory

6 1 2 2
v=| 3|, x=| 1|, vy=| 1|, z=| =2
-5 1 —2 4

Szukanie rozktadu wektora V' w kombinacje liniowa wektoréw X, Y, Z, czyli znale-
zienie takich x,y, z, aby

1 2 2 6
x-| =1 | +vy- 1 [+2z-] =2 | = 3 1,
1 -2 4 -5

sprowadza sie do rozwigzania uktadu rownan

T+2-y+2-2=6
—r+y—2-2=3
rT—2-y+4-2=-5

Rozwigzaniem tego uktadu sa

1
x ) y ) z 2

Zmalezlismy zatem rozktad wektora V' w kombinacje liniowg wektoréow X, Y, Z. Wy-
glada on nastepujaco

1
V=(-1)X+3Y+;-2Z

1.7 Roéwnanie parametryczne prostej w przestrzeni.

Na poczatek zajmijmy sie przypadkiem, gdy dana prosta L przechodzi przez
poczatek uktadu wspotrzednych. Wezmy dowolny wektor U zawarty w prostej L.
Wtedy, podobnie jak na ptaszczyznie, prosta L mozemy opisa¢ réwnaniem

X=tT,

gdzie t € R.

Zauwazmy, ze dla réznych wartosci parametru ¢ dostajemy kolejno wspotrzedne
roznych punktow tej prostej, przy czym kazdy punkt, przy odpowiedniej wartosci ¢,
da si¢ w ten sposéb przedstawi¢. Podstawiajac za t kolejno wszystkie liczby rzeczy-
wiste, dostaniemy wspotrzedne wszystkich punktow tej prostej.

W ogoélnym przypadku, tzn. gdy prosta nie zawiera poczatku uktadu wspotrzed-
nych, wybierzmy punkt poczatkowy V' € L. Wtedy prosta mozna zapisa¢ rOwnaniem

X=V+t-U,

gdzie t € R, a U jest wektorem zawartym w L.
Przy uzyciu wspétrzednych i przy oznaczeniach

U1 Uy
V = (%) s U= U9 s

U3 U3z
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rOWNos¢ powyzszg mozemy zapisac jako

xlzvl—i—t-ul
x2:1}2+t-u2
1’2:U3+t'U3

Takie przedstawienie nazywamy rOwnaniem parametrycznym prostej we wspot-
rzednych.

1.8 Roéwnanie parametryczne ptaszczyzny w prze-
strzeni.

Dla ptaszczyzny I1 zawierajacej poczatek uktadu wspotrzednych rozwazmy dwa
niewspotliniowe wektory U, W zawarte w tej plaszczyznie. Zauwazmy, ze dowolny
wektor z ptaszczyzny Il mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa U, W i ze kazda taka
kombinacja wyznacza wektor z ptaszczyzny II. Dang plaszczyzne mozemy zatem
opisa¢ rOwaniem

X=t-U+s-W,

gdzie t € R, s € R (parametry).
Dla dowolnej ptaszczyzny niech V' bedzie punktem poczatkowym. Wtedy

X=V+t-U+s-W,

gdzie t i s sa parametrami rzeczywistymi, a U, W sa wektorami z tej ptaszczyzny.
Uzywajac wspotrzednych

U1 Uy wq
V = (%) s U = U9 s W = wa s
U3 us w3

rownos¢ powyzsza przedstawia sie jako

Ty =v1+t-u +s-w
To =Vy+1: U+ 5 Wy
Ty =v3+1-uz+s-ws

Taki sposob zapisu nazywamy réwnaniem parametrycznym ptlaszczyzny we
wspotrzednych.

1.9 Liniowa zaleznos$¢ i niezaleznos¢ wektorow w
przestrzeni.

Dwa wektory X, Y nazywamy liniowo zaleznymi, jezeli

X=t-Y lubY =t -X.
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Geometrycznie liniowa zalezno$¢ oznacza wspotiniowosé lub rownolegtosé wektorow.
Trzy wektory X, Y, Z nazywamy liniowo zaleznymi, jezeli

X=t-Y+s-Z lub Y=t-X+s-Z lub Z=t-X+s5-Y,

tzn. jeden z nich daje si¢ przedstawi¢ jako kombinacja liniowa dwo6ch pozostatych.
Geometrycznie réownos¢ X = t-Y + s - Z oznacza, ze wektory X,Y,Z lezg na
jednej plaszczyznie. Zauwazmy, ze jezeli Y i Z sa niewspotliniowe, to wyznaczaja
ptaszczyzne t - Y + s - Z i X nalezy do tej plaszczyzny. Jezeli natomiast YV i Z
sg wspotliniowe, to kombinacje t - Y + s - Z wyznaczaja prosta lub w szczegdlnym
przypadku, gdy Y =01 Z = 0, punkt.

Przyktad.
(1) Rozwazmy wektory

4 p 1
A=| 7], B=| 3|, c=|2
6 9 4

Wektory A, B, C sg liniowo zalezne, bo
A=1-B+2-C.

(2) Wektory 0, X sg liniowo zalezne, bo

0O=0-X.

Definicja 1.9.1 (liniowa niezaleznosé tréjki wektoréw). Wektory X,Y, Z sa
liniowo niezalezne, jesli zaden z nich nie wyraza si¢ jako kombinacja liniowa dwdch
pozostatych.

Podamy teraz inng, bardziej uzyteczna, charakteryzacje liniowej niezaleznosci
dla trzech wektoréw.

Lemat 1.9.2 (liniowa niezaleznos¢ a kombinacja wektorow). Wektory X, Y, Z
sq lintowo niezaleine wtedy i tylko wtedy, gdy jedyna ich kombinacja liniowa t - X +
s-Y 4+r-Z dajgca wektor zerowy to kombinacja ze wspotczynnikams

t=s5s=r=20
(tzw. kombinacja trywialna).

Dowdd. Zaktadamy, ze wektory X, Y, Z sa liniowo niezalezne. Gdyby t- X +s-Y +
r-Z = O i jeden ze wspoétczynnikéw np. t # 0, wéwcezas mieliby$my

t-X=—-s-Y—r-Z [:t

x=-_ S yv_". g
t t

Zatem X jest kombinacjg liniows wektorow Y i Z, co przeczy zatozeniu o linio-
wej niezaleznosci. Dowiedliémy zatem, ze z faktu liniowej niezaleznosci wektorow
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X,Y, Z wynika trywialnos¢ kombinacji liniowej dajacej wektor zerowy. Sprobujmy
teraz dowies¢ implikacji w przeciwng strone. Zaktadamy, ze jedyna kombinacjg li-
niowa wektoréw X, Y, Z dajaca O jest kombinacja trywialna. Gdyby wektory X, Y, Z
byly liniowo zalezne, czyli np.

X=tY+s-Z

wtedy mieliby$my B
1-X—-t-Y—-s-Z=0

co przeczy zatozeniu o trywialnosci kombinacji dajacej 0. [

Przyktad. Rozwazmy wektory

3 0 0
A: O ; B: 2 y C: 0
0 0 1

Szukamy takich ¢, s, r aby kombinacja liniowa t- A+ s- B +r-C dawata wektor
ZETOWY.

3 0 0 3t 0
t-A+s-B+r-C=t| 0 |+s| 2 |+7r10]=|2s|=]0
0 0 1 T 0

Otrzymujemy zatem, ze t = s = r = 0. Czyli wektory A, B, C' sg liniowo niezalezne.

Twierdzenie 1.9.3 (jednoznaczno$é rozkladu w kombinacje liniowa). Niech
U, V,W bedqg lintowo niezalezinymi wektorami, zas X niech bedzie dowolnym innym
wektorem w przestrzeni. Wowczas X rozktada sie w kombinacje liniowg

X=t-U+s-V+r-W,
1 to doktadnie na jeden sposob.

Dowad.

Istnienie rozktadu:

Jesli U, V, W sg liniowo niezalezne, to w szczegdlnosci sa niezerowe, zadne dwa z nich
nie sg wspotliniowe, a wszystkie trzy nie lezg na jednej ptaszczyznie. Wektor X, jak
wynika z Faktu 1.5.3, posiada rozktad wzgledem U, V, W, mozemy go zatem zapisac
w postaci X = Xy + Xy + Xy, gdzie Xy||U, Xv||V, Xwl||W. Z réwnolegtosci
wektorow Xy oraz U otrzymujemy, ze istnieje takie ¢, ze Xy = t - U. Podobnie
znajdziemy takie s, ze Xy = s -V, oraz takie r, ze Xy = r - W. Podstawiajac te
iloczyny za Xy, Xy, Xy otrzymujemy szukany rozktad

X=t-U+s-V+r-W.

Jednoznaczno$c¢ rozkladu:
Zal6ézmy, ze rozktad ten nie jest jednoznaczny.
Rozwazmy dwa rozktady

X:tl'U+81'V+T1'W:tQ'U+82'V+7‘2'W
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Pokazemy, ze rozktady te sa identyczne, tzn. maja jednakowe wspotezynniki przy
poszczegolnych wektorach. Zauwazmy, ze mozemy napisa¢ nastepujace rownosci

O=X—-X=t,-Uts;-VAr - W—ty-U—s3-V —ry- W=
:(tl—tg)'U+(81—82)'V+(T1—T2)'W

Z liniowej niezaleznosci wektorow U, V, W wynika, ze
t1—t2=0, s1—8=0, 11 —ra=0,

czyli
t1 =12, S1 =82, 11 =712

Zatem te dwa rozklady sa identyczne. O



Rozdziat 2

Iloczyn skalarny w RS

W tym rozdziale zajmiemy sie¢ pojeciem iloczynu skalarnego. Ma ono bardzo
wiele zastosowan, z ktérych czes¢ tutaj podamy. Na poczatek w czysto algebraiczny
sposéb zdefiniujemy to pojecie i wyprowadzimy jego najwazniejsze wtasnosci. W
kolejnych podrozdziatach zapoznamy si¢ z geometrycznymi konsekwencjami iloczynu
skalarnego. W dalszych rozdziatach tego skryptu bedziemy bardzo czesto wracaé¢ do
tego pojecia. Okaze sie, ze jest ono jednym z wazniejszych narzedzi, wykorzysty-
wanych do badania wtasnosci przestrzeni.

2.1 Definicja i podstawowe wtasnosci iloczynu ska-
larnego.

Definicja, ktora teraz podamy ma charakter czysto algebraiczny, geometrycznym
okresleniem iloczynu skalarnego zajmiemy si¢ w dalsze]j czesci.

Definicja 2.1.1 (iloczyn skalarny). Iloczynem skalarnym wektor6w

T Y1
X = ) N Y = Y2 N
z3 Ys

oznaczanym przez X oY, nazywamy liczbe

(2.1) XoY =x1-y1+x2- Y2+ T3 Ys.

Zauwazmy, ze iloczyn skalarny to funkcja, ktora dowolnej parze wektoréow przy-
porzadkowuje liczbe rzeczywista.

Przyktad. Iloczyn skalarny wektorow

-3 -2
A=| 2 |, B=| 4
4 ~1

to
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> Wilasnosci iloczynu skalarnego

Dla dowolnych wektoréw X,Y,Z € R3 oraz dowolnej liczby rzeczywistej t za-
chodza réwnosci:

(1) XoY =Y oX

2) Xo(Y+Z)=XoY +Xo0Z
3) (t-X)oY =t(X oY)

(1) X oX = |X|?

W dowodach tych wtasnosci korzysta¢ bedziemy z definicji iloczynu skalarnego,
oraz z podstawowych wtasnosci operacji na zbiorze liczb rzeczywistych, takich jak
przemiennos$¢ i taczno$¢ mnozenia, oraz rozdzielno$¢é mnozenia wzgledem dodawania.

Dowdéd (1).
XoY =z 1+ yo+a3-Yys=y1-T1+yY2 -T2+ y3-x3=Y 0X

O
Dowad (2).
Ty % 21 1 Y1+ 2
XoY4+2)=| o2 |0 ya |+ | 2 = a9 o otz | =
T3 Ys z3 T3 Ys + 23
=21(y1 + 21) + 22(y2 + 22) + x3(ys + 23) =
= T1Y1 + Ty + T3Y3z + T121 + To2o + T323 =
T1 Y1 T z1
=| 2 o] yo |+ | 22 |o]| 22 | =XoY +XoZ
Z3 Ys T3 Z3
O
Dowéd (3).
x1 (7 txy Y1
(t-X)oY =|t-| z ol yo | =1 txg |of| vy | =
x3 Y3 txs Y3
= (tx1) - y1 + (tza) - yo + (txs) - ys = x1 - (tya) + 22 - (ty2) + w3 - (tys) =
= t(iCl . yl) -+ t(l’z . yg) + t(l’g . yg) = t(X e} Y)
O
Dowad (4).
X1 X1
XoX=| 29 |o] 2o | =2121 + 222 + 2323 =
XT3 T3

= 2} + 23 + 25 = (\/2f + 23 + 23)* = [X]”

]
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2.2 Kat miedzy wektorami.
Roéwnosé, ktora udowodnimy ponizej, bywa czesto przyjmowana za geometry-
czng definicje iloczynu skalarnego.

Fakt 2.2.1 (iloczyn skalarny a kat miedzy wektorami). Niech X,Y bedg wek-
torami z przestrzeni R, o niech bedzie kgtem pomiedzy X a'Y. Wtedy

(2.2) XoY =|X]| |Y]:cosa.

Dowadd. Korzystajac z twierdzenia cosinusow, dla wektorow X, Y, X — Y, mamy

X Y|P =|XP+|Y)? =2 |X]|-|Y]| cosa.

Y
Ale z wlasno$ci iloczynu skalarnego wiemy réowniez, ze
X -YPP=X-Y)o(X-Y)=XoX-XoY—-YoX+YoVY =
= |XPH+|YP -2 |X]|o|Y]
Po podstawieniu do twierdzenia cosinuséw otrzymujemy
IXP+ Y2 =2 |X|o|Y]|=|XP+|YV]*?—2-|X]|-|Y] cosa.
Zatem, redukujac jednakowe sktadniki po obu stronach, dostajemy
XoY =|X| |Y]-cosa.
O

Prosta konsekwencja powyzszego faktu jest zaleznosé, ktora pozwoli nam obliczaé
kat miedzy wektorami bezposrednio z ich wspotrzednych.

Whiosek 2.2.2. Jesli a jest kgtem pomiedzy wektorami XY, to

2. — Xo¥ __ ZT1y1+T2y2+T3Ys3 )
23 Y e At
3
Przyktad. Obliczmy kat a pomiedzy wektorem A = | —4 | a wektorem B =
-1
2
1 |. Korzystajac ze wzoru (2.3) otrzymujemy
-3

~ 0, 2621.

COS&x =

5
V26 - V14

Z tablic mozemy teraz odczyta¢ przyblizong wartos¢ kata o

a =~ 75,
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Ze wzoru (2.3) mozemy wyprowadzi¢ bardzo uzyteczna zaleznosé, ktéra pozwoli
nam bardzo szybko sprawdzi¢ prostopadtosé¢ wektorow.

Whiosek 2.2.3 (iloczyn skalarny a prostopadlos$é wektoréw). Wektory X,Y €
R3 w przestrzeni sq prostopadie wtedy i tylko wtedy, gdy cosa =0, cayli X oY = 0.

Cwiczenie. Jako ¢wiczenie czytelnik moze przy uzyciu powyzszego wniosku spraw-
dzi¢ prostopadtos¢ wersoréw uktadu wspotrzednych.

2.3 Rzut prostokatny wektora X na prostg wzdtuz
wektora Y.

W tym podrozdziale zastosujemy iloczyn skalarny do wyprowadzenia wzoru na
rzut prostopadly wektora na prosta.

Dla pary wektoréw X,Y mozemy okresli¢ przeksztatcenie, ktére przyporzad-
kowuje wektorowi X jego rzut na prosta wzdtuz wektora Y. Rzut ten rowniez bedzie
wektorem. Sprébujmy znalezé zaleznosé jaka musi spetniaé¢. Oznaczmy ten rzut przez

X'

Zauwazmy, ze wektor X' jest wspotliniowy z wektorem Y, wiec X’ = ¢-Y dla pewnego
t € R. Skoro X' jest rzutem prostokatnym X, to (X — X’) musi by¢ prostopadty do
wektora Y. Zatem, jak wynika z Wniosku 2.2.3

(X —X)oY =0.
Stad, po podstawieniu i uproszczeniu otrzymujemy
0=(X—-t-Y)oY=XoY —-t-YoY=XoY —t-|Y
Korzystajac z tej zaleznosci mozemy wyznaczy¢ t
t-lYP=XoY

t—XOY
e

Podstawiajac do réwnosci okreslajacej X’ mamy

(2.4) X' =t Yy =22V
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T Y1
Zalezno$é te, we wspotrzednych, dla X = | x5 |, Y = | y2 |, mozemy zapisaé
T3 Ys
jako
Y1
¥/ = T + TaYo + T3ys
2 .2 .2
Y1 +ys +u3 Ys

2.4 Roéwnanie ogdlne ptaszczyzny przechodzacej
przez poczatek ukladu wspoélrzednych.

Sprébujmy znalezé réwnanie ogélne plaszezyzny przechodzacej przez (0,0, 0).
Oznaczmy ja przez [1. Plaszczyzna ta jest wyznaczona przez wektor do niej prostopadty

a
U=12D0
c
U
L —
Wezmy dowolny punkt X = | y | z tej plaszczyzny, wtedy rowniez wektor OX
z

nalezy do tej ptaszczyzny, tak wiec jest prostopadtly do wektora U, zatem jak wiemy
—
z Wniosku 2.2.3, iloczyn skalarny OX i U jest rowny 0, stad

ar + by + cz = 0.

Zauwazmy, ze kazdy wektor z ptaszczyzny II musi speliaé te rownos$c¢, moze ona
by¢ przyjeta za ogodlne réwnanie tej ptaszczyzny.

2.5 Réwnanie ogdlne plaszczyzny.

Zajmijmy sie teraz plaszczyzna, ktéra niekoniecznie przechodzi przez poczatek
uktadu wspoélrzednych. Wezmy dowolny punkt A(zo,yo, z0) nalezacy do II. Pla-
a
szczyzna ta jest prostopadta do wektora U = | b
c
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—

WeZmy dowolny punkt X (z,y, z) nalezacy do tej ptaszczyzny. Wektor AX réwniez

nalezy do tej ptaszczyzny, wiec jest prostopadty do wektora U, zatem ich iloczyn
r — X9

— —
skalarny AX o U = 0. Wspotrzedne wektora AX = | y—1vyo |, wiec, po podstaw-
zZ— 20
ieniu, mamy
T — Xg a
Y=y |o| b [=0
Z— 2z c

a(r —xo) + by — o) +c(z —20) =0
ar + by +cz—axg—byy —czg =0

Przyjmujac za d = —axo—byo—-czg, otrzymujemy, ze dowolny punkt z tej ptaszczyzny
spetia

ar +by+cz+d=0,

zatem réwnanie to mozemy przyjaé za ogolne rownanie plaszczyzny II.

-1
Przyktad. Réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt 1 i prostopadtej
2
3
do wektora | 5 | ma postac
7

3r+by+ 724+ (3—5—14) =0,

czyli
3r+by+72—16 =0.

Whniosek 2.5.1. Kazde rownanie postaci ax+by+cz+d = 0, w ktorym przynajmniej
jeden ze wspétczynnikow a, b, c jest miezerowy, opisuje pewng plaszczyzne.

Dowdd. Aby sie o tym przekonaé, wezmy dowolng tréjke liczb xg, yo, 2o spelniajaca
to rownanie. Otrzymujemy wtedy axg+ byg+czo+d = 0 czyli d = —azy — byy — c2p.
Réwnanie ax+by+cz+d = 0 mozemy zapisaé jako a(x—x0)+b(y—yo)+c(z—20) = 0,
czyli

x — T a

y—yo |[o| b | =0.

zZ— 2 c
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Zauwazmy, ze (x — xo,y — Yo, 2 — 29) to wspodlrzedne wektora taczacego dowolny
x

punkt o wspétrzednych | y |, z punktem staltym Ag(zo, o, 20). ROwnanie to opisuje
z

zbiér punktéw A(z,y,z), dla ktérych wektor AgA jest prostopadly do wektora
a
b | . Rownanie to okresla zatem ptaszczyzne przechodzaca przez punkt (zo, yo, 20)
c

a a
i prostopadta do wektora | b |. Wektor | b | nazywany jest wektorem nor-
c c

malnym ptaszczyzny ax + by + cz +d = 0.

Whniosek 2.5.2. Jezelid = 0, to plaszczyzna przechodzi przez poczgtek uktadu wspot-
rzednych.

Dowdd. Jak wiemy z poprzedniego wniosku, rownanie postaci ax + by +cz +d =0
okresla pewng ptlaszczyzne. Zauwazmy, ze jezeli d = 0 to v = 0,y = 0,z = 0
speliaja to réwnanie, czyli punkt (0,0,0) jest zawarty w plaszczyznie okreslone;
tym wzorem. O

2.6 Kat pomiedzy plaszczyznami w R? zadanymi
réwnaniami ogélnymi.

Dwie rézne plaszczyzny w przestrzeni sa rownolegte lub si¢ przecinaja. W tym
drugim przypadku naturalnym wydaje sie pytanie pod jakim katem sie one przeci-
naja. Rozwazmy nieréwnolegte ptaszczyzny 115, II. Zauwazmy, ze przecinaja sie one
wzdtuz prostej, nazwijmy ja L. Wezmy plaszczyze 113, prostopadta do rostej L. Za-
uwazmy, ze czescig wspolng pltaszezyzn I3 i 11y, oraz ptaszezyzn 113 i 1y, sg proste.
Kat miedzy tymi prostymi przyjmujemy za kat miedzy ptaszczyznami II;, II,. Za-
uwazmy, ze kat o takiej mierze tworza rowniez wektory normalne ptaszczyzn 11y, I1s,
zaczepione we wspolnym punkcie ptaszczyzn 11y, Iy, I13.




Rozdziat 2. lloczyn skalarny w R? 30

Udowodnijmy, ze te katy rzeczywiscie sa sobie rowne. Niech ptaszczyzny 11, II; beda
dane rownaniami
Iy : a1z 4+ by + 1z 4+ dy =0,

Iy : asx + boy + coz 4+ dy = 0.

Wowezas wektory normalne tych ptaszczyzn to odpowiednio

ai a2
N, = by , Ny = by
C1 Co

Oznaczmy kat miedzy wektorami normalnymi tych ptaszczyzn przez 3. Moga wowczas
zaj$¢ dwie sytuacje.

Przypadek 1 Ponizszy rysunek przedstawia ptaszczyzne Il3, na ktérej zaznaczone
sg jej przekroje z ptaszczyznami 11y, I1s.

Zauwazmy, ze w tym wypadku a+v = 90°, zatem o = 90° — v, ale réwniez 3+ v =
90°, skad mamy, ze 3 = 90° — 7. Otrzymujemy zatem

a= 0.

Tak wiec wybrany kat pomiedzy plaszczyznami II; i II, jest taki sam jak kat
pomiedzy wektorami normalnymi tych ptaszczyzn.

Przypadek 2 Podobnie jak poprzednio, rysunek przedstawia ptaszczyzne Il3 i jej
przekroje z ptaszczyznami Iy, I1s.
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W tym wypadku mamy o+ 3+90°+90° = 360° a stad o+ 3 = 180°. Otrzymujemy
zatem o = 180° — 3.
Ostatecznie, po rozwazeniu obu przypadkéw mamy

a=/p lub a=180°"— 3.
Oznacza to, ze jeden sposrod katéw miedzy plaszezyznami jest réwny katowi pomiedzy

ich wektorami normalnymi, za$ drugi jest dopelnieniem tego kata do 180°.

Whniosek 2.6.1 (kat miedzy plaszczyznami). Cosinus jednego z kgtéw pomiedzy
plaszczyznami 11y, 11y danymi rownaniams

H12G1I+b1y+012+d1:0,

H23a2$+62y+622+d220

wyraza sie WZOTEM

25 COSx = NioN, = ajaz+bibotcico )
( ) IN1]IN2| \/af-i-b%-i-c%\/a%-i-b%—i-c%

Przyktad. Cosinus jednego z katéw pomiedzy plaszczyznami o réwnaniach
r+2y—32+2=0oraz 2 — 4y + 2+ 1 = 0, wynosi

2-8-3 -9 -9 3Ve
VIF4+9-VA+16+1 V14-v21 7-v6 14

Zatem, jak tatwo mozemy sprawdzi¢, ten kat to w przyblizeniu

Ccosa =

~ —0,52.

a~ 1220,

Otrzymalisémy zatem, ze jeden z katéw pomiedzy danymi ptaszczyznami to kat o
mierze okoto 122°.

2.7 Kat pomiedzy plaszczyzng i prosta w R°.

Postaramy sie teraz wyznaczy¢ kat pomiedzy plaszczyzng II a prostg L. Oz-
naczmy przez L' rzut prostokatny prostej L na plaszczyzne I1. Kat pomiedzy prosta
L a ptaszczyzng 11, to kat pomiedzy prosta a jej rzutem na plaszczyzne.

Przyjmijmy, ze ptaszczyzna Il zadana jest réwnaniem az + by + cz +d = 0,
natomiast L niech bedzie prosta o wektorze kierunkowym U.

N
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Niech 3 bedzie katem pomiedzy wektorem kierunkowym U a wektorem normalnym
ptaszczyzny 11, oznaczanym N. Zauwazmy, ze jesli § jest katem ostrym jak na ry-
sunku powyzej, to mamy

a=90" — 3.
Jezeli natomiast [ jest katem rozwartym, jak na rysunku ponizej, to
a=pF—90°.
U
(8
N L

Majac dane réwnanie plaszczyzny Il oraz wektor kierunkowy U prostej L,
mozemy z tych wspétrzednych wyliczy¢ kat (3, a nastepnie «, ktory jest jednym
z katéw pomiedzy zadang plaszczyzna a prosta.

Przyklad. Znajdzmy kat pomiedzy ptaszczyzng Il o réwnaniu 20 —y+22—4 =10

1
a prosta o wektorze kierunkowym U = | —2 | . Wektor normalny ptaszczyzny 11
-1
2
to N=| —1 |. Cosinus kata pomiedzy wektorami U i N, jak wynika z Wniosku
2
2.2.2, wynosi

2 V6
cosff = ——= = —~0,2722.

) VI-v6 9
Kat 3 jest wiec katem ostrym, zatem o wyraza sie wzorem o = 90° — 3, czyli
sina = cos 3. Stad a ~ 15° Tak wiec kat pomiedzy plaszczyzng II a prosta o

wektorze kierunkowym U, to kat o mierze okoto 15°.

2.8 Pole réwnolegtoboku zbudowanego na wek-
torach U, W w R°.

W tym rozdziale zastosujemy iloczyn skalarny do obliczania p6l rownolegtobokow
w przestrzeni R3.
Wezmy dwa dowolne wektory z przestrzeni R®

U w1
U=\ uw |, W= w
Uus ws

Zauwazmy, ze wektory te wyznaczaja pewien rownolegtobok. Réwnolegtobok ten
oznacza¢ bedziemy Ry .
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U

7, geometrii wiemy, ze

P(Ryw) = |U| - |W|-sina,
gdzie a to kat pomiedzy wektorami U i W. Mamy ponadto

sina = V1 —cos2a, gdy 0° < o < 180.

Korzystajac z tych zaleznosci oraz ze wzoru (2.5), otrzymujemy

UOW>2_

P(Rygw) = U] W] -sina = |U|[WIV1 - cos?a = 'U”W'J '~ (i

(UoW)?

|U|2|W|2 = \/|Uv|2|I/V|2 - (U o W)2

= JIUIQIWIQ— UPW?

Podsumowujac - pole rownolegtoboku rozpietego przez wektory U, W wynosi

(2.6) P(Ryw) = \JIlURIW]? = (U o W)2.




Rozdziat 3

Iloczyn wektorowy

W tym rozdziale zajmiemy si¢ iloczynem wektorowym. W pierwszym podroz-
dziale zdefiniujemy to pojecie, w kolejnym podamy jego podstawowe wtasnosci, po-
kazemy jak mozemy je wykorzysta¢. Ostatni podrozdzial po$wiecimy na podanie
geometrycznej interpretacji iloczynu wektorowego, ktora pozwoli na wprowadzenie
kolejnej bardzo uzytecznej wtasnosci - zwigzku iloczynu wektorowego z objetoscia
rownolegloscianu.

3.1 Definicja iloczynu wektorowego.

Dla danego wektora A € R? nietrudno podaé¢ przyklad wektora A’ € R?

prostopadtego do A. Dla A = ( “

a ) jest nim wektor o wspélrzednych A" =
2

( T ) . Zastanéwmy sie teraz w jaki sposob dla danych dwoch wektoréw A, B €

a1
ai
R3? znalez¢ wektor prostopadty do nich obu. Sprawdzmy, ze dla A = | ay |, B =
as
b azbz — baas
by | wektor X = —a1bs + biaz | jest wtasnie takim wektorem, czyli jest
bs aiby — brap

prostopadly do A i do B. Jak wynika z Wniosku 2.2.3, dwa wektory sa prosto-
padte, jezeli ich iloczyn skalarny jest rowny 0. SprawdZzmy zatem prostopadtosé¢ X i

asbs — baas a
XoA= —a1b3 + blag @) as =
a1by — brasy as

= a2b3a1 — b2a3a1 — (llbgCLQ + b1a3a2 + a1b2a3 — b1a2a3 =
= bl(CLgCLQ - CL26L3) + bQ((Zlag — CL3CL1) + b3(a2a1 - CLlCLQ) =0.

Podobnie sprawdzmy prostopadtos¢ X i B.

azbs — baas by
XoB=| —aibg+biaz |o| by | =
ale — b1a2 bg

34
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= Clngbl — bz@gbl — albgbg + b1a3b2 + a1b2b3 - bl&gbg =
= CL1(b2b3 — bgbg) + az(bgbl — b1b3) + ag(b1b2 — bgbl) =0.

Tak okreslony wektor X jest zatem dobrym przyktadem wektora prostopadtego do
obu wektoréw A oraz B.

Definicja 3.1.1 (iloczyn wektorowy). Wektor X okreslony powyzej, czyli

azbz — baas
(31) X = —albg + blag R
a1b2 — blCLg

nazywany jest iloczynem wektorowym wektoréw A i B, co oznaczamy przez

X =AxB.
3 -1
Przyktad. Iloczynem wektorowym wektorow A = 0 |, B=| —2 | jest
—2 1
—4
wektor X = | —1
—6

> Spos6b na zapamietanie wzoru na iloczyn wektorowy

Wprowadzimy teraz interpretacje iloczynu wektorowego, ktéra okaze sie by¢
tatwym sposobem na zapamigtanie wzoru na ten iloczyn. Interpretacja ta korzysta
z pojecia wyznacznika macierzy 2 X 2. W tym celu przypomnijmy, ze wyznacznikiem

macierzy A = CCL Z) nazywamy liczbe okreslong wzorem det A=a-d —b-c.

Uwaga 3.1.2 (wyznacznikowa interpretacja iloczynu wektorowego). Jesli
ay by Ty
[o5)) X bg = i) s to
as bs T3

L Q9 b2 _ aq bl . aq bl
T = det <a3 b3> , L9 = det <a3 bg) , L3 = det <CL2 bg) .

Zauwazmy, ze macierz, ktorej wyznacznik liczymy w celu wyznaczenia x,, pow-

ar b
staje przez wykreslenie z macierzy | as by | pierwszego wiersza, podobnie macierz
az bz
ar b
pojawiajaca si¢ we wzorze na ro powstaje przez wykreslenie z macierzy | as b9
ag bz

drugiego wiersza. Analogicznie powstaje trzecia macierz.
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3.2 Wilasnosci iloczynu wektorowego.

Podamy teraz najwazniejsze algebraiczne wlasnosci iloczynu wektorowego. Wek-
tory A, B, C, wystepujace ponizej, to dowolne wektory z przestrzeni R?, za$ t jest
dowolna liczba rzeczywista.

(1) Ax B =—Bx A. Wtasnos¢ ta nazywana jest antyprzemiennoscig iloczynu
wektorowego.
— 0 —
(2) JeSiA=0=]0 |,toAxB=BxA=0.
0

(3) Jesli A=t - B,to Ax B= 0.
(4) Ax(B+C)=AxB+AxC
(5) (tA) x B = t(A x B)

Dowéd (1).

Wtasnosé ta wynika z antyprzemiennosci wyznacznika 2 x 2. Zauwazmy, ze

a b b a
det(c d)—ad—bC——(bc—ad)——det<d c>'

Zatem, jesli Ax B = | z |,a Bx A= | 2, |, to korzystajac z powyzszej
T3 xh
rownosci oraz z wyznacznikowej interpretacji iloczynu skalarnego, ktora wprowadzil-
aq b1
ismy w Uwadze 3.1.2,dla A= | ay |,B=| by | mamy
as b3
by a as b
o 2 42y} 2 Y2y
x; = det (bs a3> = —det <a3 bg) x7.
Podobnie zf, = —x5 oraz 2y = —x3. Otrzymujemy zatem B x A = —A x B. [
Dowdd (2).
0 bl T
Zauwazmy, zedla A= | 0 |, B=| by |,jezeli AXx B=| x5 |, to korzystajac
0 b3 x3

z wyznacznikowej interpretacji iloczynu skalarnego, otrzymujemy

- 0 b\
r1 = det <0 b3>_0'

Podobnie x5 = 0 oraz z3 = 0. O
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Dowdd (3).
X1
7, wyznacznikowej interpretacji iloczynu skalarnego, dla A x B = | x5 |, gdzie
T3
tby by
A= | tby |,B=] by |, mamy
tbs bs
thy b
T = det (tbz bz) = tb2b3 - tbgbg = 0.
Podobnie x5 =0, z3 = 0. O
Dowad (4).

Zauwazmy, ze

det | 2 brtea) _ det [ 2 bz Fdet |2 2.
az bztcs ag bz as Cc3
Zatem pierwsza wspotrzedna wektora A x (B+C) jest réwna pierwszej wspohrzedne;
wektora A x B+ A x C. Podobnie druga i trzecia wspotrzedna. Otrzymujemy zatem

Ax(B+C)=AxB+AxC. O
Dowad (5).

aq b1 I ZL"I
DlaA=|a |,B=]| by |jeSi AxB=| xo |,(tA)xB=| 2}, |, to

as bg I3 $g

;o tag ba\ as b\
x7 = det (tag b3> =1-det <a3 b3> =t 2.

Podobnie zf, =t - x5, % =t - x3. Otrzymalidmy zatem (tA) x B = t(A x B). O

Bezposrednia konsekwencja wlasnosci (2) i (3) jest wniosek pozwalajacy na bardzo
szybkie sprawdzenie liniowej zaleznosci pary wektordw.

Whniosek 3.2.1 (iloczyn wektorowy a liniowa zaleznos$é¢ wektoréw). Jesli
—
wektory A i B sq liniowo zalezne, to A x B = 0.

3.3 Geometryczna interpretacja iloczynu wekto-
rowego.

[loczyn wektorowy jest wektorem, ktérego kierunek, dtugosé i zwrot mozemy
wyznaczy¢, korzystajac z jego geometrycznych wtasnosci.
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> Kierunek iloczynu wektorowego

Fakt 3.3.1. (1) Jesli wektory A i B sq wspétliniowe, to A X B = 0.

(2) Jesli A i B sq niewspdtliniowe, to wektor A x B jest prostopadly zaréwno do
A jak i do B, czyli wyznacza kierunek prostopadly do plaszczyzny rozpietej przez
wektory A i B.

Dowdd. Pierwsza cze$¢ powyzszego faktu wynika z trzeciej wtasnosci udowodnionej
w poprzednim podrozdziale. Precyzyjny dowod pomijamy. Prostopadtos¢ wektorow
Ax BiAoraz A X B1i B zostala pokazana na poczatku tego rozdziatu. Zauwazmy,
ze jezeli A 1 B nie sa wspoétliniowe, to wyznaczaja plaszczyzne, wiec jesli wektor
A x B jest prostopadly do A i do B, to jest prostopadly rowniez do ptaszczyzny
wyznaczonej przez te wektory, wyznacza wiec kierunek do niej prostopadty. Il

> Dhtugosé iloczynu wektorowego

Niech R4 p bedzie rownolegtobokiem rozpietym przez wektory A i B.

R
A AB

B

Zwiazek iloczynu wektorowego A x B z tym rownolegltobokiem okresla nastepujacy
fakt.

Fakt 3.3.2 (iloczyn wektorowy a pole réwnolegloboku). Diugosé wektora
A x B jest réwna polu réwnolegtoboku R4 p.

aq bl
Dowéd. Niech A= | ay |, B=| by |,1iniech a oznacza miare kata pomiedzy
as bs

wektorami A i B. Przypomnijmy, ze wtedy pole rownolegloboku R4 g mozna obliczy¢
korzystajac ze wzoru P(R4 ) = |A| - |B| - sina. Mamy réowniez

|A x B|? = (agbs — byas)? + (—a1bs + bias)* + (ayby — bras)?.

Po tatwym przeksztatceniu, ktore pozostawimy do wykonania czytelnikowi, otrzy-
mujemy

|14><.B|2 = (a%—f—a%—i—ag)-(b%%—bg—kbg)—(a1b1+a2b2—|—a3b3)2 = |AA|2|B|2—(‘AO.B)2 =
— [AP B = (JA| - |B] - cosa)” = |AP - | B]* - (1 - cos’ a) =

= |A]*-|B)? - sin®a = [P(Rap)]*
Pierwiastkujac obie strony, otrzymujemy |A x B| = P(R4 p), tak jak chcieli$my. [
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Whiosek 3.3.3. A x B to wektor prostopadty do plaszczyzny wyznaczonej przez A
i B, ktorego diugosc jest réwna polu rownolegltoboku rozpietego przez A i B.

> Zwrot iloczynu wektorowego
Dla dowolnych dwoch wektoréw mamy zatem jednoznacznie wyznaczony kierunek
i dtugo$¢ wektora bedacego ich iloczynem wektorowym. Aby mieé¢ jednoznacznie

wyznaczony wektor musimy jeszcze okresli¢ jego zwrot. W tym celu zastosujemy
regute sruby prawoskretne;j.

Definicja 3.3.4 (Sruba prawoskretna). Sruba prawoskretng nazywamy srube,
ktora wkreca sie, gdy jest obracana w prawo.

Krecac sruba od X do Y wkreca sie ona w kierunku Z.

Z

Fakt 3.3.5 (zwrot wektora A x B). Zwrot wektora A X B jest taki jak kierunek,
w jakim wkreca sie $ruba prawoskretna, gdy jest obracana od A do B.

Przykltad. Sprobujmy teraz, bez odwolywania sie do wzoru, korzystajac tylko z
1

geometrycznej interpretacji, znalezé iloczyn wektorowy X wektorowe; = [ 0 | ,eq =
0
0
1 | . Jak wiemy z Faktu 3.3.1, X bedzie wektorem prostopadtym do ptaszczyzny
0
wyznaczonej przez e; i eg, czyli do plaszczyzny O,,. Réwnolegtobok wyznaczony

przez e; i es to kwadrat o boku dlugosci 1, zatem, jak wynika z Faktu 3.3.2,

0 0
|A x B| = 1. Szukanym wektorem X moga by¢ zatem wektory | 0 | lub 0
1 -1

o

€1
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Stosujac regute $ruby prawoskretnej, otrzymujemy

0
X:€1X62: 0
1

£ Cwiczenie. Jako sprawdzenie poprawnosci tak wyznaczonego iloczynu wektoro-
wego, czytelnik moze wyznaczy¢ ten wektor korzystajac ze wzoru (3.1).



Rozdziat 4

Wyznacznik macierzy 3 X 3

W matematyce istnieja pojecia, ktére znajduja szerokie zastosowanie w réznych
dziedzinach. Jednym z takich pojec¢ jest wyznacznik macierzy kwadratowej. Odgrywa
on wazng role miedzy innymi przy rozwiazywaniu uktadow réwnan liniowych z
wieloma niewiadomymi, oraz w geometrii. Na poczatek poznamy definicje wyz-
nacznika, nastepnie omoéwimy jego najwazniejsze wlasnosci. Na koniec zajmiemy
sie niektorymi jego zastosowaniami.

4.1 Podstawowe definicje.

W pierwszej czesci skryptu wprowadzone zostato pojecie wyznacznika macierzy
rozmiaru 2 X 2. Podamy teraz definicje odpowiednika tego pojecia dla macierzy 3 x 3.

a b c
Definicja 4.1.1 (wyznacznik macierzy). Wyznacznikiem macierzy M = |d e f
g h 1
nazywamy wyrazenie algebraiczne postaci
(4.1) | det M = aei+bfg+ cdh — gec — hfa —idb. |
-2 30
Przyktad. Wyznacznik macierzy M = | 1 2 5| wynosi
7 1 4

det M = —-16 +105+0 -0+ 10 — 12 = 87.

Ponizej podamy tatwy sposéb na obliczanie wyznacznika macierzy bez koniecznosci
pamigtania wzoru.

Uwaga 4.1.2 (regula Sarrusa). W praktyce w celu obliczenia wyznacznika stosowac
bedziemy regute Sarrusa.

a b c
Do danej macierzy | d e f| dopisujemy kolumne pierwszq i drugg. Otrzymujemy
g h 1

uktad

Q@ Qe
> o o
S S
SESHES
> o o
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Nastepnie dodajemy do siebie iloczyny wyrazow znajdujgcych sie na ukosnych prostych
wychodzqgcych z trzech pierwszych wyrazow pierwszego wiersza, a od wyniku odejmu-

jemy iloczyny wyrazow znajdujgcych sie na ukosSnych prostych wychodzgcych z trzech

pierwszych wyrazow ostatniego wiersza, tak jak to pokazuje ponizszy schemat.

\x;x /
><

SN
A

Otrzymujemy wowczas podany w Definicji 18.3.1 wzor na wyznacznik danej macierzy.

Mozna rowniez okresli¢ wyznacznik dla tréjki wektorow. Niech

aq bl C1
A= as s B = b2 s C= Co
as b3 C3

Definicja 4.1.3 (wyznacznik wektoréw). Wyznacznikiem wektoréw A, B,C
nazywamy liczbe

a; by
det(A,B,C) =det [as by co
az bz c3
3 —2 1
Przyktad. Wyznacznik wektorow A= 1 5 |, B = 1 |,C=1] 3 | wynosi
1 3 0
3 =21
det| 5 1 3|=0-6+15—-1-27—-0=—-19.
1 3 0

4.2 Wlasnos$ci wyznacznika.

Ponizej okreslimy najwazniejsze, zaréwno arytmetyczne, jak i geometryczne
wtlasnosci wyznacznika.

> Wyznacznik jako iloczyn mieszany

Fakt 4.2.1 (wyznacznik a iloczyn wektoréw). Dia A, B,C € R? mamy
det(A,B,C)=Ao(BxC)=(AxB)oC.

Ze wzgledu na wystepujace w powyzszej tozsamosci pojecia iloczynu skalar-
nego i wektorowego, wyznacznik trojki wektoréw bywa czesto nazywany iloczynem
mieszanym tych wektorow.
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Dowdd. Korzystajac z definicji iloczynu skalarnego i wektorowego mamy

aq bacg — cabs
AO(BXC):(AXB)OC: as o —b1C3+C1b3 =
as bicy — c1by

= ay(bacg — cab3) + ag(—bics + c1bs) + asz(bica — c1by) =

= a1bocz — aycabs — asbics + aseibs + asbico — azciby = det(A, B, C)
Podobnie pokazujemy, ze det(A, B,C) = (A x B) o C. O
Fakt 4.2.2. Dla A, B,C € R® mamy

det(A, B,C) = —det(B, A,C) = —det(A,C,B) = —det(C, B, A) =
=det(B,C,A) = det(C, A, B).
Dowdod. Korzystajac z poprzedniego faktu oraz z wlasnosci iloczynu wektorowego
otrzymujemy
det(B,A,C)=(Bx A)oC=(—AXxB)oC=—(AxB)oC = —det(A, B,C),
det(B,C,A) = (Bx(C)oC =Ao (B xC)=det(A,B,C).

Dla pozostatych réwnosci dowody wygladaja analogicznie. Otrzymalismy wiec, ze
zamiana dwoch kolumn w macierzy, ktorej wyznacznik liczymy, powoduje zmiang
znaku wyznacznika, natomiast cykliczne przestawienie kolumn macierzy nie zmienia
warto$ci wyznacznika. O

Cwiczenie. Dowody pozostalych réwnosci, pozostawimy do wykonania czytel-
nikowi.

Uwaga 4.2.3. Znak ,-"pojawia sie, gdy dokonujemy zamiany ktorychkolwiek dwoch
wektorow sposrod A, B,C. Takie zamiany dwoch wektorow nazywamy transpozy-
cjami. Zatem wyznacznik zmienia sie na przeciwny przy transpozycji ktorychkol-
wiek dwdch wektorow. Wyznacznik nie zmienia sie, przy przestawieniu cyklicznym,
np. gdy wektory przesuniemy o jedno miejsce do przodu, zas pierwszy przeniesiemy
na koniec.

> Macierz transponowana i jej wyznacznik

Bardzo waznym pojeciem zwigzanym z macierzami jest macierz transponowana
do danej macierzy.

a b c
Definicja 4.2.4 (macierz transponowana). Jeslim = |d e f |, to macierza
g h k
transponowana do macierzy, oznaczang symbolem m?, nazywamy macierz
a d g
mf=1|b e hl|,
c [k

otrzymana z m przez zamiane wyrazéw potozonych symetrycznie wzgledem przekat-
nej gtowne;j.
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Uwaga 4.2.5. Macierz transponowang mozna rowniez uzyskaé poprzez zapisanie
kolumn macierzy m jako wierszy w macierzy m’.

Jak nietrudno sie przekona¢ wyznaczniki macierzy m i macierzy do niej tran-
sponowanej sg sobie rowne, o czym mowi nastepujacy fakt.

Fakt 4.2.6 (wyznacznik macierzy transponowanej). Dla macierzy m mamy
det(m) = det(m”).

Cwiczenie. Dowdd tej whasnosci, wynikajacy wprost z definicji wyznacznika, po-
zostawimy do wykonania czytelnikowi.

> Wyznacznik a liniowa niezaleznos¢

Podamy teraz bardzo uzytecznag wtasnos¢ wyznacznika, dzieki ktorej w tatwy
sposob mozna sprawdzié, czy trojka wektoréw jest liniowo niezalezna.

Fakt 4.2.7. (wyznacznik a liniowa zaleznosé) Wyznacznik wektorow A, B,C' €
R3 jest réwny zero wtedy i tylko wtedy gdy wektory te sq liniowo zaleine.

Dowdd. Niech det(A, B,C) = 0. Gdyby wektory A, B,C byly liniowo niezalezne,
wtedy mieliby$my, ze wektory A, B sg niewspoétliniowe, czyli wektor A x B jest
niezerowy. Ponadto C nie nalezaloby do ptaszczyzny wyznaczonej przez A i B,
wiec nie bylby prostopadly do A x B. Zatem (A x B) o C # 0, ale wiemy, ze
(Ax B)oC =det(A, B,C) = 0. Otrzymalismy wiec sprzecznosé, ktéra oznacza, ze
jesli det(A, B,C) = 0, to wektory A, B, C sa liniowo zalezne.

Udowodnijmy jeszcze implikacje w druga strone. Zaltézmy, ze A, B,C sa liniowo
zalezne czyli np. A nalezy do ptaszczyzny wyznaczonej przez B i C. Wynika stad,
ze A jest prostopadty do B x C, wiec Ao (B x C') =0, ale jak wiemy Ao (B x () =
det(A, B, C), stad det(A, B,C) = 0. Otrzymalismy wiec, ze jesli wektory sa liniowo

zalezne, to ich wyznacznik musi by¢ réwny zero. O]
2 -1 3
Przyktad. Sprawdzmy, czy wektory A=1 0 |, B= 1 , C=111|sa
1 -1 2
liniowo niezalezne. W tym celu obliczmy wyznacznik tych wektoréw.
2 -1 3
det{ 0 1 1|=4-140-34+2-0=2
1 -1 2

Wyznacznik ten jest niezerowy wiec wektory A, B, C' sa liniowo niezalezne.
> Wieloliniowo$¢ wyznacznika

Okreslimy teraz wtasnosci, ktére nazywane sg wieloliniowo$cia wyznacznika.

Fakt 4.2.8 (wieloliniowo$é wyznacznika). Dla wektoréw A, Ay, Ay, B,C € R?
oraz liczby rzeczywistej t mamy

(a) det(tA, B,C) = det(A,tB,C) = det(A, B,tC) =t - det(A, B,C),
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(b) det(A1 + AQ, B,O) = det(Al,B, C) —+ det(Ag, B,C)

Dowdéd powyzszego faktu tatwo wynika z podstawowych wtasnosci iloczynu skalar-
nego i wektorowego, dlatego go pominiemy.

Dla A, B, By, By, C,C,,Cy € R?, mozemy wyprowadzi¢ wzory podobne do tych
z podpunktu (b) w Fakcie 4.2.8.

Whniosek 4.2.9.
det(A, Bl + BQ, C) = det(A, Bl? C) + det(A, BQ, C),
det(A, B, Cl + CQ) = det(A, B, Cl> + det(A, B, 02)

Zajmijmy sie geometrycznymi wtasnosciami wyznacznika.

> Wyznacznik a objeto$¢ rownolegltoscianu i czworo$cianu

Fakt 4.2.10 (wyznacznik a objeto$é réwnolegloscianu). Dia A, B,C € R?
warto$é bezwzgledna wyznacznika | det(A, B, C)| jest réwna objetosci réwnoleglos-
cianu Ry po zbudowanego na wektorach A, B, C.

Dowéd. Niech S bedzie polem podstawy réwnolegloScianu R4 g ¢, czyli polem réw-
nolegtoboku R4 g zbudowanego na wektorach A, B (patrz rysunek). Niech € bedzie
wektorem jednostkowym prostopadtym do ptaszczyzny podstawy, o zwrocie takim
jak iloczyn wektorrowy A x B. Jak wiemy z Faktu 3.3.2 |A x B| = S, co daje
(AxB)=S-¢

o A g

™y

Otrzymujemy zatem
|det(A,B,C)|=[(Ax B)oC|=|(S-€)oC|=S-|€cC|=S"|e|-|C|-cosa.

Jak nietrudno sie przekonaé |C|-cos a = H jest wysokoscig réwnolegtoécianu. Wiemy
rowniez, ze |€] = 1, a stad |det(A,B,C)| =5-H =V(Rap.c). O

1
Przyktad. Objeto$¢ réwnolegtoscianu zbudowanego na wektorach A = 1 ,
-1
1 2 1 1 2
B=|[0]|, C=]3 | wynosi|det[ 1 0 3|/=]0-34+2—-0-3-2|=6.
1 2 -1 1

[\
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Bezposrednig konsekwencja powyzszego faktu jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.2.11 (objeto$é czworoscianu). Objetosé czworoscianu zbudowanego
na wektorach A, B,C wynosi %| det(A, B, C)].

Dowdéd. Zauwazmy, ze pole tréjkata zbudowanego na wektorach A, B jest rowne
potowie pola réwnolegtoboku zbudowanego na tych wektorach. Oznaczmy ten tréjkat
T'4.p, czworoscian zbudowany na A, B, C' oznaczmy przez Cy p ¢. Otrzymujemy wiec

1
V(Cape) = 3 P(Tap) - H =

—_

1
.p(RA’B).HZE.p(RA’B).H:

1 1
= 6 . V(R&B,C') = 6 . |det(A,B,C’)|.

2

W

]

> Znak wyznacznika i orientacja

Dla trojki liniowo niezaleznych wektorow A, B,C' wprowadzamy pojecie ich
orientacji w przestrzeni.

Definicja 4.2.12 (orientacja tréjki wektoréw). Uporzadkowana tréjka wek-
toréw A, B, C' jest prawoskretna (dodatnio zorientowana), gdy wektor C' tworzy z
wektorem A x B kat a < 90°. Podobnie tréjka wektoréw jest lewoskretna (ujemnie
zorientowana), gdy kat o pomiedzy C' a A x B spelnia warunek a > 90°.

Réwnowaznie mozemy powiedzieé, ze uktad jest dodatnio zorientowany, gdy C'
lezy po tej samej stronie ptaszczyzny wyznaczonej przez A i B, co A X B, natomiast
jest ujemnie zorientowany, gdy lezy po przeciwnej stronie tej ptaszczyzny.

Rysunek po lewej stronie przedstawia trojke wektoréw dodatnio zorientowanych,
rysunek po prawej stronie - ujemnie zorientowanych.

Uwaga 4.2.13 (orientacja a wyznacznik). Trdjka wektorow A, B,C jest pra-
woskretna wtedy 1 tylko wtedy gdy det(A, B,C) > 0, natomiast lewoskretna, gdy
det(A, B,C) < 0.

Dowdéd. Zauwazmy, ze jesli wektor A x B lezy po tej samej stronie ptaszczyzny co
wektor C, to mniejszy z katéw miedzy tymi wektorami jest mniejszy niz 90°, a w
takim wypadku cosinus tego kata jest dodatni.



Rozdziat 4. Wyznacznik macierzy 3 x 3 47

Hap

Jak nietrudno sie przekonaé, cosinus kata miedzy wektorami A x B a C' ma
znak taki sam jak iloczyn skalarny tych wektoréw, czyli (A x B) o C' > 0 gdy
(LA x B,C) < 90° ale jak wiemy (A x B)oC = det(A4, B, C). Mozemy wnioskowaé,
ze trojka wektoréw jest dodatnio zorientowana, gdy det(A, B,C') > 0. Podobnie
mozemy pokazac¢, ze trojka wektorow jest ujemnie zorientowana, gdy mniejszy z
katéw pomiedzy wektorami A x B a C' jest wiekszy niz 90°.

A

I8 B

AxBl

Oznacza to, ze jego cosinus jest mniejszy od zera a tym samym det(A, B,C) < 0. [

1
5 3 -2
2
Przyktad. Wektory A = 1 , B=[0], C= 2 tworzg uktad
-2 1 1
: 3 -2
2
ujemnie zorientowany poniewaz det | 1 0 2 [=0—-12—-2—-0—-1-3= —18.
-2 1 1

Uwaga 4.2.14. Orientacja wektorow zalezy od kolejnosci wektorow. Przyktadowo
trojka wektorow zmienia orientacje na przeciwng po przestawieniu dwoch wektorow.

Cwiczenie. Ustal doktadnie, w jaki sposob orientacja trzech wektoréw zmienia sie
pod wpltywem zmian ich porzadku. Kiedy zmienia si¢ na przeciwng a kiedy pozostaje
bez zmian. (Poréwnaj Fakt 4.2.2).

4.3 Zastosowania wyznacznika 3 x 3.

Zajmijmy sie teraz nie wymienionymi wczesniej zastosowaniami wyznacznika w
geometrii analitycznej przestrzeni.

Jak wiemy z Faktu 4.2.7 trzy wektory sa wspotptaszczyznowe jesli ich wyz-
nacznik jest rowny zero. Dzieki temu w tatwy sposéb mozemy okresli¢ warunek na
wspotplaszezyznowosé czterech punktow.



(1)

(2)

(3)
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Wspoélptaszczyznowosé czterech punktéw w przestrzeni.

Punkty A, B,C,D € R? W, p@st@)ni leza na jednej ptaszczyznie wtedy i
tylko wtedy gdy wektory AB iC’ ,A}D sa wspotptaszezyznowe | a to zachodzi
wtedy 1 tylko wtedy gdy det(AB, AC, AD) = 0.

Réwnanie plaszczyzny réwnoleglej do dwéch wektorow.
7 powyzszej wlasnosci mozemy wyprowadzi¢ réwnanie ptaszczyzny rownolegtej

aq bl
do dwoéch danych wektorow A = | ay |, B = | by i przechodzacej
as b3
Zo
przez punkt Xy = | yo |. Oznaczmy szukang plaszczyzne przez I1. Wezmy
20
x
. . %
dowolny punkt X = | y | nalezacy do tej ptaszczyzny, wtedy wektor X X
z

—
rowniez bedzie sie zawiera¢ w tej ptaszczyznie, zatem wektory A, B, X X beda
wspotptaszezyznowe.

Jak pokazalismy mprzednim podpunkcie dla takich wektoréw zachodzi

réwnosé det(A, B, X Xy) = 0. Po podstawieniu wspétrzednych otrzymujemy
aq bl T — Xo

wiec det |as by y—1yo| = 0, co rozwijajac wzgledem trzeciej kolumny,
as bg Z— 20

mozemy zapisaé jako

(4.2)

b b b
(x — xg) det (ZQ b:23> — (y — yo) det (Zl b;) + (2 — zp) det <a1 b;) =0

3 3 Q2

Zawazmy, ze rOwnanie to jest spetnione dla kazdego wektora z ptaszczyzny 11,
jak rowniez kazdy wektor, ktéry spelnia to rownanie jest wspolptaszezyznowy
z A, B, nalezy wiec do plaszczyzny I1. Mozemy wiec przyjaé, ze réwnosé (4.2)
jest réwnaniem tej ptaszczyzny.

Rownanie ptaszczyzny wyznaczonej przez trzy punkty.

Majac dane trzy punkty A, B, C' mozemy znalez¢ rownanie plaszczyzny wyz-
naczonej E}zez_t)e E}nkty. Dla dowolnego X nalezacego do tej pltaszczyzny
wektory AB, AC', AX ( s Lsp(’)lplaszczyznowe , a zatem ich wyznacznik jest
réwny zero det(AB, AC, AX) = 0, co jednoznacznie wyznacza nam szukana
plaszczyzne.
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Ponizszy przyktad ilustruje jak wyglada tak uzyskiwane réwnanie ptaszczyzny
dla punktéw A, B, C' o konkretnych zadanych wspotrzednych.

Przyklad. Wyznaczmy réwnanie plaszczyzny zawierajacej punkty

1 0 1
A=12]|,B=|2|,C=1|5].
3 4 ( 1
T N —1 N 0 N z—1
Dla X = | y | mamy AB = 0 , AC = 3 , A X = y—2
z 1 -2 z—3
Dla takich wektorow otrzymujemy
-1 0 x-1
det| 0 3 y—2]=0.
1 -2 2-3

Mamy wigc =3 - (z —1) —2- (y — 2) — 3(2 — 3) = 0, czyli réwnanie szukanej
ptaszczyzny to —3x — 2y — 32 + 16 = 0.

(4) Dodatnia i ujemna strona ptaszczyzny.
Dla uporzadkowanej trojki punktow A, B, C' mozemy okredli¢ strony ptaszczyzny
przez nie wyznaczonej. Dodatnia strong ptaszczyzny wyznaczonej przez A, B, C'
nazywamy te czes¢ przestrzeni, w ktorej znajduje sie koniec wektora ABx AC.
Druga czes¢ tej przestrzeni nazywamy strong ujemna.

strona dodatnia

strona ujenina

Dla dowolnego punktu X € R? mozemy tatwo sprawdzi¢ po ktérej stronie
plaszczyzny znajduje sie ten punkt, mamy bowiem

(a) X lezy po dodatniej stronie ptaszczyzny wyznaczonej przez A, B, C wtedy
—_—
i tylko wtedy gdy det(AB, AC, AX) >0
(b) X lezy po ujemnej stronie plaszczyzny wyznaczonej przez A, B, C' wtedy
—_— T —
i tylko wtedy gdy det(AB, AC, AX) <0

Dowad. Zaﬂa@, Z_e> X lezy po dodatniej stronie wtedy i tylko wtedy gdy trojka
wektorow AB, AC, AX jest dodatnio zorientowana. Podobnie X lezy po ujemnej
stronie wtedy i tylko wtedy gdy ta trojka wektoréw jest ujemnie zorientowana.
Powyzsza wlasnosé jest zatem konsekwencjg Uwagi 4.2.13. O
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4.4 Zastosowanie wyznacznika do rozwigzywania
ukladu 3 réwnan liniowych z 3 niewiadomymi.

Kolejnym bardzo waznym zastosowaniem wyznacznika jest uzycie go do rozwiazy-
wania uktadéw trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi. Uktad

a1 + by +c1z =dy
(4.3) asT + boy + coz = dy
asr + byy + c3z = d3

gdzie a;,b;, c;,d; sa dane, natomiast x,y,z sa niewiadomymi, mozemy rozwiazac
metoda ,przez podstawianie”, bywa ona jednak czesto bardzo czasochtonna. Ko-
rzystajac z pojecia wyznacznika mozna wyprowadzi¢ ogélne wzory na rozwigzanie
takiego uktadu. W tym celu postuzymy sie wektorowsg interpretacja danego uktadu.
Mozemy go bowiem zapisa¢ jako

al bl Cl dl
x| ax | +y-| b [+2-| 2 |=] do |,
a3 b3 C3 ds

lub krocej
r-A+y-B+z-C=D.

Rozwiazanie naszego uktadu sprowadza sie zatem do znalezienia wspoétczynnikéw
rozktadu wektora D w kombinacje liniowa wektoréw A, B, C. Aby wyznaczy¢ wspot-
czynnik x, pomndézmy skalarnie obie strony otrzymanego réwnania przez B x C.
Otrzymamy wowczas

(x-A4+y-B+2z-C)o(BxC)=Do(Bx(C),
co, korzystajac z whasnosci wyznacznika, mozemy zapisa¢ jako
det(x-A+y-B+2-C,B,C)=det(D,B,C),

czyli z-det(A, B,C)+y-det(B, B,C) + z-det(C, B, C) = det(D, B, C). Zauwazmy,
ze det(B, B,C) = (B x B) o C' = 0. Podobnie det(C, B,C) = C o (B x C) =0, bo
B x C 1L C. Otrzymujemy zatem

z - det(A, B,C) = det(D, B, ().
W analogiczny sposéb mozemy wyprowadzi¢ zaleznosci
y-det(A, B,C) =det(A, D,C)

z-det(A, B,C) =det(A, B, D).
Przy zatozeniu, ze det(A, B, C) # 0 rozwiazaniem ukltadu (4.3) jest

4 — det(D.B.C)
= det(A,B,C
_ det(A D C

Y= qet(A,B,C

det(A,B,D) D
~ T de(

det ABC)
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£ Cwiczenie. Postaraj sie¢ wyprowadzié¢ zaleznosci y - det(A, B,C') = det(A, D, C),
z - det(A, B,C) = det(A, B, D) stosujac rozumowanie podobne do tego, ktére poz-
wolito uzyskaé zaleznosé z - det(A, B, C) = det(D, B, C).

Otrzymane rozwigzanie mozemy zapisa¢ w ogodlniejszej postaci. W tym celu
zdefiniujmy pewne uzyteczne pojecia.

aq bl C1
Definicja 4.4.1. Macierz (A, B,C) = | az by ¢y | nazywamy macierza gltéwna
az by ¢

uktadu (4.3).

Macierze pomocnicze powstaja przez zastapienie kolumn wspoétczynnikow przy
pewnej niewiadomej, kolumng wyrazéw wolnych. Dla uktadu (4.3) mamy wiec trzy
macierze pomocnicze: (D, B, (), (A, D,C), (A, B, D).

Wyznacznikiem gléwnym danego uktadu nazywamy wyznacznik macierzy gtownej,
czyli W = det(A, B, C).

Wyznacznikami pomocniczymi nazywamy wyznaczniki W, = det(D, B, (),
W, =det(A,D,C), W, =det(4, B, D).

Zauwazmy, ze W, to wyznacznik macierzy powstatej przez zastapienie w macierzy
gtownej kolumny odpowiadajacej zmiennej x przez kolumne wyrazéw wolnych. Wyz-
nacznik ten jest wykorzystywany do wyznaczenia zmiennej x. Macierz we wzorze na
W, powstaje przez zastgpienie kolumny odpowiadajacej zmiennej y przez kolumne
wyrazéw wolnych, natomiast sam wyznacznik wykorzystujemy do wyznaczenia zmien-
nej y. Do znalezienia z uzywamy wyznacznika W, ktory powstaje w analogiczny
Sposob.

Mozemy teraz sformulowaé¢ ogdlne twierdzenie.

Twierdzenie 4.4.2 (rozwigzanie ukladu réwnan). Jesli W # 0 to uklad (4.3)
ma doktadnie jedno rozwigzanie, ktore przedstawia sie nastepujgco
W, Wy W,
r=— =— z= .
wo YT W W
Uwaga 4.4.3. Twierdzenie powyzsze ma analogiczng postaé, jok dla uktadu dwoch
rownan lintowych z dwiema niewiadomymi.

v Przyklad. Rozwiazmy uktad

r+4y+z2z=1
20 =3y +22=95

r—y=3
3 4 1
Macierza gtéwna tego ukladu jest macierz |2 —3 2 |. Wyznacznik tej macierzy
1 -1 0

wynosi W =0—-2+4+84+3+6 — 0= 15. Wyznaczniki pomocnicze to

1 4 1
Wy=det|5 -3 2[=0-5+244+9+2—-0 =30,
3 -1 0
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311
Wy=det|2 5 2| =0+6+2-5-18-0= —15,

1 30

3 4

W,=det |2 -3 5 =-27T—-24+20+3415—-24 = —15.
1 -1 3
Rozwigzaniem naszego uktadu jest wiec trojka liczb
30 —15 —15
xr= =2, y= z= =—1

15 5 7T 15



Rozdziat 5

Przeksztalcenia liniowe przestrzeni

Rozdzial ten poSwiecimy na zapoznanie sie z przeksztatceniami przestrzeni. W
szczegolnosci zajmiemy si¢ przeksztatceniami liniowymi. W pierwszym podrozdziale
wprowadzimy podstawowe definicje, w kolejnych poznamy rézne, geometryczne przy-
ktady przeksztatcen liniowych.

5.1 Podstawowe definicje.

Uwaga 5.1.1. W algebrze liniowej punkt o wspétrzednych (xq, x2, x3) czesto utozsa-
T1
miany jest ze swoim wektorem wodzgcym, czyli wektorem o wspotrzednych | xo
T3

Q2

1|
€2
T3 (ll‘L T2, 41‘3)

X

Definicja 5.1.2 (przeksztalcenie przestrzeni). Przeksztalcenie T przestrzeni
jest to pewna regula, ktora kazdemu wektorowi X (punktowi) przestrzeni, przy-
porzadkowuje jednoznacznie pewien wektor (punkt), oznaczony 7'(X) i zwany obrazem
wektora X przez przeksztatcenie T'.

T )
Uwaga 5.1.3. Czesto bedziemy stosowad zapis T | xo | = | o |, ktory oznacza,
T3 xh
i) 'y
Ze obrazem wektora | wmo | przez przeksztalcenie T jest wektor |
Z3 xé’)

93
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Najwazniejszymi przeksztatceniami przestrzeni sa tzw. przeksztalcenia liniowe
i tylko takimi bedziemy zajmowaé sie w dalszej czesci tego rozdziatu.

Definicja 5.1.4 (przeksztalcenie liniowe). Przeksztalcenie T : R* — R? jest
przeksztalceniem liniowym, jesli mozna je opisaé¢ za pomocg wzoru

T axy + bre + cra
(5.1) T| 2o | = | dry+exs+ fas
T3 gr1 + hxy + ix3
Iy
dla dowolnego wektora | =, | € R?, gdzie a,b,c,d, e, f, g, h, i oznaczaja stale liczby.
T3

Kazdemu przeksztatceniu liniowemu mozemy jednoznacznie przyporzadkowac
pewna macierz, zwang macierzg tego przeksztatcenia. W wielu przypadkach bardzo
utatwi to opis, jak i badanie wlasnosci danego przeksztalcenia.

Uwaga 5.1.5 (macierz przeksztalcenia liniowego). Macierz

a b ¢
(5.2) d e f
g h 1

nazywamy macierzq przeksztatcenia T, zadanego wzorem (5.1).

I
Przyktad. Przeksztatcenie T, ktore dowolnemu wektorowi | xo | przyporzad-
T3
T, — 3T9 + T3
kowuje wektor 221 + 73 jest przeksztatceniem liniowym, bo
X2
T 1 — 3Ty + T3 1oz +(=3) 29+ 1-23
T| z9 | = 2x1 + x3 = 221 +0-2904+1-23 ,
T3 To O-21+1-29+0-23

czyli da sie przedstawi¢ w postaci (5.1) dla
a=1,b=-3,c=1,d=2,e=0,f=1,g=0h=1,i=0.
Macierza tego przeksztatcenia jest

1 -3 1
2 0 1
0 1 O

W kolejnych podrozdziatach zapoznamy sie z rozmaitymi przyktadami przek-
sztalcen, ktore okaza sie by¢ przeksztatceniami liniowymi.
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5.2 Rzut prostopadly na prostag wzdluz wektora
U.

Na poczatek zdefiniujmy czym, dla dowolnego punktu X i prostej L jest rzut
prostopadty tego punktu na te prosta.

Definicja 5.2.1 (rzut prostopadly na prosta). Rzutem prostopadltym punktu
X na prostg L, nazywamy taki punkt X', o koncu na prostej L, ze roznica X — X’
jest wektorem prostopadtym do L.

2 X!
X - X'
L 04
Yy
T

-3
> Rzut prostopadly na prostg wzdluz wektora U = D
1

Rozwazmy teraz zagadnienie rzutu prostopadtego wektora dla konkretnej proste;j
L, mianowicie dla prostej wzdhuz wektora U, czyli prostej przechodzacej przez

-3
poczatek uktadu, o wektorze kierunkowym U. Niech U = D . Prosta wzdtuz
1
-3 —3t
wektora U mozna wéwczas zapisaé jako t - U =t - D = 5t | . Dla takiej
1 t

prostej L sprobujmy znalez¢ rzut prostopadty wektora X na L. Zadanie to sprowadza
sie do znalezienia odpowiedniej wartosci parametru ¢, tak aby X’ = ¢ - U, bedacy
rzutem wektora X na prostg wzdtuz U, spetnial warunki okreslone w Definicji 5.2.1,

T+ 3t
czyli aby X — X' = X —tU = | x5 — 5t | byl prostopadly do tej prostej, a tym
T3 — t

samym byt prostopadty do wektora U. Musi wiec zachodzi¢
(X —X)oU=0.
Ten warunek mozemy zapisaé jako

l‘1+3t -3
o —5t | o 5 =—-3x1 — 9t +5x9 — 25t + 23—t = 0.
l’g—t 1
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Wspoétrzedne x4, xo, x5 traktujemy tutaj jako dane, mozemy wiec wyznaczy¢ t
(—9—25—1) 't—3$1+5$2+l’3 =0

—31’1 + 5$2 + T3 = 35t
—3z1 + 5xy + 23

t =
35
Zatem wektor X' mozemy zapisaé jako
, —3ZE1 + 5[L‘2 + x5 —3 9 :ﬁ—)l g %5
X =tU = 35 —3 T %2t 550
1 Sy 4 Byt
—5 %1+ 3502 + 357

Jest to wzor postaci zgodnej z definicjg przeksztalcenia liniowego, rzut ten jest wiec
przeksztalceniem liniowym, ktérego macierzg jest

9 15 _3
3?5 2%5 535

P ® 0¥
35 35 35
> Rzut prostopadly na prostag wzdluz wektora U - przypadek ogdlny

Zastanowmy sie jednak, jak wyglada wzor takiego przeksztatcenia, dla prostej L
poprowadzonej wzdtuz dowolnego wektora U € R? o zadanych wspotrzednych U =
Uy
uy |. Sprawdzmy, czy zawsze bedzie to przeksztatcenie liniowe. Dla przypadku
us
ogblnego, sprobujmy znalezé takie t, aby X’ = tU oraz (X — X')oU = 0.

L~
A

X'=tU

<

Otrzymujemy wiec (X —tU)o U =0
XoU—-t-UoU=0
XoU=t-UoU=tU|?
a stad mozemy juz wyznaczy¢ t

_XOU
- UP
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Ogélny wzér na rzut to zatem

(5.3) X' =tU =35 U
I U1
We wspotrzednych, dla X | zo |, U= | us | wzor ten przyjmuje postac
T3 us3
T Uy
T e} U2
Iy Uy Uy
, I3 us T1U| + ToUo + T3Us
X' =T T2 = . U2 = U9 =
2 ud +u3 +ul
T3 Uy s 1 2 3 Us
Uz
Usg
x1u1+x2u1m+x3u1U3 u? up us
u1+u2+u3 uy 24w +u§ 1 + 2+ua+u2 Z2 + uy +u +u2 3
x1u1m+x2u2+x3u2% _ uluQ UU3
2+u%+u3 - uf +u +u2 T+ 2+u2+u2 T3+ u +u5+u2 €3
x1u1U3+x2u2u3+x3u§ ujug ug
W tudul Wl T+ 2+u2+u2 To + 2+u2+u2 €3

Zatem zgodnie z Definicjg 5.1 jest to przeksztatcenie liniowe. Macierzg tego przek-

sztatcenia jest
2

Uy u1U2 ujug
u%—l—u%-‘,—ug u%—&-ué—i—ug u%—l—u%—‘rug
uju U UU3

2, .,2.1.2 21.21.2 2, .,2.1.2
uytusytug uy+uytus u1+u§+u3
uuz ugu3 Uz

22,2 2. .22 2. 0,2
uitustuy  ujtuptuz  uitustug

Macierz te mozemy tez zapisa¢ w postaci

1 u? Uy ugug
2
5 9 3 U1Us Uy Ua2U3
ui + Uy + us Uz Uslls U%
Whiosek 5.2.2. Rzut prostopadly na prostg wzdiuz dowolnego wektora U € R? jest
przeksztatceniem lintowym.

5.3 Symetria wzgledem ptaszczyzny.

Innym przyktadem przeksztalcenia liniowego jest odbicie (symetria) wzgledem
plaszczyzny przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych. Rozwazmy to
przeksztalcenie na przyktadzie odbicia wzgledem ptaszczyzny zadanej réwnaniem
3z — 5y — 22z = 0. Skorzystamy z nastepujacego opisu warunkéw, jakie spetnia punkt
X’ bedacy obrazem punktu X przez to przeksztalcenie.

Fakt 5.3.1 (obraz punktu w symetrii wzgledem plaszczyzny). Obrazem
punktu X w odbiciu wzgledem plaszczyzny 11 jest punkt X' spelniajocy nastepujgce
dwa warunk:
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1. X' lezy na prostej | prostopadiej do 11 przechodzqcej przez X .
2. Srodek S odcinka X X' nalezy do plaszczyzny I1.

[
t X
/ +S
I1 l
4 Y/
'
Postugujac sie powyzszymi dwoma warunkami znajdzmy obraz X' = | z
g
sl
punktu X = | x5

w symetrii wzgledem ptaszczyzny I1 : 3x — by — 22z = 0. Wektor
T3

3
—5 | . Prostg [, tzn. prosta prostopadta do
-2

IT przechodzaca przez X, mozemy wigc zapisa¢ w postaci [ :
podstawieniu wspotrzednych daje

normalny ptaszczyzny II, to N =

X 4+t-N, co po

T 3 T+ 3t
[: To |+t =5 | = | x9— 5t
T3 -2 T3 — 2t
T+ 3t
Punkt X’ nalezy do prostej [, wiec dla pewnej wartosci t mamy X' = | x5 — 5t
Tr3 — 2t
Wiemy réwniez, ze punkt S, jest Srodkiem odcinka X X', czyli
1 / %1‘1 + %Z‘:l %xl + %l’l + %t T+ %t
S:§(X+X): ?..'L'Q‘I—?ZE/Q = §1$2+§1$2—§t IQ_Et
51’3 + 5@73 51‘3 + 55['3 —t

r3 — t
Punkt ten nalezy do ptaszczyzny 11 zatem jego wspotrzedne spetniajg warunek

3 o

Przeksztalémy te rownosé traktujac wspotrzedne xq1, z9, 3 jako dane, zas wartoscé
parametru ¢ jako niewiadoma, ktora wyliczamy

3[151 — 51‘2 - 21’3 + 19t = 0,
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19t = —31’1 + 51‘2 + 21‘3,
t 5 + > +
= ——T + —x9 + —T3.
1971 " 197 " 197

Stad po wstawieniu wyliczonej wartosci dla parametru ¢ otrzymujemy

9 15 6 10 15 6
x|+ 3t 1 — E'rl -+ El’g + El’g _Exl + EZ’Q + E.ﬁﬂg
/ 15 25 10 15 6 10
X = To — 5t = T2 —+ E‘Tl — ExQ — ELEg = Exl — El’g — EIg
_ 6. 10, _ 4 6. _ 10 15
r3 — 2t T3+ 1571 — %2 ~ 503 1921 ~ %2 T 19%3

Symetria wzgledem ptaszczyzny 3z — by — 22 = 0 jest wiec przeksztatceniem linio-
wym. Macierz tego przeksztatcenia to

10 15 6
1 1 1
1 % Mo
19 1 19
© 1 i
19 19 19

5.4 Jednokladno$é J; o skali k wzgledem (0,0, 0).

Jednoktadno$é Ji, o skali k wzgledem (0,0,0), jest réwniez przeksztalceniem

I
liniowym. Obrazem wektora X = | x5 |, w takiej jednokladnosci, jest wektor
T3
lezacy na prostej wyznaczonej przez wektor X, ale pomnozony przez k, czyli
Je(X)=k-X.

Ponizej przedstawiamy przyktad takiego przeksztatcenia dla k = %

>~
A~

kX

(0,0,0

Xz

We wspotrzednych jednoktadnos$é o skali £ mozemy przedstawié¢ jako

T il ]{le k'$1+0'I2+0'$3
Jk T2 =k- ) = kl’g = O[L‘1+k172+0$3
xIs3 Z3 k?fL’3 OIL‘1+OZE2+I{I$3

Przeksztalcenie Jj, jest wigc rzeczywiscie przeksztatceniem liniowym, ktorego macierzg
jest

E 0 0

0 k O

0 0 k
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5.5 Rzuty i symetrie zwigzane z osiami i plaszczyz-
nami wspoélrzednych.
> Rzut na plaszczyzne

Zgodnie z oznaczeniami, wprowadzonymi w Rozdziale 1, ptaszczyzny wspotrzed-
nych to Oy, Oz, Oy.. Rozwazmy rzut prostokatny na plaszczyzne O,,, oznaczmy
go Ppy.

X
Y
X 5
x
Zauwazmy, ze obrazem punktu X = | y | przez takie przeksztaltcenie bedzie punkt
z
x x x
X'=1| y |,awiec przeksztatcenie to mozemy opisa¢ wzorem P, [ y | = | v
0 z 0

Z postaci tego wzoru mozemy wnioskowac, ze P, jest przeksztalceniem liniowym,
ktorego macierzg jest

100
m(Py)=[0 1 0
00 0

000 1 00
W analogiczny sposob otrzymujemy m(P,,) = [0 1 0| orazm(FP,,) = |0 0 0],
0 01 0 01

gdzie P,

vz, Pr. 0znaczaja rzuty na ptaszczyzny O,., O,., odpowiednio.

> Symetria wzgledem plaszczyzny

Rozwazmy teraz symetrie wzgledem tych ptaszczyzn. Niech S, oznacza symetrig
wzgledem O,,. Zauwazmy, ze koniec wektora X’ bedacego obrazem wektora X przez
to przeksztalcenie znajduje si¢ na prostej prostopadtej do ptaszczyzny O,, i prze-
chodzacej przez koniec wektora X. Zgodnie z okresleniem wspotrzednych wektora,
podanym w pierwszym rozdziale, oznacza to, ze wektory X i X’ maja na plaszczyznie
O,, takie same wspoétrzedne, co oznacza, ze dwie pierwsze wspohrzedne tych wek-
torow sag takie same. Ponadto odlegtoé¢ wektora X' od ptaszczyzny O, jest taka
sama jak odlegtos¢ wektora X od tej ptaszczyzny i znajduja sie one po przeciwnych
stronach tej ptaszczyzny, tak wiec trzecia wspélrzedna wektora X’ bedzie miala te
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samg wartos$¢ ale przeciwny znak co trzecia wspotrzedna wektora X. Obrazem wek-

x x x
tora X = [ y | w takiej symetrii bedzie zatem punkt X' =S, [ v | = Y
z z —z

&8

Z postaci wzoru wyznaczajacego obraz wektora przez to przeksztatcenie mozemy
wnioskowadé, ze symetria wzgledem ptaszczyzny jest przeksztalceniem liniowym o
macierzy

1 0 O
m(Sy) =10 1 0
00 —1

Podobnie otrzymujemy

-1
0
0

00 1 0 0
1 0|, m(S,.)=|0 -1 0],
0 1 0 0 1

m(SyZ) =

gdzie Sy, S, sa symetriami wzgledem ptaszczyzn Oy, O,., odpowiednio.
> Rzuty na osie

Zajmijmy si¢ teraz rzutami na osie. Niech P,oznacza rzut na o$ O,.

-
A

Px(X 2
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x x
Jak nietrudno si¢ przekona¢ P, | v | = | 0 |.Rzutna o$ jest zatem przeksztatce-
z 0
100
niem liniowym, ktérego macierz to m(P,) = [0 0 0. Podobnie otrzymujemy
000
x 0 0 00
Ply|=|y |, cayim(P)=(0 1 0f,
z 0 0 00
x 0 000
Ply |=|0],czyim(P,)=[0 0 0
z z 0 01

5.6 Obroty wokdét osi.

Niech Ry, oznacza obrot wokét osi O, o kat 0. Zauwazmy, ze dla dowolnego
x
wektora X = | y | pierwsza wspotrzedna, okredlona na osi x, pozostanie pod wpty-
z
wem obrotu Ry, bez zmian. Wynika to stad, ze obrét ten przeksztatca ptaszezyzny
prostopadte do osi O, na siebie, a ptaszczyzny te sktadaja sie z punktow o jednakowej
wspolrzednej = (patrz rysunek).

~r

T
ol

Y

Na kazdej pltaszczyznie prostopadtej do osi O, ten przestrzenny obrét Ry, dziala
jak obrot o kat € tej ptaszczyzny. W zwiazku z tym, bazujac na macierzach obrotow
plaszczyzny, wprowadzonych w pierwszej czesci skryptu, mozemy stwierdzi¢, ze
obrazem wektora X jest wektor

x x
Rox| v | = cosf -y +sinf -z
z —sinf -y +cosf -z

1 0 0
Obrot jest wiec przeksztalceniem liniowym o macierzy |0 cosf  siné
0 —sinf cosf
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Analogiczng postac przyjmujg macierze obrotow wokét osi Oy, O,. Nie bedziemy
ich tutaj wprowadzac.

5.7 Przeksztalcenie tozsamosciowe.

Przeksztatceniem tozsamosciowym nazywamy przeksztatcenie I, ktore dla kazdego
X € R? spehia I(X) = X, czyli

T 1 1-214+0-29+0-25
1 T = T = 0$1+1$2+O$3
XT3 XT3 Ol’1+0$2+1$3

Macierz tego przeksztatcenia, nazywana czesto macierzg identycznosciows, to
1 00

m(I) = [0 1 0] . Przeksztalcenie tozsamosciowe jest wiec przeksztatceniem li-
001

niowym. Czasem na oznaczenie przeksztatcenia tozsamosciowego bedziemy uzywac
symbolu Id.

5.8 Przeksztalcenie zerowe.

Przeksztalcenie zerowe Z to przeksztalcenie, ktore dla kazdego X € R? spelnia

Z(X) =0, czyli

T 0 0I1+0$2+0[E3

7 i) = 0 = 0$1+0$2+0[E3

I3 0 0$1+0$2+0I3
000
Jest to wige przeksztalcenie liniowe o macierzy m(Z) = |0 0 0
000



Rozdziat 6

Wlasnosci przeksztalcen liniowych
1 ich macierzy

W tym rozdziale wlasnosciami przeksztatcen liniowych, ktorych przyktady po-
znaliSmy w poprzednim rozdziale. Nauczymy sie sktada¢ przeksztatcenia liniowe.
Poznamy okreslenie iloczynu macierzy i jego zwiazek ze sktadaniem przeksztatcen
liniowych.

6.1 Charakteryzacja przeksztalcen liniowych.

Ponizszy fakt okresla najbardziej charakterystyczne wtasnosci przeksztatcen li-
niowych, dzigki ktérym, w tatwy sposob, mozna sprawdzi¢ czy dane przeksztatcenie
jest przeksztatceniem liniowym.

Fakt 6.1.1 (charakteryzacja przeksztalcen liniowych). Przeksztalcenie prze-
strzeni T @ R® — R® jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy T spetnia nastepujgce
warunks:

(1) addytywnosé: T(X +Y) =T(X)+T(Y) dla dowolnych X,Y,

(2) jednorodnosé: T(rX) = rT(X) dla dowolnego wektora X i dowolnej liczby
rzeczywiste] T.

Dowadd. Pokazemy, ze jesli T jest przeksztatceniem liniowym, to rzeczywiscie spetnione

T U1 a b c
sa warunki (1) i (2). Niech X = [ zo |, Y = | yo | oraz m(T) = |d e f
3 Y3 g h 1
Wtedy
1+ W% a(xy +y1) + b(x1 + y1) + c(z1 + y1)
TX+Y)=T| z24+y2 | = | dlwa+y2) +e(xa+y2) + flza+y2) | =
T3+ Y3 g(3 +y3) + h(ws + y3) +i(v3 + y3)

axy, + bxy + crs + ayy + bys + cys
= dl’1+€$2+fl’3+dy1+€y2+fy3 =
gr1 + hxo +ixs + gy + hys + 1ys

64
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axry + bre + crs ayy + bys + cys T 7
= | dvi+era+ frs |+ | dypn+eye+ fys | =T 22 | +T | yo | =
gx1 + hxy +ixs gy1 + hys + iys3 x3 Y3
— T(X)+T(Y).

Podobnie pokazujemy, ze T'(rX) = rT(X).

T arxy + braxy + cras
TrX)=T| rey | = | droy+erze+ fros | =
rIs grry + hraxe +irxs
r(axy + bxry + cx3) axy + bxy + cxs 1
= | r(dxy +exos+ faz) | =r| dey+exa+ frz | =rT | o | =rT(X).
7“(9.1'1 + hl’g + ’l$3) qry + h&?g + img I3

Zatem rzeczywiscie z faktu liniowosci przeksztatcenia T wynika, ze T' spetnia warunki
(1)1 (2). Pokazemy teraz implikacje przeciwna. Zalézmy, ze przeksztalcenie T' spetnia
warunki (1) i (2). Pokazemy, ze T jest liniowe. Oznaczmy obrazy wersor6w przez
przeksztatcenie T’

1 ay 0 by 0 C1
T 0 = Q9 3 T 1 = bg s T 0 = Cy
0 as 0 b3 1 3
I 0
Mamy wowczas T'| xo | =T 0 . Korzystajac z ad-
T3

dytywnosci przeksztatcenia T', czyli z Warunku (1), otrzymujemy

T O 0 T 0
T 0O |+ ] zo | + 0 =T1] O +T | 29 | +T1] O =
0 0 T3 0 0 T3
1 0 0
= T X1 0 + T ) 1 + T T3 O
0 0 1

Z jednorodno$ci przeksztatcenia T', czyli z warunku (2), otrzymujemy

1 0 0
T I 0 —|— T ) 1 + T T3 O =
0 0 1
1 0 0
0 0 1
ai bl C1 a;xry + bl.ilﬁg + ci1x3
=T (05} + 29 bg + XT3 Co = asx1 + bgl’g + Co3

as b3 C3 asxri + ngQ + c323
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Otrzymalidémy wiec, ze T jest przeksztalceniem liniowym o macierzy
aq b1 C1
m(T) = | as b2 Cy
as bg C3

]

Powyzsze rachunki jako produkt uboczny daja nam nastepujaca cenng ob-
serwacje dotyczaca przeksztatcenia liniowego.

Whniosek 6.1.2 (kolumny macierzy przeksztalcenia jako obrazy wersoréw).
Kolumny macierzy m(T) przeksztalcenia liniowego T : R®* — R® sq wektoramsi bedg-
cymi obrazami wersorow osiowych przez przeksztatcenie T, czyli

1 0 0
T{ol|, 71|, 7o
0 0 1

Mozemy wiec symbolicznie zapisac

1 0 0
m(T)=|T| 0|, T|1], 7o
0 0 1

6.2 Dzialanie macierzy na wektor.

W tym rozdziale wyjasnimy, jak znajdowa¢ obrazy wektoroéw przez przeksz-
tatcenie liniowe T' postugujac sie bezposrednio macierza m(T) przeksztalcenia, bez
odwolywania si¢ do wzoru przeksztatcenia. Stuzyé¢ temu bedzie pojecie dziatania
macierzy na wektor.

a b c
Definicja 6.2.1 (dzialanie macierzy na wektor). Jesli m = |d e f| jest
g h 1
macierzg rozmiaru 3 x 3, za$ T : R® — R3 jest przeksztalceniem liniowym zadanym
ta macierza (tzn. ze m(T) = m), to okre$lmy dzialanie macierzy m na wektor
1 I
xo | tak, aby wynikiem tego dziatania byt wektor 7| o |, czyli
T3 T3
a b c T T axy + bre + cra
d e f o | =T | xo | = | doi+exs+ frs
g h 1 T3 T3 gxy + hxo + i3
2 -1 1 2
v Przyklad. Wynikiem dziatania macierzy |4 2 5| na wektor 5 jest
2 1 0 -1
wektor
2 -1 1 2 2:2—1-5—-1-1 -2
4 2 5 5 =|4-24+2-5-5-1 =] 13
2 1 0 -1 2:2+1-5-0-1 9
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W tatwiejszym zapamigtaniu reguty dotyczacej dziatania macierzy na wektor
pomocna moze by¢ nastepujaca uwaga.

Uwaga 6.2.2 (dzialanie macierzy na wektor opisane za pomoca iloczynu

skalarnego). Dzialanie macierzy na wektor mozna zinterpretowaé przy uzyciu iloczynu
Wi

skalarnego. Niechm = | Wy | bedzie dang macierzq rozmiaru 3x3, gdzie Wy, Wo, W3
W

oznaczajq wiersze tej macierzy. Wiersze te bedziemy traktowaé jak wektory z R3.

Wéwczas dla dowolnego wektora X € R? zachodzi

W1 WloX
m-X=| Wy, | X=| WeoX
W3 WgOX

6.3 Sktadanie przeksztalcen liniowych.

Na wektor w przestrzeni mozemy zadziata¢ kolejno réznymi przeksztalceniami.
Operacje taka nazywamy sktadaniem przeksztalcen i to wtasnie tym pojeciem zaj-
miemy si¢ w tym podrozdziale. Sprawdzimy, czy sktadajac dwa przeksztatcenia li-
niowe rowniez otrzymamy przeksztatcenie liniowe. Nauczymy sie wyznacza¢ macierz
ztozenia przeksztatcen liniowych.

Definicja 6.3.1 (zlozenie przeksztalcen liniowych). Ztozeniem przeksztalcenia
T 7z przeksztalceniem S nazywamy przeksztalcenie R, ktére dla dowolnego wektora
X jest okreslone wzorem R(X) = S(T'(X)). Przeksztatcenie takie oznacza¢ bedziemy
R=STlhb R=So0T.

Przyktad. Rozwazmy ztozenie rzutu P,, na ptaszczyzne O, z rzutem prostopadtym

x
P,. naptaszczyzne O,.,. Przypomnijmy, ze dla dowolnego wektora X = [ y | mamy
z
x x x x
Pyly |=1wv |, P:| v |=1] 0 |.Wtedy zlozenie tych przeksztalcen to
z 0 z z
x
przeksztatcenie P, 0P, ., ktére dowolnemu wektorowi [ vy | przyporzadkowuje wek-
z
x x x x
Pmypmz Yy :ny Py, Y :Pry 0 = 0
z z z 0

Zauwazmy, ze wzor ten odpowiada okreslonemu w poprzednim rozdziale rzutowi na
0$ Oy,
x x x
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Mamy wiec
P, P,. = P,.

Wynikiem takiego ztozenia jest wiec rzut na os O,.

W powyzszym przyktadzie ztozenie przeksztatcen liniowych, okazato si¢ by¢
przeksztalceniem liniowym. Zastandéwmy sie, czy tak jest zawsze.

Fakt 6.3.2 (liniowo$¢ zlozenia przeksztalcen liniowych). Zlozenie przeksz-
tatcen liniowych S, T : R®> — R? jest tez prazeksztatceniem liniowym.

Dowdod. Korzystajac z Faktu 6.1.1 wystarczy sprawdzi¢, ze przeksztatcenie ST jest
addytywne i jednorodne. Jednorodno$¢ tego przeksztatcenia pokazemy korzystajac
z jednorodnosci przeksztatcen S,7T. Mamy bowiem

ST(wX) = S(T(vX)) = SWT(X)) = vS(T(X)) = vST(X).

Addytywnos¢ réwniez wynika z wlasnosci przeksztatcen S, T, a doktadniej z ich
addytywnosci. Zauwazmy, ze

ST(X+Y) = S(T(X+Y)) = S(T(X)+T(Y)) = S(T(X))+S(T(Y)) = ST(X)+ST(Y).

Zatem ztozenie przeksztatcen liniowych jest przeksztatceniem liniowym. O

> Macierz zlozenia przeksztalcen liniowych

Wiemy juz, ze przeksztalcenie bedace zlozeniem przeksztatcen liniowych jest
przeksztalceniem liniowym. Zastanéwmy sie jednak, jak wyglada macierz takiego
przeksztalcenia, zakladajac oczywiscie, ze znane sa macierze m(S), m(T) przeksz-
tatcen S,T. Jak wiemy z Wniosku 6.1.2 kolumny tej macierz utworzone zostana
przez obrazy wersoréw uktadu, czyli

1 0 0
m(ST)= | sT| o |,s7| 1 |,s7]| 0
0 0 1
Zatézmy, ze
a b ay by ¢
m(S)=|ax by co|, m(T)=[a), bV, c,
as by c3 ay by o

1
Zmajdzmy obraz wektora | 0 | przez przeksztalcenie ST'. Otrzymujemy
0

1 1 al aray + byal, + c1af
ST{O0O|=S|T]| 0 = ay | = | agd] + bedly + coal
0 0 aj azay + bsal, + czal

Podobnie mozemy wyznaczy¢ druga i trzecia kolumne macierzy m(ST). Dla ulatwienia
wprowadzmy oznaczenia
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(1) niech wy,wy, w3 beda wierszami macierzy m(S), czyli np. wy = (aq, by, 1),
ay

(2) niech ky, ko, k3 bedg kolumnami macierzy m(T'), czyli np. ky = | df
ay

Stosujac te oznaczenia mozemy pierwsza kolumne macierzy m(ST) zapisa¢ jako

1 w1 © kl
ST| 0 | =| weoky |.Podobnie wyznaczamy pozostate kolumny tej macierzy
0 ws o ky
0 0 wy © ko
ST 1 =S|T 1 :S(kg) = wQOkQ s
0 0 Ws O kQ
0 0 w1 © k’g
ST 0 [=S[T] 0 =S(ks) = | wooks
1 1 Ws © k3

Ostatecznie otrzymujemy

wlokl w10k2 wlok:g
(61) m(ST) = | Wy O ]{?1 Wy O kQ Wy O k?g
wzok; wgoky wszoks

Whniosek 6.3.3. Wyraz macierzy m(ST) w i—tym wierszu i j—tej kolumnie, jest
iloczynem skalarnym i—tego wiersza macierzy m(S) i j—tej kolumny macierzy m(T).

6.4 Mnozenie macierzy.

Dotychczas zazwyczaj mowiliSmy o macierzach w kontekscie przeksztatcen prze-
strzeni. W oparciu o te przeksztatcenia wprowadzimy w tym podrozdziale abstrak-
cyjne pojecie mnozenia macierzy.

Definicja 6.4.1 (iloczyn macierzy). Iloczynem macierzy m(S) i m(7'), odpowiada-
jacych przeksztatceniom S i T, nazywamy macierz m(ST'), bedaca macierza zlozenia
przeksztalcen S i T. Mozemy symbolicznie zapisa¢ to w postaci

m(S) - m(T) = m(ST).

3 0 8 7 1 5
v Przyklad. Wyznaczmy iloczyn macierzy |7 1 -5, [3 5 —1]|. Zgodnie
2 0 4 0 -2 -3
ze wzorem (6.1) mamy
3 0 8 7 1 5
71 =513 5 —1|=
2 0 4 0 -2 -3
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3.740-348-0  3-147-54+2-(=2)  3-5+40-(=1)+8-(-3)
—[7-74+1-34(=5)-0 7-14+1-5+4(=5)-(=2) 7-5+1-(=1)+(=5)-(=3)| =
2.740-344-0  2-140-5+4-(=2)  2-5+40-(=1)+4-(-3)

21 34 -9
=152 22 49
14 —6 -2

Poznamy teraz najwazniejsze wtasnosci dziatan na macierzach.
Fakt 6.4.2 (wlasnosci mnozenia macierzy).
(1) Mnozenie macierzy 3 x 3 jest lgczne, tzn. (my - mg) - mg = my - (Mg - m3).

(2) Dla dowolnych macierzy 3 X 3 : my,my oraz wektora X € R® zachodzi
(mlmz)X = m1<m2X).

(8) Mnozenie macierzy nie jest przemienne, tzn. zazwyczaj mimsy 7 mamy.

Dowdd (1). Mnozenie macierzy jest taczne, gdyz taczne jest sktadanie przeksztatcen.
Dla przeksztatcen S, T, R mamy

(m(S) - m(T)) - m(R) = m(ST) - m(R) = m((ST)R) = m(5(TR)) =

=m(S) - m(TR) =m(S) - (m(T)-m(R)).

Sprawdzenie tej wlasnosci przez bezposrednie wyliczenie iloczynéw macierzy bytoby
bardzo czasochtonne. O

Cwiczenie. Podobny dowdd, dla wlasnoéci drugiej, pozostawimy do wykonania
czytelnikowi. Podobnie tatwo sprawdzi¢, ze mnozenie nie jest przemienne np. sprawdza-
jac, ze

3 2 -1\ /0 -3 -1 0 -3 -1\ /3 2 -1
01 5|2 -1 =3|#]2 -1 =3|]0 1 5
1 -2 -3)\1 0 3 1 0 3)\1 —2 -3

Co réwniez pozostawimy do samodzielnego sprawdzenia.



Rozdzial 7

Przeksztalcenia odwrotne

W rozdziale tym zajmiemy si¢ pojeciem przeksztatcenia odwrotnego. Podobnie
jak w przypadku dwuwymiarowym, réwniez w przestrzeni R?, dla danego przek-
sztalcenia mozemy sprébowacé okresli¢ przeksztatcenie do niego odwrotne. W pier-
wszym podrozdziale zdefiniujmy, czym jest przeksztalcenie odwrotne i kiedy dane
przeksztalcenie ma przeksztatcenie odwrotne, czyli kiedy jest odwracalne. Poznamy
dwa rownowazne okreslenia odwracalnosci i przeksztatcenia odwrotnego. Nauczymy
sie wyznaczaé przeksztatcenie odwrotne i okresla¢ macierz takiego przeksztatcenia,
najpierw dla przypadku ogélnego a nastepnie dla przeksztatcen liniowych.

7.1 Podstawowe definicje.

Definicja 7.1.1 (odwracalno$é przeksztalcenia i przeksztatcenie odwrotne).

(1) Przeksztalcenie T' nazywamy odwracalnym, jesli jest wzajemnie jednoznaczne,
tzn. réznowartosciowe i ,na”. Przeksztalceniem odwrotnym do
T : 7 — Z nazywamy takie przeksztatcenie S : Z — Z, ze jesli
T(X)=X' toS(X') = X.

(2) Przeksztalcenie T : Z — Z jest odwracalne, jesli istnieje przeksztalcenie S :
Z — 7, takie ze SoT' = Id oraz T o S = Id. Przeksztalcenie S nazywane jest
przeksztalceniem odwrotnym do 7'

Dowéd (réwnowaznodci definicji (1) i (2)).
Zatozmy, ze T jest przeksztalceniem odwracalnym, a S jest przeksztatceniem
odwrotnym do 7" w sensie definicji (1). Pokazemy, ze wtedy T jest odwracalne w

sensie definicji (2), a S jest przeksztalceniem do niego odwrotnym.
Zgodnie z definicja (1), dla kazdego wektora X € Z mamy

S(T(X)) = S(X') = X.

oraz dla kazdego X' € Z
TS(XN)=T(X)=X".

Zatem przeksztalcenie T jest odwracalne w sensie definicji (2), a S jest przeksztatce-
niem do niego odwrotnym.

71
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Pokazemy teraz implikacje przeciwng. Zalézmy, ze T' jest odwracalne, a S jest przek-
sztalceniem odwrotnym do 7' wg definicji (2). Musimy pokazaé, ze T jest réznowar-
tosciowe i ,na”. Wezmy dwa rézne wektory X, Y z przestrzeni Z. Chcemy pokazaé,
ze wowezas T'(X) # T(Y). Jak wiemy z definicji (2), S(T'(X)) = X, S(T(Y)) =Y.
Gdyby T(X) = T(Y), mieliby$Smy

X = S(T(X)) = S(T(V)) = Y.

ale to jest sprzeczne z zatozeniem, wiec rzeczywiscie przeksztatcenie T jest roznowar-
tosciowe. Pokazemy jeszcze, ze dla dowolnego X € Z istnieje Y, taki ze X = T(Y),
czyli ze przeksztalcenie T jest ,na”. Przyjmijmy Y = S(X), mamy wéwczas

X =T(S(X)) = T(Y).

Przeksztatcenie T' jest wiec przeksztatceniem ,na”. Pozostaje pokazac, ze przeksz-
tatcenie S z definicji (2) ma wlasnosé: jesli T(X) = X', to S(X') = X. Przyjmijmy
T(X) = X', mamy wowczas S(X') = S(T(X)) = X, czyli S jest przeksztalceniem
odwrotnym do 7" w sensie definicji (1). Podane w Definicji 7.1.1 dwa okreslenia
przeksztalcenia odwracalnego i odwrotnego sg wiec rownowazne. Il

7.2 Wyznaczanie przeksztalcenia odwrotnego.

Przeksztatcenie odwrotne, jesli istnieje, na ogdét mozna wyliczy¢é. W tym pod-
rozdziale pokazemy przyktady przeksztatcen odwrotnych, w kolejnych nauczymy si¢
sprawdzac¢, czy dane przeksztalcenie ma przeksztatcenie odwrotne, okreslimy tez
macierz tego przeksztatcenia.

v Przyktad. Niech przeksztalcenie T : R® — R3 bedzie okredlone wzorem T(X) =
3X +2W, gdzie W jest pewnym ustalonym wektorem z R®. Oznaczmy T(X) jako X',

mamy wowczas X' = 3X + 2W. Skoro X L X , to szukamy takiego przeksztatcenia
—1
T ze X' X Sprobujmy wyrazi¢ X za pomocg X'. Otrzymujemy

3X = X' +2W,
1 1 p
X = (X' —2W)=-X'— "W,
5 ) =3 3

Mozemy wiec stwierdzi¢, ze T jest odwracalne, bo jesteSmy w stanie okresli¢ przek-
sztatcenie 7! do niego odwrotne. Wyraza sie ono wzorem
1 2

T Y)=-Y - ZW.
Sprawdzmy zgodnosé¢ tak wyznaczonego przeksztatcenia z Definicjg 7.1.1, a zatem
sprawdzmy, czy T~ o T = I. Otrzymujemy
T'oT(X) = T7'(3X 4+ 2W) = 3(3X 4+ 2W) — W = X, zatem rzeczywiscie
T 'oT =1.

£ Cwiczenie. Czytelnik moze sam, w analogiczny sposob sprawdzi¢, ze ToT ! = I.
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v Przyklad. Niech T : R® — R3? bedzie takim przeksztalceniem, ktére wektorowi

T 21’1
xro | przyporzadkowuje wektor 311 + T2 , czyli
ZT3 r1 — T — 21’3
X1 2[[’1 2 0 0
T zo = 3r1 + X . Macierz tego przeksztalcenia to |3 1 0
T3 %1-1’2—2%3 1 -1 -2
T x)
Przyjmijmy, ze obrazem wektora | xs | jest wektor | z, |. W takiej konwencji
T3 xh
mamy
T = 2x

(%) 8 xh =3z + 29
Th =1 — T9 — 23

Podobnie jak poprzednio, szukamy takiego przeksztatcenia 771, ze

Przeksztatémy uktad (%). Otrzymujemy

1,
— Al — 3 ../
Tg = Ty — 3w = Xy — 577, \
_ 1 ry 171, / / I\ ot 1, 1,.
13 = 5(v1 — wg — a%) = 5(52] + 5] — vy — %) = ) — 57 — 575,
WyznaczyliSmy wiec przeksztatcenie odwrotne do T’
! 1,/
— / - o / /
T Ty | =] 22 | = —§1x1 + x%
/ / / /
0 0
Odpowiadajaca temu przeksztatceniu macierz, to m(T~1) = —% 1 0
1 _1
1 2 2

£ Cwiczenie. Sprawdzenie zgodnosci tak wyznaczonego przeksztalcenia odwrotnego
g g g
z Definicja 7.1.1, pozostawimy jako proste ¢wiczenie dla czytelnika.

7.3 Odwracalno$é¢ przeksztatcen liniowych.

W poprzednim podrozdziale pokazaliSmy przyktady przeksztatcen odwrotnych
do danych. Niestety nie we wszystkich przypadkach da sie okresli¢ takie przeksz-
tatcenie. W tym podrozdziale okreslimy, kiedy taka operacja jest wykonalna. Po-
damy teraz bardzo uzyteczne twierdzenie, ktére bedzie najczesciej uzywanym przez
nas narzedziem do badania odwracalnosci przeksztatcen.
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Twierdzenie 7.3.1 (kolumny macierzy a odwracalnosé przeksztalcenia).
Niech T : R* — R3 bedzie przeksztalceniem liniowym o macierzy m(T). Mamy
wowczas

(1) jesli kolumny macierzy m(T') sq liniowo zalezne, to przeksztalcenie T' nie jest
odwracalne,

(2) jesli kolumny macierzy m(T') sq liniowo niezalezne, to przeksztatcenie T' jest
wzajemnie jednoznaczne, a wiec odwracalne.

Dowod.

(1) Macierz przeksztalcenia T zapiszmy w postaci m(T) = (K, Ko, K3), gdzie
K; € R? s3 jej kolumnami. Korzystajac z liniowoéci przeksztatcenia T', otrzy-

mujemy
T 1 0 0
T(X):T i) =T I - 0 + X9 - 1 + x3 - 0 =
T3 0 0 1
1 0 0
:.Il'T 0 +$2T 1 —|—3§'3T 0 :[L'lKl—l-l'QKQ—l—l'gKg.
0 0 1

Przy zatozeniu, ze wektory K, Ko, K3 sa liniowo zalezne, mamy ze jeden z nich
jest kombinacjg liniowa pozostatych. Przyjmijmy, ze np. K3 =t - K; + s - K.
Wtedy dla dowolnego wektora X € R? mamy

T(X) = [ElKl + ZL‘QKQ + I’g(t . K1 + s KQ) = (I’l + ZE3t>K1 + (fL’Q + ZL‘3$)K2.

Zatem kazdy wektor zostaje przeksztalcony przez T na wektor bedacy kom-
binacjg liniowg wektorow Ky, Ks. Moga zajs¢ trzy sytuacje. Wektory Ky, Ko
moga by¢

(a) oba zerowe. Wtedy wektory
T(X) = (371 + Qth)Kl + (SL’Q + l’gS)Kg = (.361 + l’gt) -0+ (IQ + 31738) -0=0

rowniez beda wektorami zerowymi.

(b) Moga by¢ wspotiniowe. Wtedy wektory T'(X) jako ich liniwe kombinacje
beda wektorami z prostej wzdtuz wektoréw K, Ks.

(¢) Moga by¢ niewspolliniowe. Wtedy ich kombinacje liniowe T'(X) wyz-
naczaja pewna ptaszczyzne.

W kazdym z tych przypadkéw obrazami wektoréw X nie moga by¢ wszystkie
wektory z przestrzeni R?. Tak wiec T nie jest przeksztalceniem ,na”, a zatem
zgodnie z Definicja 7.1.1 nie jest odwracalne.
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(2) Jesli Ky, Ky, K3 sa wektorami liniowo niezaleznymi, to kazdy wektor Y €
R? mozna jednoznacznie przedstawié¢ w postaci ich kombinacji liniowej Y =
t1 K1 + to Ky + t3K3. Jednocze$nie z pierwszej czesci dowodu pamietamy, ze

T
T| o | = 21K 4+ 22Ky + x3K3. Wynika stad, ze T jest roznowarto$ciowe,
x3
bojesli Y = T(X;) = T(Xs) dla X; # Xs, to Y mialby dwa rézne rozktady w
kombinacje wektorow Ky, Ky, K3, a to jak wiemy jest niemozliwe. Przeksztatce-
nie 1" jest rowniez ,na”, bo jesli wezmiemy dowolny Y = t1 Ky + to Ky + t3K3,
t
toY =T ty |, wiec kazdy Y jest obrazem pewnego wektora przez przek-
i3
sztatcenie T'. Jak wynika z Definicji 7.1.1, przeksztatcenie T' jest odwracalne.

]

7 powyzszego twierdzenia mozemy wyprowadzi¢ bardzo pozyteczny wniosek,
ktory bardzo czesto okaze sie by¢ najlatwiejsza metoda sprawdzenia odwracalnosci
przeksztatcenia.

Whniosek 7.3.2 (wyznacznik a odwracalno$é przeksztalcenia). Przeksztalce-
nie T' jest odwracalne wtedy i tylko wtedy gdy det(m(T)) # 0.

Dowdd.

Jak wiemy z Faktu 4.2.7 kolumny macierzy m(7T) sa liniowo niezalezne wtedy i tylko
wtedy gdy det(m(T)) # 0, a to, na podstawie Twierdzenia 7.3.1, jest rOwnowazne
odwracalnosci przeksztatcenia T Il

Uwaga 7.3.3 (macierz nieosobliwa). Macierze m, dla ktérych det(m) # 0 nazy-
wane sq macierzami nieosobliwymi. Tak wiec T jest odwracalne wtedy i tylko wtedy
gdy macierz T jest nieosobliwa.

Przyktad.

(1) Przeksztalceniem odwrotnym do jednoktadnosci o skali r i srodku w punkcie
0, czyli J?, jest jednokladno$é o srodku w tym samym punkcie i skali 1, czyli
JY.

(2) Przeksztalceniem odwrotnym do obrotu wzgledem osi OX o kat 6, czyli Rox e,

jest obrot wzgledem tej samej osi, ale o kat —0, czyli Rox .

W powyzszych przyktadach przeksztatcenie odwrotne do przeksztatcenia linio-
wego, jest réwniez przeksztatceniem liniowym. Zastanéwmy sie, czy tak jest zawsze.

Lemat 7.3.4 (liniowo$é przeksztalcenia odwrotnego). Jesli T jest odwracal-
nym przeksztaiceniem liniowym, to T~ jest tez przeksztalceniem liniowym.

Dowdéd. Aby pokazaé liniowosé¢ przeksztalcenia T—! nalezy pokazaé jego addyty-
wnoéé i jednorodno$é. Niech X,Y beda dowolnymi wektorami z R3. Oznaczmy
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Wy =T X +Y), Wo =TYX)+ T7YY). Chcieliby$my, aby W; = Wy, co oz-
naczatoby, ze przeksztatcenie 77! jest addytywne. Nalézmy na oba réwnania przek-
sztatcenie T'. Otrzymujemy

TW) =T(THX+Y))=X+Y,
TWy)=T(TH(X)+ T '(Y)) =X +Y.

Tak wiec T'(W;) = T'(W3). Przeksztalcenie T jest odwracalne, wigc jest réznowar-

tosciowe, skad wnioskujemy, ze W7 = W. Il

Cwiczenie. Jednorodnosé przeksztatcenia T pokazuje sic podobnie. Zadanie to
pozostawimy jako proste ¢wiczenie dla czytelnika.

7.4 Macierz przeksztalcenia odwrotnego.

Dla danego odwracalnego przeksztalcenia liniowego T : R® — R3? o macierzy
m(T) przydatna moglaby okazaé si¢ umiejetnosé znajdowania macierzy przeksz-
tatcenia T~!. Sprébujmy zatem zastanowié¢ sie, czym jest i jakie ma wlasnosci
macierz przeksztatcenia odwrotnego.

Fakt 7.4.1. Dla dowolnego przeksztalcenia liniowego T' o macierzy m(T) i przeksz-
tatcenia T~ do niego odwrotnego, mamy

—_
=}
@)

m(TYYm(T) = m(T'T) =m(I) =

o O
O =
i)

oraz

—_

00
10
0 01

o

m(T)m(T ') = m(TT™ ") =m(I) =

Definicja 7.4.2 (macierz odwrotna). Macierza odwrotna do macierzy m roz-
miaru 3 X 3, nazywamy taka macierz n rozmiaru 3 x 3, dla ktorej

— O O

10
m-n=n-m=10 1
00

Macierz m, majaca macierz odwrotna, nazywamy macierza odwracalng.

> Wtasnosci macierzy odwrotnych

Korzystajac z tego, ze mozemy utozsamia¢ macierze z zadanymi przez nie przek-
sztalceniami, a mnozenie macierzy ze sktadaniem przeksztalcen, mozemy okresli¢
nastepujace wtasnosci macierzy odwrotnych.

Fakt 7.4.3.

(1) Macierz odwracalna m, czyli macierz o niezerowym wyznaczniku, ma dokladnie

jedng macierz odwrotng, ktérqg oznaczamy m=1.
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(2) Macierz m jest odwracalna wtedy i tylko wtedy gdy kolumny tej macierzy sq
wektorami liniowo niezaleznymi, a to zachodzi wtedy v tylko wtedy gdy wyz-
nacznik tej macierzy det(m) # 0, czyli wtedy i tylko wtedy gdy wiersze macierzy
m sq lintowo niezalezne.

3) Macierz odwrotna do m(T) jest macierzq przeksztatcenia T, czyli
(- j q y

Dowody wtasnosci podanych w powyzszym fakcie wynikaja wprost z udowod-
nionych wczesniej wlasnosci przeksztalcen odwrotnych. Tutaj je pominiemy.

v Przyktad.
0 0\ (& 00
(1) Jesli t17é0,t27é0,t37é0, to | 0 t2 0 =10 i 0
0 0 t 00
3
1 a b\ 1 —a (=b+ac)
(2) 10 1 ¢ =10 1 —c
001 0 0 1

Wydaje sie, ze uzyteczne mogtoby by¢ wyprowadzenie ogélnego wzoru na macierz
odwrotna, a w konsekwencji réwniez na przeksztatcenie odwrotne do danego.

Fakt 7.4.4. Jesli T jest przeksztalceniem odwracalnym i jesli przeksztatcenie S spet-
nia jeden z warunkow:

(a) TS =1,
(b) ST =1,
to musi tez spetniaé drugi z tych warunkéw, a wiec S =T~
Dowdod. Zatozmy, ze S spetnia pierwszy warunek, czyli T'S = I. Wtedy
I=T'T =TT =T"'TST = ST,

czyli ST = I. Otrzymalidémy zatem drugi warunek. Podobnie mozna sprawdzi¢ drugi
przypadek. [

£ Cwiczenie. Sprawdzenie, ze jesli przeksztatcenie S spetnia drugi warunek, to musi
tez spetniac¢ pierwszy, pozostawimy do samodzielnego wykonania przez czytelnika.

Uwaga 7.4.5. Istniejqg nieodwracalne przeksztatcenia T, dla ktérych istnieje przek-
sztatcenie S, takie ze T'S = I ale ST # 1. Przeksztalceniami takimi nie bedziemy
sie jednak tutaj zajmowac.
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Whniosek 7.4.6. Jesli m jest macierzqg odwracalng, zas macierz n spelnia jeden z
nastepujgcych warunkow

to

> Wzér na macierz odwrotna

Podamy teraz wzor an macierz odwrotna do danej. Wprowadzmy jednak najpierw
pewne oznaczenia.

m= | wy |, gdzie w; oznacza i-ty wiersz macierzy m,

wl = | b; | to kolumna (wektor z R3) utworzona z wiersza w;.

Przypomnijmy réwniez, ze det(m) = det(m?'), oraz v - (ky ko k3) = (vky vky vks).

Twierdzenie 7.4.7 (wzér na macierz odwrotna). Dla danej macierzy

wy
m = | wy | macierz odwrotna m=! przyjmuje postaé
w3
~1
w1
-1 _ _ 1 T T T T T T
m~t =] wsy = e - (Wa X wg ws X w wi X wy ).

ws

1

Dowéd. Oznaczmy n = (wl x wl wl xwl wl x wl) i obliczmy m - n.

det(m)
o 1 T, T 1 T, T T, T oA
. — . . X _ X _ >< —
mn 2 <det(m) W2 %5 det(m) Ws det(m) wyxwy) el
T3 Ys =3
1 Y1 = 1 00
Chcieliby$my, aby (22 32 2| =10 1 0
T3 Ys Z3 0 0 1
Sprobujmy wiec obliczy¢ kolejno wyrazy tej macierzy. Zacznijmy od pierwszej kolumny.
(<) = (12 X 5) =~ det(m) = 1
X1 = w0 Sw, X ws ) = ~wq o (we X w3) = ~det(m) =1,
! " det(m) 2 3 det(m) ' ? 37 det(m)
(ol xwf) = (1 % 5) = 0
Tog = Wy O Sw, X wy) = we 0 (wg X ws) = 0,
2 2" Ndet(m) 2 3 det(m) ° 2 °
(<) = (1 % 5) = 0
Ta = Wa O =W w - w3 ° (W w =
’ 5" Vdet(m) 2 3 det(m) ° ? °
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I 1 U1 0
Otrzymujemy wiec | xo | = | 0 |. Podobnie obliczymy, ze | yo | = | 1 |,
T3 0 Ys 0
2 0 100
oraz | zo = 0 |. Tak wiec otrzymujemy, ze m -n = |0 1 0. Zatem
23 1 0 01
rzeczywiscie n = m~L. O

£ Cwiczenie. Czytelnik moze sam w podobny sposéb sprawdzic, ze

hn 0 21 0
yo | =1 1 Joraz | 2z [ =] 0
Ys 0 23 1
2 3 1
v Przyklad. Znajdzmy macierz odwrotng do macierzy m = | 0 -2 1|. Wyz-
-1 0 5
nacznik tej macierzy jest rowny det(m) = —25 # 0. Macierz odwrotna to
1 0 —1 —1 2 2 0
m*l——z——2><o 0 | x| 3 3 x| =2 ]|=
S\ 1 5 5 1 1 1
1 —10 —-15 5
=——1|-1 11 =2
25



Rozdziat 8

Przeksztalcenia liniowe a objetosé
1 orientacja

W tym rozdziale zbadamy jaki wptyw na orientacje wektorow w przestrzeni
oraz objetos¢ réwnolegtoscianu ma zadziatanie na dang przestrzen odwracalnym
przeksztatceniem liniowym.

8.1 Orientacja w przestrzeni.

W Rozdziale 4 wprowadziliSmy pojecie orientacji wektorow w przestrzeni. Spro-
bujmy zastanowi¢ sie jak zmienia sie orientacja wektoréw pod wplywem dziatania
przeksztatcenia liniowego. Okreslimy tutaj, ktére przeksztatcenia zmieniaja, a ktore
zachowuja orientacje wektorow.

Definicja 8.1.1. Przeksztalcenie T' : R® — R® zachowuje orientacje, jesli dla
kazdej trojki wektorow prawoskretny uktad wektoréw zostaje przeksztatcony na pra-
woskretny, zas zmienia orientacje, gdy prawoskretny uktad wektoréw zostaje przek-
sztalcony na uktad lewoskretny.

Uwaga 8.1.2. Jesli dla jednej trojki wektorow przeksztalcenie zachowuje (zmienia)
ich orientacje, to zachodzi to dla wszystkich trojek wektorow. Zatem mozemy sprawdzac
zachowanie (zmiang) orientacyi na jednej wybranej tréjce wektorow.

Nie bedziemy tutaj dowodzi¢ powyzszej uwagi.

Niech wersory ey, 5, e3 tworzg prawoskretnym uktadem wektoréw R3, natomiast
u, v, w to obrazy wektorow ey, es, eg przez przeksztatcenie T'. Przypomnijmy, ze uktad
wektoréw u, v, w jest prawoskretny wtedy i tylko wtedy gdy det(u,v,w) > 0, a
lewoskretny wtedy i tylko wtedy gdy det(u,v,w) < 0.

Whniosek 8.1.3. Przeksztalcenie T zachowuje orientacje, gdy
det(u, v, w) > 0,

za$ zmienia w przeciwnym wypadku.

80
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Przypomnijmy, ze m(T") = (u,v,w), gdzie u,v,w sa obrazami wersorow przez
przeksztatcenie T'. Mozemy zatem sformutowaé nastepujacy:

Whiosek 8.1.4. Jesli macierzq przeksztalcenia T jest m(T), to przeksztalcenie T
zachowugje orientacje, gdy det(m(T)) > 0, natomiast zmienia orientacje w przeci-
wnym przypadku.

v Przyktad. Przykitadem przeksztalcenia zmieniajacego orientacje jest symetria wzgle-
dem plaszczyzny O,,. Jak pokazaliémy w podrozdziale 5.5 macierza tego przeksz-

10 0
talcenia jest m(Sy,) = |0 1 0 |. Wyznacznik tej macierzy wynosi
00 -1
1 0 0
detm(Syy) =det |0 1 0 | =-1<0,
00 —1

wiec zgodnie z Wnioskiem 8.1.4 symetria wzgledem O,,, jest przeksztatceniem zmie-
niajacym orientacje.

8.2 Roéwnolegloscian i jego obraz przez przeksz-
tatcenie.

Zajmiemy sie teraz rownolegloscianami w przestrzeni. Sprawdzimy, co jest obrazem
rownolegloscianu przez przeksztatcenie liniowe i jak zmienia si¢ jego objetos¢ po
przejsciu przez takie przeksztatcenie. Zdefiniujmy jednak najpierw, czym jest rownolegltos-
cian.

Definicja 8.2.1 (réwnoleglos$cian). Réwnolegloscianem, zbudowanym na liniowo
niezaleznych wektorach A, B,C € R3, nazywamy zbiér wektoréw bedacych kombi-
nacja liniowa wektoréw A, B, C' ze wspétczynnikami nalezacymi do przedziatu [0, 1]

Rapc={t-A+s-B+r-C:te|0,1],s€0,1],7 €[0,1]}.

A

Twierdzenie 8.2.2 (obraz réwnolegloscianu przez przeksztalcenie liniowe).
Niech T bedzie odwracalnym przeksztatceniem liniowym R3, za§ A, B,C liniowo
niezaleznymi wektorami. Wtedy

AB.C
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(1) wektory T'(A),T(B),T(C) tez sq liniowo niezaleine,

(2) obrazem T(Ra pc) rownolegloscianu Ra p o przez przeksztalcenie T, jest tez
rownolegto$cian.

Dowad.

(1) Gdyby T'(A), T(B),T(C) byly liniowo zalezne, wtedy jeden z nich byltby kom-
binacja liniowa pozostaltych, czyli np. T'(C) = s - T(A) + t - T(B). Gdyby$my
teraz nalozyli na obie strony przeksztatcenie T~! i skorzystali z jego liniowoéci,
otrzymaliby$my

T-YT(A)) =T Y(sT(A) +tT(B)),
ale T7H(T(A)) = A oraz
T Y(sT(A) +tT(B)) = sT 1 (T(B)) +tT"1T(C)) = sB + tC.

Otrzymujemy wiec A = sB +tC, co przeczy zatozeniu o liniowej niezaleznosci
wektorow A, B, C. Zatem réwniez wektory T(A),T(B),T(C) musza by¢ li-
niowo niezalezne.

(2) Z liniowosci przeksztatcenia T otrzymujemy natychmiast
T(tA+ sB+vC) =tT(A)+ sT(B) + vT(C).

Zatem
T(Rapc)=TH{tA+ sB+vC :t,s,v€(0,1]}) =
= {tT(A) + sT(B) +vT(C) : t,s,v € [0,1]} = Rpa)r)1(C)-
O

> Przeksztalcenie liniowe a objetos$é¢ bryt

Przypomnijmy, ze jesli m(T) = (K, Ks, K3), gdzie K; sa kolumnami macierzy
m, to T'(e1) = K1,T(e2) = Ky, T(e3) = Ks. Tak wiec T(Re, ep.e5) = Rk, 1o k5. JeSH
objeto$¢ réwnolegloscianu oznaczymy przez |R|, to

|RK, k6,55 = |det (K, Ko, K3)| = [det(m(T))].

Zauwazmy, ze Re, e,.4, jest szeScianem o krawedzi 1, wiec jego objetosé jest réwna
1. Mozemy wiec zapisac

|T<R81,€2,83)| - |det(m(T))| ’ |R€1762,63|‘

Przeksztatcenie 1" zmienia objetos¢ szeScianu R, ¢, e, W stosunku rownym modu-
towi wyznacznika |det(m(T'))|. Pokazemy, ze to samo jest prawda dla dowolnego
réwnolegltoscianu R4 g c.

Twierdzenie 8.2.3 (przeksztalcenia liniowe a objeto$é réwnolegloscianu).
Dla dowolnego réwnolegltoScianu R pc @ dowolnego odwracalnego przeksztaicenia

T: R — R3 zachodzi

IT(Ra,c)| = |det(m(T))| - [Ra,Bcl-
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Zanim udowodnimy powyzsze twierdzenie, wprowadzimy pomocniczy lemat.

Lemat 8.2.4 (wyznacznik iloczynu macierzy). Dla my, ms, bedgcych dowol-
nymsi macierzami rozmiaru 3 X 3, mamy

det(mymsg) = det(my) - det(ms).

Czysto rachunkowy dowdd tego lematu pomijamy. Mozemy teraz udowodni¢ Twierdze-
nie 8.2.3.

Dowdéd. Niech mgy bedzie macierza utworzona z wektoréw A, B, C' jako kolumn, czyli
me = (A, B, C). Natommiast m; niech bedzie macierza przeksztalcenia 7', czyli
mq = m(T'). Wéwezas ich iloczyn mozemy zapisaé¢ w postaci

my-ms =my - (A, B, C) = (miA, miB, miC) =
= (m(T)A, m(T)B, m(T)C) = (T(A), T(B), T(C)).
Otrzymalismy wiec
I T(Rap.o)| = [Rryre)re)l = | det(T(A),T(B),T(C))| = |det(mima)| =
| det(m(T)(A, B, C))] = |det(m(T))|-|det(A, B, C) = |det(m(T))| - |Rapcl.
O

Ponizej podamy wniosek z powyzszego twierdzenia. Nie bedziemy przytaczac
tutaj jego dowodu, gdyz dowdd ten jest analogiczny do dowodu podobnego faktu dla
przeksztalcen i pél rownolegtobokow, naszkicowanego w pierwszej czesci skryptu.

Whniosek 8.2.5 (objeto$¢ dowolnej bryly przez przeksztalcenie liniowe).
Dla dowolnej bryly B € R? i dowolnego przeksztatcenia liniowego T : R® — R®
mamy

[T(B)| = |det(m(T))| - | BI.



Rozdziat 9

Przeksztalcenia afiniczne

Dotychczas zajmowalismy sie tylko przeksztatceniami liniowymi. W tym rozdziale
poznamy inny rodzaj przeksztatcen - przeksztatcenia afiniczne, zdefiniujemy to po-
jecie oraz poznamy przyktady. W kolejnym podrozdziale zajmiemy si¢ wtasno$ciami
takich przeksztalcen.

9.1 Podstawowe definicje.

Zanim podamy formalng definicje przeksztatcenia afinicznego, zapoznajmy sie
z przyktadem takiego przeksztalcenia.

v Przyktad. Niech przeksztatcenie T' bedzie przesunieciem (translacja) o wektor

ax L1
A = | ay |. Dla tak okre$lonego przeksztatcenia obrazem wektora X = | w9
as T3
jest wektor
T T aq
T| w | =] 22 | +| a2
T3 T3 as
A
X+A=T(X) A
X

Y

Jesli wektor A nie jest wektorem zerowym, to przeksztatcenie T', okreslone powyzej,
nie jest przeksztalceniem liniowym. Podamy teraz dwa uzasadnienia tego stwierdzenia.
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(1) Wzér okreslajacy przeksztatcenie T nie ma postaci wymaganej dla przeksz-
tatcen liniowych.

(2) Przeksztalcenie T nie jest addytywne. Zauwazmy, ze
TX4+Y)=X+Y + A,

TX)+TY)=X+A+Y+A=X+Y 4 2A.
Tak wiec
T(X+Y)#T(X)+T(Y).
Translacja, podobnie jak wiele innych znanych nam juz przeksztatcen, nalezy

do grupy przeksztalcen nazywanych przeksztatceniami afinicznymi.

Definicja 9.1.1 (przeksztalcenia afiniczne). Przeksztalcenie T : R — R jest
przeksztatceniem afinicznym jesli mozna je opisa¢ wzorem postaci

T ay as as T dy ax1 + asxs + azrs + dy
T T = b1 bg bg T2 + d2 = b1331 + b2$2 + b3$3 + d3 s
X3 C1 Co C3 XT3 d3 C1T1 + CoXo + C3T3 + dg
ay Gz das d1 a; ag as
dla pewnej macierzy | by by b3 | i pewnego wektora | do | .Macierz [ by by b
€1 C2 C3 d3 €1 C2 C3
da
nazywamy macierza czesci liniowej przeksztatcenia afinicznego 7', zas wektor | do
ds

wektorem przesuniegcia tego przeksztatcenia.
Podamy teraz kilka przyktadow przeksztatcen afinicznych.
v Przyktad.
(1) Translacja o wektor T4(X) = X + A.

(2) Kazde przeksztalcenie liniowe jest przeksztatceniem afinicznym, bo jezeli m =

0
m(T), toT(X)=mX=mX+ | 0
0
(3) Przeksztatceniami afinicznymi sa réwniez rzuty na proste i plaszczyzny nie
0
przechodzace przez | 0 |, symetrie wzgledem takich ptaszczyzn i prostych,
0
0
jednoktadno$é wzgledem punktéw réznych od | 0 |, symetrie sSrodkowe wzgle-
0

0
dem punktow réznych od | 0

0
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9.2 Wilasnosci przeksztatcen afinicznych.

Poznamy teraz najwazniejsze wlasnosci przeksztatcen afinicznych. Na poczatek,
podobnie jak dla przeksztatcen liniowych okreslimy wlasnos¢ charakteryzujaca ztoze-
nie przeksztatcen afinicznych.

Fakt 9.2.1 (zlozenie przeksztalcen afinicznych). Ziozenie przeksztatcen afini-
cznych jest tez przeksztatceniem afinicznym.

Dowéd. Niech Ty, T beda przeksztatceniami afinicznymi zadanymi wzorami 77 (X)) =
miX 4+ Ay, To(X) = meX + As. Ich zlozeniem jest przeksztalcenie

T2 e} Tl(X) = T2<m1X + Al) = mg(le + Al) + A2 = (mgml)X + m2A1 + AQ.

Przeksztalcenie to réwnez jest afiniczne. Macierza czesci liniowej tego przeksztatce-
nia jest iloczyn macierzy mom;, natomiast wektorem przesuniecia jest wektor myA;+

As. [l

Whiosek 9.2.2 (macierz zlozenia przeksztalcen afinicznych). Macierz czesci
lintowej ztozenia przeksztalcen afinicznych jest iloczynem czesci liniowych macierzy
tych przeksztalcen.

W dalszej czesci zastanowimy sie nad odwracalnoscig przeksztatcen afinicznych.
Pokazemy kiedy dane przeksztatcenie jest odwracalne i jakg postaé¢ przyjmuje przek-
sztalcenie odwrotne do danego.

Fakt 9.2.3 (odwracalno$é przeksztalcenia afinicznego). Przeksztalcenie afi-
niczne, dane wzorem T(X) = mX + A, jest odwracalne wtedy 1 tylko wtedy gdy czesé
lintowa tego przeksztatcenia jest odwracalna, a to jak wiemy zachodzi wtedy v tylko
wtedy gdy det(m) # 0.

Dowdd. Pokazemy, ze jesli przeksztalcenie afiniczne T jest odwracalne, to jego czesé
liniowa tez jest odwracalna. Gdyby tak nie byto, to wtedy cze$é¢ liniowa nie bytaby
przeksztalceniem ,na”. Moglibyémy woéwczas wybraé taki wektor Y € R3, ktéry nie
byltby obrazem wektora z R3 przez przeksztalcenie wyznaczone przez czesé liniows
przeksztalcenia T'. Oznacza to, ze dla kazdego X € R® mieliby$my mX # Y. Poka-
zemy, ze wtedy wektor Y 4 A nie bytby obrazem zadnego wektora z R przez przeksz-
tatcenie T. Gdyby bylto inaczej, czyli gdyby istniat taki wektor X, ze T'(X) =Y + A,
to wtedy mX + A =Y + A, ale wowczas mX = Y. Tak nie moze si¢ jednak zdarzyc¢,
bo zaktadalismy, ze Y nie jest obrazem zadnego wektora przez przeksztatcenie wyz-
naczone przez czeS¢ liniows przeksztalcenia T'. Tak wige jesli czesé liniowa nie jest
odwracalna, to przeksztatcenie T' nie jest przeksztalceniem ,na”, a wiec nie jest
przeksztalceniem odwracalnym. Mamy wiec udowodniong implikacje w jedng strone.

Pokazemy teraz, ze jesli macierz m jest odwracalna, czyli jesli czesé liniowa przeksz-
tatcenia 7" jest odwracalna, to réwniez przeksztatcenie T' jest odwracalne. Sprobujmy
znalez¢ wzor na przeksztalcenie odwrotne. Oznaczmy obraz wektora X przez przek-
sztatcenie T jako X'. Mamy wowczas X' = mX + A, wtedy mX = X' — A. Zatem

X=m"'mX -m'A=m X - A).
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Mozemy stad wnioskowaé, ze przeksztatcenie odwrotne istnieje, bo potrafimy znalezé
jego wzoér. DowiedliSmy wiec, ze jesli przeksztatcenie odpowiadajace czesci liniowej
przeksztalcenia afinicznego T' jest odwracalne, to odwracalne musi tez by¢ przeksz-
tatcenie T'. Udowodniliémy zatem druga implikacje, co konczy dowod. O]

Na podstawie rownosci wyprowadzanych w powyzszym dowodzie mozemy sfor-
mutowaé nastepujacy wniosek.

Whniosek 9.2.4 (przeksztalcenie odwrotne do przeksztalcenia afinicznego).
Przeksztalcenie odwrotne do przeksztalcenia afinicznego T(X) = mX + A, dane jest
wzorem

T HX)=m'X —m A

Zatem przeksztalcenie odwrotne do przeksztatcenia afinicznego, zgodnie z Definicjg
9.1.1, samo jest afiniczne.

Okreslimy teraz jaki wplyw na orientacje w przestrzeni ma dziatanie danego
przeksztatcenia afinicznego.

Fakt 9.2.5 (przeksztalcenie afiniczne a orientacja w przestrzeni). Odwra-
calne przeksztalcenie afiniczne T(X) = mX + A zachowuje orientacje w przestrzeni
gdy det(m) > 0, za$ zmienia orientacje, gdy det(m) < 0.

Dowdod. Odwracalne przeksztaltcenie afiniczne T jest ztozeniem przeksztatcenia linio-
wego zadanego macierza m oraz pewnej translacji. Poniewaz translacja zachowuje
orientacje, wiec to czy przeksztatcenie T' zachowuje orientacje zalezy od tego, czy
przeksztalcenie liniowe zadane macierza m ja zachowuje. Jak wiemy przeksztatce-
nie liniowe zachowuje orientacje wtedy, gdy wyznacznik macierzy tego przeksz-
talcenia jest dodatni, w tym przypadku det(m) > 0, a zmienia orientacje, gdy
det(m) < 0. O

Mozemy zastanawiac sie jaki wplyw na miarowe wtasnosci figur, ma dziatanie na
nie przeksztatceniami afinicznymi. Ponizszy fakt okresla jak zachowuje sie objetosé
bryty pod wptywem dziatania takiego przeksztalcenia.

Fakt 9.2.6 (przeksztalcenie afiniczne a objetosé bryly). Odwracalne przek-
sztatcenie afiniczne T(X) = mX + A zmienia objetosé wszystkich bryl w proporcji
rownej | det(m)|, tzn. dla dowolnej bryly F mamy

T(F)| = | det(m)] - |F).

Dowdd. Przeksztatcenie T' jest ztozeniem przeksztalcenia liniowego i translacji. Jak
wiemy translacja nie zmienia objetosci bryty, zatem cata zmiana objetosci jest
spowodowana dziataniem przeksztalcenia liniowego, zatem jest dana wzorem okre-
Slonym we Wniosku 8.2.5, czyli

[ T(F)| = [det(m)] - [F].



Rozdzial 10

Wartosci i wektory wtasne

W rozdziale tym poznamy wazne pojecia, charakteryzujace przeksztalcenia,
ktore bardzo czesto beda sie¢ pojawia¢ w dalszej czesci skryptu. W oparciu o te
pojecia, uda nam si¢ wyodrebni¢ pewna grupe przeksztatcen, o charakterystycznych
wtlasnosciach, ktorag zajmiemy sie¢ w kolejnym rozdziale.

10.1 Wartosci i wektory wlasne.

Definicja 10.1.1 (wartosci i wektory wlasne). Liczba ¢ jest wartoscia wlasng
przeksztalcenia liniowego T : R® — R3, jedli dla pewnego niezerowego wektora
X € R? zachodzi T(X) =1t- X.

Kazdy wektor X, dla ktérego T(X) = t - X, jest wektorem wlasnym dla wartosci
wlasnej .

Zilustrujmy wprowadzone powyzej pojecia przyktadami.
v/ Przykiad.

(1) Przyktad geometryczny.
Niech II bedzie ptaszczyzna przechodzaca przez 0. Sp niech bedzie symetrig
wzgledem plaszezyzny I1. Zauwazmy, ze jesli X € II, to Sp(X) = X =1- X,
wiec, zgodnie z Definicja 10.1.1, liczba 1 jest wartoscig wtasna przeksztalcenia
St, za$ X jest odpowiadajacym tej wartosci wektorem wtasnym. Inna wartos-
cig wlasng tego przeksztalcenia jest —1. Odpowiadajace jej wektory wlasne
beda spelia¢ warunek Sp(X) = —X = (—1)- X. Jak nietrudno sie przekonad,
beda to wektory z prostej prostopadtej do ptaszczyzny 11 i przechodzacej przez

0.
(2) Przyktad algebraiczny.
d 0 0
Niech T': R* — R3 bedzie przeksztalceniem o macierzy m(T) = | 0 dy 0
0 0 ds
dy 1
Zauwazmy, ze T'(e;) = 0 =dy-| 0 | = dyeq, czyli dy jest wartoscig
0 0

wtlasng 7', natomiast e; jest odpowiadajacym jej wektorem wtasnym. Podobnie
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mozemy sprawdzi, ze T'(eq) = daey oraz T'(e3) = dszes, tak wiec da, d3 réwniez
sg wartosciami wlasnymi 7', dla wektoréw wtasnych es, es.

10.2 Szukanie wartosci wlasnych przeksztalcenia

liniowego.
Zastandéwmy sie teraz jak, dla danego przeksztalcenia liniowego T : R* — R3 o
aq b1 C1
macierzy m(T) = | az by ¢ | znalezé jego wartosci wlasne. Najkorzystniej bytoby
az by ¢

okresli¢ sposob pozwalajacy na wyznaczenie wszystkich warto$ci wtasnych danego
przeksztatcenia. Ponizej wyprowadzimy proste kryterium, dzieki ktéremu bedziemy
potrafili tego dokona¢. Zgodnie z Definicjg 10.1.1 szukamy takich liczb ¢, ktore spet-

niaja
aq bl C1 T tl’l
a9 bQ Co T2 = tl’g
as b3 C3 T3 tl’g
T
dla pewnego niezerowego wektora | xo | . Po przeksztatceniu powyzszej réwnosci
T3
otrzymujemy
a1 + bl.TQ + C1T3 — tl’l 0
a1 + bawy + cow3 —twy | = | 0 |,
asri + bgl‘g + c3x3 — tl’g 0

co rownoznacznie mozemy zapisa¢ jako

ay —t bl C1 0
xIq a9 + 9 - bg—t +l‘3' Co == 0
as b3 Cs3 —t 0

Mozemy stad wnioskowacé, ze t jest wartodcig wtasng wtedy i tylko wtedy gdy pewna

a; — t bl C1
nietrywialna kombinacja liniowa wektoréw ao , by —t |, Co
as b3 C3 — t
daje wektor zerowy. To, jak wiemy, zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy wektory te sa
a] — t bl C1
liniowo zalezne, tzn. gdy det as by —t Co =0.
as bg C3 — t

Whniosek 10.2.1. Liczba t jest wartoScig wtasng przeksztalcenia lintowego T wtedy
a; — t bl C1
i tylko wtedy gdy det | ay by —t  co = 0.
as b3 C3 — t

1 2 =2
v Przyktad. Dla przeksztaltcenia liniowego zadanego macierzg | —3 2 1 |, znaj-
0o -1 2
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dzmy wszystkie jego wartosci wtasne. Jak wiemy, wartos¢ wtasna tej macierzy, oz-
1—t 2 -2
naczmy ja t, musi spetnia¢ det | -3 2—-¢ 1 = 0. Korzystajac z reguty
0 -1 2—t
Sarrusa, obliczmy wyznacznik tej macierzy. Otrzymujemy wowczas

1-t)2—-t)2—-t)—6+(1—t)+6(2—1t)=0,

po przeksztatceniu mamy

—t* + 5% — 15t + 11 = 0.
Roéwnanie to, po roztozeniu na czynniki, przyjmuje postac

(t—1)(—t* +4t —11) = 0.
Jedyna liczbg spelniajaca to réwnanie jest 1, gdyz tréjmian kwadratowy —t2+4t—11
ma ujemny wyréznik wiec nie ma rzeczywistych pierwiastkow, stad 1 jest jedyna

1 2 =2

wartos$cia wtasna przeksztalcenia liniowego zadanego macierza | —3 2 1
0o -1 2

10.3 Roéwnanie charakterystyczne.

Scisle powiazane z rozwazanymi wczesdniej zagadnieniami, jest pojecie rownania
charakterystycznego. Zdefiniujmy je.

Definicja 10.3.1 (réwnanie charakterystyczne). Réwnanie

a) — t bl C1
det asg bg —1 Co =0
as bg C3 — t

nazywane jest rownaniem charakterystycznym przeksztatcenia 7' (macierzy m(T) ).

W oparciu o powyzsza definicje, Wniosek 10.2.1 mozemy wiec sformutowaé w nastepu-
jacy sposob.

Whniosek 10.3.2 (pierwiastki réwnania charakterystycznego). Liczba t jest
wartosciqg wtasng przeksztatcenia T wtedy 1 tylko wtedy gdy jest ona pierwiastkiem
rownania charakterystycznego tego przeksztatcenia.

Roéwnanie charakterystyczne mozemy zawsze przeksztalci¢é tak, aby przyjeto
postaé
— 13 4 uot? F uit? +up = 0,
gdzie ug, uq, us sa stalymi wspétczynnikami zaleznymi od wyrazéw macierzy m(7T).
Wyrazenie —t3 4 uat? + uqt? + ug jest wielomianem zmiennej ¢, zwanym wielomia-
nem charakterystycznym.
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£ Cwiczenie. Jako éwiczenie pozostawimy czytelnikowi wyznaczenie wspolczynni-
koéw wug, u1, us wielomianu charakterystycznego, w zaleznosci od wyrazéw macierzy

m(T).

v Przyklad. Wyznaczmy wielomian charakterystyczny przeksztatcenia liniowego za-

1 3 =2
danego macierza |0 —5 1 |. Wielomian ten wyznaczymy przez przeksztatcenie
2 1 1
roOwnania charakterystycznego
1—t 3 —2
det| 0 —-5—-t 1 =0.
2 1 1—t

Korzystajac z metody Sarrusa, mozemy to réwnanie zapisa¢ w postaci
(1—t)>(=5—t)+6+4(-5—t)—(1—t)=0.

Po przeksztalceniu otrzymujemy —2 — 3t2 44t — 20 = 0. Tak wiec wielomian charak-
terystyczny tego przeksztatcenia to

W(t) = —t* — 3t* 4 4t — 20.

10.4 Liczba rozwigzan réwnania charakterystycznego.

Zastanowmy sie, ile pierwiastkéw moze mie¢ wielomian charakterystyczny, a
tym samym, ile wartosci wtasnych moze mie¢ dane przeksztalcenie. Sprébujmy
ustali¢ to w ogolnym przypadku:

Lemat 10.4.1. Réwnanie charakterystyczne przeksztatcenia liniowego T : R? — R3
ma zawsze przynajmnie; jeden pierwiastek.

Dowdd. Oznaczmy wielomian charakterystyczny przez f(t), czyli
f(t) = —t3 + U2t2 + U1t2 + Ug,
dla pewnych ug, u1, us zaleznych od wyrazow macierzy przeksztatcenia T'. Zauwazmy,
ze wtedy
Jim f(t) = +o0, tli+m f(t) = —oc.
Tak wiec wielomian f(t) przyjmuje wartosci zaréwno dodatnie, jak i ujemne. Jak

wiemy, wielomian jest funkcja ciagla, tak wiec, z wtasnosci Darboux wiemy, ze musi
mie¢ miejsce zerowe. O

Jesli ¢y jest miejscem zerowym, czyli pierwiastkiem wielomianu charakterysty-
cznego, to ten wielomian mozemy przedstawi¢ w postaci

f(t) =t —to) (=" —dt +e),

dla pewnych d i e. Jezeli wielomian f ma inne pierwiastki, to sa to pierwiastki
tréjmianu —t? — dt + e. Jak wiemy, tréjmian moze mieé¢ 0,1 lub 2 pierwiastki.
Mozemy zatem podac nastepujacy wniosek.

Whniosek 10.4.2 (liczba wartosci wlasnych przeksztalcenia). Przeksztalcenie
T : R® — R3 moze miec jedng, dwie lub trzy wartosci wlasne.
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10.5 Przestrzenie wtasne dla wartosci wltasnych.

Jak nietrudno sie przekona¢, danej wartosci wtasnej moze odpowiadaé wiecej
niz jeden wektor wtasny, tak jest np. w geometrycznym przyktadzie podanym na
poczatku tego rozdzialu. W tym podrozdziale sprobujemy ustali¢ posta¢ wszyst-
kich wektorow wtasnych dla danej wartosci wtasnej. W zwigzku z tym wprowadzmy
nastepujace pojecie:

Definicja 10.5.1 (przestrzen wlasna). Przestrzenia wlasna dla wartosci wlasnej
t przeksztalcenia T nazywamy zbior B, = {X € R® : T(X) =t - X}, utworzony ze
wszystkich wektoréw wlasnych tej wartosci wtasne;j.

v Przyktad.
(1) Rozwazmy symetrie S wzgledem plaszczyzny O,,, czyli plaszczyzny wyzna-
1 0
czonej przez wersory | 0 |, 1 |. Jak pokazaliSmy w geometrycznym
0 0

przyktadzie na poczatku tego rozdziatu, wartosciami wtasnymi tego przeksz-
tatcenia sg 1 i —1. Sprobujmy jednak wyznaczy¢ jeszcze raz te wartosci ko-
rzystajac z Wniosku 10.2.1. W podrozdziale 5.5 pokazaliSmy, ze macierz tego

10 0
przeksztalcenia to [0 1 0 |. Warto$ciami wlasnymi tego przeksztatcenia
00 —1
1—t 0 0
beda zatem liczby ¢ spetniajace det | 0 1 —1¢ 0 = 0. Po przeksz-

0 0 —-1-t
talceniu réwnanie przyjmuje postaé¢ (1 — ¢)*(—1 —t) = 0 tak wiec t = 1 lub
t = —1. Czyli rzeczywiscie wartosciami wlasnymi tego przeksztatcenia sg 1 i
—1. Przestrzenie wektorow wtasnych to odpowiednio:

E,={X€eR:X€0,}=0,,
bo tylko te wektory nie zmieniajg si¢ przez odbicie wzgledem tej ptaszczyzny,
E,={XcR:XecL}=L=0,={(0,0,2): 2 € R},

gdzie prosta L jest zbiorem wektoréw réwnolegtych do osi O,, bo tylko dla
nich spetniony jest warunek S(X) = —X.

(2) Dla jednoktadnosci J, danej wzorem J.(X) = r - X, wartoscia wlasna jest
r, natomiast odpowiadajaca jej przestrzenia wlasng jest £, = R3, bo kazdy
wektor z przestrzeni, zgodnie z definicja jednoktadnosci, spehia J,.(X) = r- X.

£ Cwiczenie. Jako éwiczenie pozostawimy czytelnikowi sprawdzenie, ze —1,1 to
jedyne wartosci wtasne symetrii wzgledem ptaszczyzny Oxy .

Ponizsze twierdzenie okresla, jaka posta¢ moze przyjaé¢ przestrzen wektorow
wtasnych, dla dowolnego przeksztatcenia.
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Twierdzenie 10.5.2 (postaé przestrzeni wlasnych). Kaida przestrzen wlasna
przeksatalcenia R3 jest jednym z nastepujgcych zbioréw:

0
(1) prostq zawierajgeqg | 0 |,
0
0
(2) plaszczyzng zawierajgeq | 0 |,
0

(3) calq przestrzeniqg R

Dowdd. Niech E,; bedzie przestrzenia wtasng dla wartosci wtasnej t przeksztatce-
nia 7. 7 definicji wartosci wtasnej wiemy, ze istnieje pewien niezerowy wektor X,
odpowiadajacy tej wartosci wtasnej, a wiec nalezacy do E;. Oznaczmy przez Lx
prosta wzdluz tego wektora. Prosta ta sktada sie z wektorow postaci rX dla r € R.
Zauwazmy, ze T(rX) = rT(X) = rtX = t(rX), zatem rX jest wektorem wlasnym
dla t. Otrzymaliémy wiec Ly C FE;. Jedli Ey = Ly, to mamy podpunkt (1). Jesli
nie, to E; zawiera jakis wektor Y nie nalezacy do Lx. Zauwazmy, ze ten wektor Y
musi by¢ wtedy niewspotliniowy z X. Oznaczmy przez Il xy ptaszczyzne wyznaczona
przez wektory X 1Y, czyli ptaszczyzne sktadajaca sie z wektorow postaci rX + sY,
dla r, s € R®. Zauwazmy, ze

TrX +sY)=rT(X)+sT(Y)=rtX + sty =t(rX + sY),

tak wiec dowolny wektor rX + sY jest wektorem wlasnym dla wartosci wtasnej
t, zatem Ilxy C E;. Jesli llyy = Ej, to otrzymujemy podpunkt (2). Jesli nie, to
E; zawiera wektor Z nie lezacy w ptaszczyznie Ilxy. Wtedy X, Y, Z sa wektorami
liniowo niezaleznymi. Kazdy wektor U € R? mozemy wiec zapisa¢ jako kombinacje
liniowg X,Y, Z tzn. U = rX + sY +wZ, dla pewnych r, s, w. Zauwazmy, ze

TWU)=TrX+sY +wZ)=rT(X)+sTY)+wT(Z)=
=rtX + sty +wtZ =t(rX +sY +wZ) = tU.

Stad otrzymujemy, ze kazdy wektor U € R? nalezy do E,, zatem E, = R?, co daje
podpunkt (3). O



Rozdzial 11

Izometrie liniowe i przeksztalcenia
ortogonalne w R’

W tym rozdziale zajmiemy sie pewnymi rodzajami przeksztatcen liniowych -
izometriami liniowymi i przeksztatceniami ortogonalnymi. Na poczatek zdefiniujmy;,
czym jest izometria liniowa, podamy jedna z jej najbardziej charakterystycznych
wilasnoséci. W kolejnym podrozdziale zdefiniujemy pojecie przeksztalcenia ortogo-
nalnego, zbadamy jak zachowuje si¢ kat miedzy wektorami pod wptywem dziatania
takiego przeksztatcenia. Poznamy réwniez zwiazek taczacy izometrie liniowe z przek-
sztalceniami ortogonalnymi. W ostatnim podrozdziale zbadamy jaka posta¢ moga
przyjmowac izometrie liniowe.

11.1 Podstawowe definicje.

Definicja 11.1.1 (izometria liniowa). Izometrig liniowa R nazywamy takie przek-
sztalcenie liniowe T : R® — R3, ktoére dla kazdego wektora X € R? spetnia réwnoéé
|T(X)| = | X]|, czyli takie, ktére zachowuje dtugos¢ wektora.

Prostym wnioskiem z powyzszej definicji jest nastepujacy lemat.

Lemat 11.1.2 (izometrie a odleglo$é miedzy punktami). Kazida izometria
lintowa zachowuje odlegtosci pomiedzy punktami w przestrzeni.

Dowdod. Jak wiemy punkty w przestrzeni mozemy reprezentowaé przez ich wektory
wodzace. Zauwazmy, ze odlegtos¢ miedzy punktami X, Y to dtugos¢ wektora X —Y,
co zapisujemy

d(X,Y)=|X — Y|

X-Y
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Niech X', Y’ beda obrazami wektorow X,Y przez izometrie liniowa T. Zauwazmy,
ze wowczas, korzystajac z liniowosci przeksztatcenia 7' mamy

dXY) = |X' — Y| = |T(X) = T(Y)| = |T(X - Y)| = |X - Y| = d(X — V).

Zatem izometria liniowa rzeczywiscie nie zmienia odlegtosci miedzy punktami w
przestrzeni. O

11.2 Przeksztalcenia ortogonalne.

Wsréd izometrii liniowych wyrdézniamy pewien rodzaj przeksztatcen, zwanych
przeksztalceniami ortogonalnymi, ktérych wtasnosciami zajmiemy sie w tym pod-
rozdziale.

Definicja 11.2.1 (przeksztalcenie ortogonalne). Przeksztalcenie liniowe 7" jest
przeksztalceniem ortogonalnym, jesli dla dowolnych wektoréw X,Y € R?® zachodzi
T(X)oT(Y)=XoY, tzn. gdy T zachowuje iloczyn skalarny.

Zauwazmy, ze przeksztatcenia ortogonalne rzeczywiscie sg izometriami liniowymi.

Mowi o tym nastepujacy fakt.

Fakt 11.2.2. Przeksztalcenia ortogonalne zachowujg diugosci wektorow, czyli sq
1zometriami.

Dowdd. Dla przeksztalcenia ortogonalnego 7' mamy

IT(X)| = /T(X)oT(X) = VX 0 X = |X].

Zajmiemy si¢ teraz innymi wtasnosciami przeksztatcen ortogonalnych.

Fakt 11.2.3 (przeksztalcenia ortogonalne a kat miedzy wektorami). Przek-
sztatcenia ortogonalne zachowujq katy miedzy wektorami, tzn. dla dowolnych wek-
torow X, Y € R* mamy £T(X)T(Y) = £XY.

Dowéd. Dla dowolnych wektoréw X, Y z przestrzeni R? i przeksztalcenia ortogonal-
nego T, korzystajac z definicji przeksztalcenia ortogonalnego i faktu (11.2.2) mozemy
stwierdzi¢, ze

T(X)oT(Y) XoY

cos £T(X)T(Y) = T 1Y) = X[ V] = cos £XY.

O

Whniosek 11.2.4 (obraz wektoréw prostopadtych). Obrazami wektoréw prosto-
padtych przez przeksztatcenie ortogonalne, sq wektory prostopadte.

Dowaod. Jesli wektory X, Y sa prostopadte, czyli X oY = 0, to réwniez
T(X)oT(Y)=XoY =0,

tzn. obrazy tych wektoréw przez przeksztatcenie ortogonalne rowniez sa prostopadte.
O
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Wiemy, ze przeksztatcenia ortogonalne to pewien rodzaj izometrii liniowych.
Okazuje sie, ze kazda izometria liniowa jest przeksztalceniem ortogonalnym. Mowi
o tym ponizszy fakt.

Fakt 11.2.5. Kazda izometria liniowa jest przeksztatceniem ortogonalnym.

Dowdd. Niech X, Y beda dowolnymi wektorami z przestrzeni, a T' izometrig liniows.
Mamy wiec
T(X)-TY)|=[T(X -Y)| =X -Y]|,

a wiec réwniez

T(X)-T(Y)=|T(X -Y)} = |X - Y["

Ale wiemy, ze

= |T(X)]? + [TV =2 (T(X) o T(V)),

oraz

X -YPP=X-Y)o(X-Y)=|XPP+|Y]?-2-(XoY).
7 dwoch pierwszych réwnosci mamy
X =Y =|T(X)+ TV =2 (T(X) o T(Y)).
Podstawiajac do trzeciej réwnosci mamy
TX)P+ITY) =2 (T(X) o T(Y)) = |X[* + [Y[* =2+ (X o).

Przeksztatcajac te rownosé, przy wykorzystaniu faktu, ze |X| = |T(X)|, |Y]| =
|T(Y)|, otrzymujemy

—2-(T(X)oT(Y))=—-2-(XoY).
Otrzymujemy zatem
T(X)oT(Y)=X0Y,

czyli, zgodnie z Definicjg 11.2.1, izometria T jest przeksztalceniem ortogonalnym.
O

Wiemy, ze przeksztatcenia ortogonalne sg izometriami liniowymi. Powyzej pokaza-
liSmy réwniez, ze izometrie s przeksztatceniami ortogonalnymi. Stad mamy nastepu-
jacy wniosek.

Whniosek 11.2.6. Zbiory izometrii lintowych i przeksztatcen ortogonalnych sqg sobie
rowne.
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11.3 Opis izometrii liniowych w R°.

W tym podrozdziale sklasyfikujemy izometrie liniowe. Pomocne okaze sie w tym
okreslenie postaci wartosci wlasnych tych przeksztatcen.

Fakt 11.3.1 (wartosci wlasne izometrii). Jesli T' jest izometrig liniowq, to jej
kazda warto$é wltasna jest rowna 1 lub —1.

Dowdd. Niech t bedzie wartoscig wlasng dla izometrii T'. Istnieje wiec niezerowy
wektor X taki, ze T'(X) =t - X. Dla tego wektora mamy

(X[ =TX)| = [t- X] = [t] - [X],
tak wiec [t| =1, czylit =11lub ¢t = —1. O

Fakt 11.3.2 (wyznacznik macierzy izometrii liniowej). Jesli T' jest izometrig
lintowq zadang macierzg m, to

det(m) =1 lub det(m)= —1.

Dowod. Wiadomo, ze macierz przeksztatcenia utworzona jest z obrazéw wersoroéw
przez przeksztatcenie T, jako kolumn, tak wiec

m = (T(e1) T(ez) T(e3)).
7 interpretacji wyznacznika za pomocg objetosci réwnolegtoscianu wiemy, ze

|det(m)| = V(Rr(e,) T (e2) T(es))-

Zauwazmy, ze |T'(e;)| = |e;| = 1, oraz T'(e;) o T'(ej;) = e; 0 e; = 0 dla i # j. Stad
mozemy wnioskowaé, ze wektory T'(ey),T(ez),T(e3) maja dtugosé 1 i sg parami
prostopate, a wigc rownolegloscian Ry(e,) 7(e,) 1(es) jest kostky o krawedzi diugosci
1. Zatem

| det(m)] = V(Rr(e,)T(es)T(es) = 1.

]

Sprébujmy opisa¢ w sposob geometryczny wszystkie izometrie liniowe prze-
strzeni R3. Zacznijmy od tych izometrii liniowych, ktérych wyznacznik wynosi 1.

Fakt 11.3.3. Jesli izometria liniowa T ma wyznacznik det(m(T')) = 1, to T jest
obrotem wokdl pewnej prostej L, zawierajgcej (0,0, 0).

Dowdd. Przeksztatcenie T ma przynajmniej jedna wartos¢ wlasna i, jak wiemy z
Faktu 11.3.1, jest ona réwna 1 lub —1. Rozwazmy te przypadki.

(1) Niech ¢t = 1 bedzie wartoscia wlasna, zas X odpowiadajacym jej wektorem
wtasnym. Oznaczmy przez Ly prosta wzdluz wektora X, zas II niech bedzie
ptaszczyzna prostopadta do X, przechodzaca przez (0,0,0).
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Dla dowolnego wektora Y z ptaszczyzny 11, jego obraz przez przeksztatcenie T
rowniez nalezy do tej ptaszczyzny, zauwazmy bowiem, ze ptaszczyzna II sktada
sie¢ z wektorow prostopadtych do wektora normalnego X tej ptaszczyzny. Dla
dowolnego wektora Y z ptaszczyzny Il okreslmy przeksztalcenie

To:-TT—1II: ToY)=T().

Zauwazmy, ze tak okreslone T jest izometria ptaszezyzny I1, poniewaz [Ty (Y)| =
|T(Y)| = |Y|. Pokazemy teraz, ze Tj jest obrotem plaszczyzny. Gdyby tak nie
bylo, to musiatoby by¢ odbiciem wzgledem pewnej prostej L C II.

T

Ale wéwcezas cale przeksztalcenie T byloby, jak widaé na rysunku, odbiciem
wzgledem ptaszczyzny zawierajacej proste L i Lx. Jak wiemy symetria zmienia
orientacje, wiec jej wyznacznik jest ujemny, a my zatozyliSmy, ze det(m(T")) =
1. Tak wiec T jest obrotem wokot prostej Ly o kat «, wiec T' rowniez jest
obrotem o taki sam kat a i wokot tej samej proste;j.
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(2) Niech t = —1 bedzie wartoscia wtasna, zas X odpowiadajacym jej wektorem
wtasnym. Podobnie jak poprzednio, Lx to prosta wzdluz wektora X, zas Il
to plaszczyzna prostopadta do X przechodzaca przez (0,0, 0). Przeksztalcenie
Ty : 1T — II, tak jak poprzednio, jest przeksztatceniem, ktére dla dowolnego
Y € II okreslamy poprzez To(Y) = T(Y).

Pokazemy, ze Ty jest symetria osiowa. Gdyby Tj nie byto symetria, to przek-
sztalcenie T' musialoby by¢ ztozeniem symetrii wzgledem II i obrotu wokot
LX-

Symetria zmienia orientacje, obrét zachowuje, wiec ztozenie tych przeksztatcen
zmienialoby orientacje. Wiemy jednak, ze det(m(T)) = 1, wiec Ty musi by¢
odbiciem wzgledem prostej L. Przeksztalcenie T' zachowuje prosta L. Za-
uwazmy rowniez, ze obrazem wektoréw z plaszczyzny II prostopadtych do
prostej L sa wektory do nich przeciwne.
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Jedyng izometria spelniajaca te warunki, jest obrot wokot prostej L o kat 180°.
O

Zanim rozwazymy przypadek, gdy det(7') = —1, musimy zdefiniowaé¢ pewien
rodzaj przeksztatcen.

Definicja 11.3.4 (odbicie z obrotem). Odbicie z obrotem jest to izometria prze-
strzeni, ktora jest ztozeniem obrotu wokoét pewnej prostej L z odbiciem wzgledem
pewnej ptaszczyzny Il prostopadtej do prostej L.

Fakt 11.3.5. Jesli izometria liniowa T ma wyznacznik det(T) = —1, to T jest
albo symetrig wzgledem pewnej plaszczyzny 11 zawierajgcej (0,0,0), albo odbiciem
z obrotem. W tym drugim przypadku T jest ztozemiem symetrii wzgledem pewnej

plaszezyzny 11 zawierajgceej (0,0,0) oraz obrotu wokdt prostej L przechodzqcej przez
(0,0,0) 7 prostopadlej do 11.

Podsumowujac przeprowadzony w tym podrozdziale opis poszczegdlnych rodza-
jow izometrii liniowych przestrzeni R® mozemy sformutowaé nastepujacy:

Whniosek 11.3.6. (rodzaje izometrii liniowych) Kazida izometria liniowa prze-
strzeni R® jest albo obrotem, albo odbiciem, albo odbiciem z obrotem.



Rozdzial 12

Macierz ortogonalna i macierz
transponowana

Rozdziat ten poswiecimy na zbadanie pewnych klas macierzy. Na poczatek
wprowadzimy pojecie macierzy ortogonalnej, ktore jest $cisle zwigzane z poznanymi
w poprzednim rozdziale przeksztalceniami ortogonalnymi (izometriami liniowymi).
W drugim podrozdziale dowiemy si¢, czym jest macierz transponowana do danej,
nauczymy si¢ wyznaczac jg na wiele sposobow. Poznamy réwniez zwiazek macierzy
transponowanych z macierzami ortogonalnymi. Na koniec podamy kilka wtasnosci
macierzy transponowanej.

12.1 Macierz ortogonalna.

Definicja 12.1.1 (macierz ortogonalna). Macierz 3 x 3 jest ortogonalna, jesli
zadane przez te macierz przeksztalcenie liniowe T': R?* — R? jest ortogonalne lub,
rownowaznie, jesli jest izometrig liniows.

Sprawdzanie ortogonalno$ci macierzy wprost z powyzszej definicji, na ogét bywa
bardzo ktopotliwe, musimy bowiem odwotaé¢ sie do pojecia ortogonalnosci przek-
sztalcenia liniowego. Ponizej podamy bardzo uzyteczne kryterium, ktére pozwoli
na tatwe sprawdzenie zaréwno ortogonalnosci macierzy, jak rowniez ortogonalnosci
odpowiadajacego mu przeksztatcenia.

Lemat 12.1.2 (kolumny macierzy ortogonalnej). Macierz m = (K, Ky, K3)
jest ortogonalna wtedy 1 tylko wtedy gdy jej kolumny sqg parami prostopadtymi wek-
toramau jednostkowymsi, czyli gdy

’K1|:|K2|:’K3|:]_ oraz K10K2:K10K3:K20K3:0.

Dowdd. Zatézmy, ze macierz m jest ortogonalna, co jest rownowazne temu, ze przek-
sztalcenie T', zadane ta macierza, jest ortogonalne. Wowczas |K;| = |T'(e;)| = |e;| =
1, dlai=1,2,3. Mamy réwniez K; o K; = T'(e;) o T(ej) = e;0e; =0, gdy @ # j.
Pokazalismy wiec implikacje w jedna strone.

Teraz pokazemy, ze jesli kolumny macierzy sa wzajemnie prostopadtymi wektorami

101
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jednostkowymi, to przeksztatcenie T' jest ortogonalne. Niech XY beda dowolnymi
wektorami z przestrzeni. Zapisujemy je w postaci

T
To | = x1€1 + Taeg + T3es3,
xs

X

n
Y2 | = Yi€1 + Yae2 + Yzes.
Ys

7 jednorodnosci i addytywnosci przeksztalcenia liniowego T" mamy

Y

3 3

T(X)= T(; zie;) = > aiT(e;) = > a; K,

=1 i=1

3 3 3
T(Y) = T(Z yiez’) = Z%T(@i) = ZyiKi-
i=1 i=1 i=1
Pokazemy teraz, ze przeksztatcenie to zachowuje iloczyn skalarny
3 3 3
T(X)oT(Y) = (Q_xiKi) o Q_uili) = > wiy;(Kio Kj),
i=1 i=1 i,j=1
zalozylismy jednak, ze K; o K; = 0 dla ¢ # j, tak wiec
3 3 3
Yo iy (KioKy) =) wy(KioK;) =) wy; =X oY,
i=1

ij=1 i=1

Tak wiec rzeczywiscie, dla przeksztalcenia 7" mamy T'(X) o T(Y) = X oY, wiec

przeksztalcenie T' jest ortogonalne. O]

4 _3
v Przyktad. Maci 3845' Ina. Sprawdzen Inoci tej
rzykitad. aclerz | ¢ 5 | Jest ortogonalna. Sprawdzenie ortogonalnosci tej

01 0

macierzy pozostawimy jako ¢wiczenie dla czytelnika.

12.2 Macierz transponowana.

Dowolnej macierzy m mozemy jednoznacznie przyporzadkowaé inng macierz
m?, zwana macierza transponowang. Pojecie to pojawito sie juz w rozdziale pogwie-
conym wyznacznikom, tutaj troche szerzej zajmiemy sie teoria z nim zwigzanag.
Zacznijmy od definicji.

Definicja 12.2.1 (macierz transponowana). Macierza transponowana do danej
a b c a d g
macierzy m = | d e f | nazywamy macierzm? = |b e h

g h 1 c f 1
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> Znajdowanie macierzy transponowanej
Podamy teraz kilka sposob6w na utworzenie macierzy transponowanej do danej:
(1) Zamieniamy ze soba wyrazy macierzy symetryczne wzgledem przekatnej.
(2) Dla kazdego i,j = 1,2,3 wyraz z i—tego wiersza i j—tej kolumny umieszczamy
w j—tym wierszu i i—tej kolumnie.

(3) Kolumny macierzy m staja sie wierszami macierzy transponowanej m?.

(4) Wiersze macierzy m staja si¢ kolumnami macierzy m?.

£ Cwiczenie. Proponujemy czytelnikowi wyprobowanie kazdego z tych czterech spo-
sobow tworzenia macierzy transponowanej do danej, i przekonanie si¢, ze w kazdym
przypadku otrzymujemy tg sama macierz zgodna z Definicja 12.2.1.

1 0 6
v Przyklad. Macierza transponowang do macierzy | —8 1 5| jest macierz
3 =30
1 -8 3
0 1 -3
6 5 0
Podamy teraz twierdzenie wigzace pojecia macierzy transponowanej i macierzy
ortogonalne;j.

Twierdzenie 12.2.2 (macierz transponowana a ortogonalno$é¢ macierzy).
Macierz m jest ortogonalna wtedy i tylko wtedy gdy m -m* = m* -m = I, gdzie I

jest macierzq jednostkowq rozmiaru 3 X 3.

Dowod. Poniewaz macierz ortogonalna jest odwracalna, co pozostawimy do uzasad-
nienia czytelnikowi, wystarczy uzasadni¢, ze m? - m = I, bo to oznacza, ze macierz

K7
m! jest macierza odwrotng do m. Jedli m = (K, Ky, Ks), to mT = | KI |,
Ky
a;
gdzie K; = | b; |, KI' = (a;, b;, ¢;). Dla tak okreslonych macierzy mamy
Ci

KlT K10K1 K10K2 K10K3
mT-m: KQT (Kl KQ Kg) = KQOKl K20K2 KQOKg
Kg K3OK1 K3OK2 K3OK3

Chcemy, aby m” - m = I, tym samym aby

KloKl K10K2 K10K3 1 00
KQOKl KQOKQ KQOKg =10 1 0
KgOKl K30K2 K30K3 0 0 1

Zauwazmy, ze wyrazy znajdujace sie na przekatnej gtéwnej macierzy m? - m, czyli
wyrazy K; o K; sa réwne 1, oraz wyrazy K; o K; dla i@ # j sa réwne 0. Zgodnie z
Lematem 12.1.2 jest to rownowazne temu, ze macierz m jest macierza ortogonalna.

O
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Uwaga 12.2.3. Zwigzek m™ -m = m -m! = I oznacza, Ze macierz transponowana
m?T do macierzy ortogonalnej jest jej macierzq odwrotng.

7, powyzszych rozwazan mozemy wyprowadzi¢ wniosek, ktéry okaze sie by¢
bardzo prostym sposobem na sprawdzenie ortogonalnosci macierzy.

Whiosek 12.2.4 (macierz transponowana a macierz odwrotna). Macierz m
jest ortogonalna wtedy i tylko wtedy gdy jest odwracalna oraz m=* = m?.

12.3 Wlasnosci operacji transponowania macierzy.

Podamy teraz kilka najbardziej charakterystycznych wtasnosci operacji transponowa-
nia macierzy. Zacznijmy od bardzo prostego faktu.

Fakt 12.3.1.

Cwiczenie. Dowdd tego faktu, wynikajacy wprost z definicji macierzy transpono-
wanej, pozostawimy jako ¢wiczenie dla czytelnika.

Fakt 12.3.2 (transponowanie iloczynu macierzy). Dla dowolnych macierzy
m,n rozmiary 3 X 3 mamy

m* - nT = (n-m)’.

Uwaga 12.3.3. W powyzszym wzorze warto zwrocié uvwage na rézng kolejnosé po-
jawiania sie macierzy m ¢ n po obu stronach réwnosci.

Dowdd. Ze sposobu okreslenia iloczynu macierzy wiemy, ze do wyznaczenia wyrazow

macierzy bedacej iloczynem macierzy m i n najlepiej bedzie zapisa¢ macierz n przy
Wy

uzyciu jej wierszy a macierz m przy uzyciu kolumn, tak wieccn = | Wy |, m =
Wi

(K1, Ky, K3). lloczyn tych macierzy przedstawia sie wowczas wzorem

WloKl W10K2 Wlng
n-m=|WyoK;, WyeoKy WyoKs|,
WsoK, Wso0K, WsoKj,

tak wiec macierz transponowana do tego iloczynu to

WloKl WQOKl WgOKl
(n-m)T = |WioKy, WooKy, WioK,
W10K3 W20K3 W30K3

Zgodnie z okresleniem macierzy transponowanej mamy
T
K

n' =Wl wi, wi), m=| KI |,
Ky
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zatem ich iloczyn m” - nT przedstawia sie wzorem

K%—‘ WloKl W20K1 WgOKl
m" ot = KI | (W], Wy, W)= |WioKy, WooK, Wio0K,
Kg WlOKg W20K3 WgOKg

Jak widac¢ speliony jest zatem warunek

]

Ponizszy fakt pokaze, jak przy uzyciu macierzy odwrotnej do danej macierzy m
znalez¢ macierz odwrotng do macierzy transponowanej. W zwiazku z tym, ze liczenie
macierzy odwrotnej bywa bardzo uciazliwe jesteSmy w stanie sobie wyobrazié¢ jak
bardzo uzyteczna moze by¢ taka umiejetnosc.

Fakt 12.3.4 (macierz odwrotna do macierzy transponowanej). Jesli macierz
m jest odwracalna, to

Dowéd. Sprawdzmy, czy (m~1)T jest rzeczywiscie macierzg odwrotng do m”. W tym

celu sprawdzmy, czy
mT . (m—l)T — (m—l)T . mT — T

Korzystajac z Faktu 12.3.2, oraz z tego, ze macierzg transponowana do macierzy
identycznosciowej jest ona sama, otrzymujemy

oraz

]

W poprzednim podrozdziale poznaliémy pojecie macierzy ortogonalnej, w tym
- macierzy transponowanej do danej. Sprobujmy potlaczy¢ te dwa pojecia. Zas-
tanowmy sie jak zachowuje sie macierz transponowana do macierzy ortogonalne;j.

Whniosek 12.3.5. Macierz transponowana do macierzy ortogonalne; sama jest or-
togonalna.

Dowéd. Zgodnie z Wnioskiem 12.2.4 wystarczy pokazaé, ze (m?)T = (mT)~1. Jak
wiemy z Faktu 12.3.4, (mT)™' = (m™')T, ale macierz m jest ortogonalna, wiec
m? = m™, a stad otrzymujemy, ze (m?)™! = (m™1)T = (mT)T. Tak wiec macierz

m? réwniez jest ortogonalna. O
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Macierz symetryczna

Waznym pojeciem, ktorym zajmiemy sie w tym rozdziale, jest pojecie macierzy
symetrycznej. Ten rodzaj macierzy, jak rowniez przeksztatcenia nimi zadane, maja
bardzo charakterystyczne wtasnosci z ktorych czes¢ tutaj podamy, zajmiemy sie
gltownie warto$ciami i wektorami wlasnymi przeksztatcen zadanych takimi macie-
rzami. W ostatnim podrozdziale zajmiemy sie zagadnieniem diagonalizacji macierzy,
ktore okaze sie by¢ bardzo uzyteczne w dalszej czesci skryptu.

13.1 Podstawowe definicje.

Definicja 13.1.1 (macierz symetryczna). Macierza symetryczna rozmiaru 3 x 3

a b c
nazywamy kazda macierz postaci | b d e |, czyli macierz, w ktorej wyrazy syme-
c e f

tryczne wzgledem przekatnej gtownej sa sobie réwne.

Podamy teraz inng, réwnowazng definicje macierzy symetrycznej.

Definicja 13.1.2. Macierz m jest symetryczna wtedy i tylko wtedy gdy m = m?.

W kolejnym podrozdziale bedziemy badac, jak zachowuja si¢ wektory i wartosci
wlasne przeksztatcen zadanych macierzami symetrycznymi, bedzie w tym pomocny
ponizszy Lemat, ktéry bedzie bardzo uzyteczny w dalszych dowodach.

Lemat 13.1.3. Jesli M : R? — R3 jest przeksztatceniem liniowym zadanym macierzq
symetryczng m, to dla dowolnych wektoréw X,Y € R® mamy

M(X)oY =X o M(Y).

I Y1
Dowdd. Dla dowolnych wektorow X = | x5 |,Y = | yo | oraz macierzy m =
T3 Y3
a b c
b d e | mamy
c e f
a b T n
M(X)oY=(m-X)oY =||b d e Ta ol 1 | =
c e f T3 Y3

106
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ary + brs + cx3 Y1
= | bry+dratexs |o| yo | =
cry + exs + fug Y3

= ax1y1 + bxoyr + cx3yr + br1ys + droys + exsys + cr1ys + exays + frays =
= x1(ayr + bys + cys) + z2(byr + dys + eys) + z3(cyr + eys + fys) =

Ty ayr + byz + cys T a b c n
= |z o] bh+dys+eys | =] a2 |0 b d e Yo =
T3 cyr +eya + fys T3 c e f Y3

=Xo(m-Y)=XoM(Y).
O

13.2 Wartosci i wektory wtasne przeksztalcen za-
danych macierzami symetrycznymi.

Wartosci i wektory wlasne przeksztatcen zadanych macierzami symetrycznymi
majg wiele charakterystycznych wtasnosci, z ktorych najwazniejsza dla nas bedzie
ta podana w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 13.2.1 (prostopadlo$é wektoréw wilasnych). Dia przeksztatcenia
M : R® — R® zadanego macierzq symetryczng, jesli X1, Xo sq wektorami wlasnymi
przeksztatcenia M dla roznych wartosSci wltasnych ty, ts, to X10Xo5 = 0, czyli wektory
te sq prostopadle.

Dowadd. Zauwazmy, ze
M(Xl) o} XQ = (thl) O XQ == t1<X1 (¢] XQ),
X1 e} M(XQ) = X1 o (tQXQ) = t2<X1 e} XQ)

7, symetrycznosci macierzy przeksztatcenia M, na podstawie réwnosci z Lematu
13.1.3 mamy wiec
t1(X1 0 Xy) = to(X1 0 Xy).

Poniewaz t; # t9, wiec aby réwnos¢ byta spetniona, musi zachodzi¢ X;0 Xy, =0. O

Okazuje sie, ze dla przeksztatcenia zadanego macierzg symetryczng, mozemy
znalez¢ trojke wektorow wtasnych, o bardzo charakterystycznych wtasnosciach. Mowi
o tym nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 13.2.2. Dla dowolnego przeksztatcenia linioweqgo M : R®* — R? zada-
nego macierzq symetryczng istniejq trzy prostopadie jednostkowe wektory X1, Xo, X3 €
R3, bedgce wektorami wlasnymi macierzy przeksztalcenia M.

Dowdd. Przeksztatcenie M ma przynajmniej jedng wartos¢ wtasng t;. Niech vy
bedzie niezerowym wektorem wlasnym dla tej wartosci wtasnej. Wowczas réwniez
X, = U%' - v1 jest wektorem wlasnym dla ¢; i X; ma dtugos¢ 1. Sprobujmy teraz
znalez¢ wektory Xy, Xj3. Niech II oznacza ptaszczyzne prostopadta do wektora X,
zawierajaca (0,0,0).

Zanim przejdziemy do dalszej czesci dowodu, podamy nastepujacy fakt.
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Fakt 13.2.3. Jesli wektor X nalezy do plaszczyzny 11, to rowniez M (X) nalezy do
plaszczyzny 11.

Dowéd (faktu). Dla kazdego wektora X nalezacego do Il mamy XoX; = 0. SprawdZmy,
czy réwniez M(X) o X; = 0. Otrzymujemy:

M(X)OXl:XOM(Xl):XOthl:tl(XOXl):tl'O:O,

wiec wektor M (X)) jest prostopadly do wektora X7, co oznacza, ze M (X) nalezy do
ptaszczyzny II. [

Wréémy teraz do dowodu twierdzenia. Okreslmy przeksztatcenie M, : I — II
jako My(X) = M(X) dla X € II. Poniewaz M,, tak jak przeksztatcenie M, jest
addytywne i jednorodne, wigec My jest przeksztalceniem liniowym ptaszczyzny II.
Wprowadzmy na ptaszczyznie II uktad wspoétrzednych O,,,, wyznaczony przez jed-
Z1

nostkowe prostopadte wektory F}, F, jako wersory. Wektor X ma wspotrzedne E
2

czyli X = x1F| + xoF5. Niech mg = (CCL Z) bedzie macierza przeksztatcenia My w
uktadzie O,,.,. Oznacza to, ze

(1) My(Fy) = aF + cFy

(2) My(Fy) =bF, + dF;

Pokazemy teraz, ze b = ¢, czyli ze macierz mg jest symetryczna. Wiemy, ze F, Fy
sg wektorami jednostkowymi wzajemnie prostopadtymi, stad mamy

FloFy=FyoF, =0, FLoF, =1, FyoF, = 1.
Mnozymy réwnanie (1) skalarnie przez F, i otrzymujemy
My(Fy) o Fy = (aFy + cFy) o Fy = aFy 0o Fo + cFyo Fy = c.
Podobnie, mnozac réwnanie (2) skalarnie przez F; otrzymujemy
Fio My(Fy) = Fy o (bFy + dFy) = bFy o Fy + dFy o Fy = b.

Zatem ¢ = My(Fy) o Fy = M(Fy) o Fy = Fy o M(Fy) = Fy o My(Fy) = b.

Przeksztalcenie M, plaszczyzny zadane jest macierzg symetryczna, zatem na pod-
stawie wiadomosci o takich macierzach jakie podane zostalty w pierwszej czesci
skryptu, wiemy ze posiada ono dwa wzajemnie prostopadte wektory wtasne U, W.
Wowcezas Xy = %‘ ‘U, X3 = % - W sa jednostkowymi, wzajemnie prostopadtymi
wektorami wlasnymi dla przeksztalcenia My, czyli réwniez dla M. Wektory X,, X3
naleza do ptaszczyzny II, tym samym sa prostopadte do wektora X, tak wiec wek-
tory X7, Xo, X3 sg parami prostopadte. [
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Uwaga 13.2.4.

(1) Wartosci wilasne dla wektorow wlasnych X1, Xo, X3, z powyzszego twierdzenia,
niekoniecznie muszq byé rozne. Np. jesli przeksztatcenie M zadane jest macierzg

5 0 0
0 —1 0|, wtedy za wektory wtasne mozemy przyjoc
0 0 5
Xi=e€1, Xo=e3, Xz=¢e3
-3 0 0
dla wartosci wiasnych 5; —1;5. Natomiast dla macierzy | 0 —3 0 | wszys-
0O 0 -3

tkie wartosci wlasne bedg takie same.

(2) Wektory X1, Xo, X3 na 0gét mozna wybraé na wiele réznych sposobow.

13.3 Diagonalizacja macierzy.

Ponizej podamy sposéb przedstawiania pewnych macierzy (w tym dowolnych
macierzy symetrycznych) w postaci iloczynu trzech macierzy, z ktérych jedna jest
macierza diagonalng, a pozostale sa macierzami utworzonymi z wektorow wtasnych
macierzy m. Takie przedstawienie, nazywane diagonalizacjg macierzy, ma wiele za-
stosowan. Podamy jedno przyktadowe zastosowanie - do potegowania macierzy.

Twierdzenie 13.3.1 (diagonalizacja macierzy). Niech M : R® — R3 bedzie
przeksztalceniem liniowym zadanym macierzg m. Zatézmy, ze liniowo niezalezne
wektory X1, Xo, X3 sq wektorami wlasnymi przeksztatcenia M o wartoSciach wias-
nych ty,ts, t3. Oznaczmy przez p = (X1, Xo, X3) macierz utworzong z wektoréw

t; 0 0
X1, Xy, X3 jako kolumn, zas przezd = | 0 to 0 | macierz diagonalng utworzong
0 0 ft3

z wartosct wtasnych ty,ts, t3. Wowczas macierz m mozemy przedstawi¢ w postact
m = pdp~'.
Zanim przejdziemy do dowodu tego twierdzenia, podajmy pomocniczy fakt:

Fakt 13.3.2 (réwnosé przeksztalcen liniowych). Niech Ty, T, : R* — R3 bedg
dwoma przeksztatceniami liniowymi, zas A, B,C € R® liniowo niezaleinymi wek-
torami. Zaléimy ponadto, ze Ti(A) = Tr(A), Ti(B) = Tx(B), T1(C) = TH(C).
Wéwczas dla kazdego X € R* mamy T1(X) = To(X), czyli Ty = Ts.

Dowéd (faktu). Kazdy wektor X € R mozna jednoznacznie przedstawié¢ w postaci
X=t-A+s-B+r-C dlapewnych t,s,r € R Wowczas:

N(X)=Ti(t-A+s-B+r-C)=t-T1(A)+s-T(B)+r -T:(C) =
=t - To(A)+s-To(B)+7r-To(C)=Ta(t-A+s-B+r-C)=Ty(X).
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Dowdd (twierdzenia). Niech P, D beda przeksztalceniami liniowymi zadanymi ma-
cierzami p,d. Mamy woéwczas M(X;) = t;X;, dla i = 1,2,3 oraz P(e;) = X;, dla
i = 1,2,3. Zauwazmy, ze macierz p jest odwracalna, bo det p = det(Xy, Xs, X3) # 0,
co wynika z liniowej niezaleznosci wektorow X, Xo, X3. Zatem przeksztalcenie P
jest odwracalne i mamy P~!(X;) = F;. Ponadto zachodzi réwniez D(e;) = t;e;, dla
1=1,2,3. Dla 1 =1,2,3 mamy wi¢c

PDP™Y(X;) = PD(e;) = P(tie;) = t;P(e;) = t: X; = M(X,).

Poniewaz X, X5, X5 sg liniowo niezalezne, z Faktu 13.3.2 wynika PDP~! = M, a
wiec pdp~t = m. O

Whniosek 13.3.3. Niech m bedzie macierzqg symetryczng rozmiaru 3 X 3, zas M :
R3 — R® przeksztalceniem liniowym zadanym tg macierzq. Woéwczas

m = pdp™",
t1 0 0
gdzie p jest pewnqg macierzqg ortogonalng, zas d = | 0 to 0 | jest macierzq diago-
0 0 ft3

nalng o wyrazach rownych wartosciom wtasnym przeksztatcenia M.

Dowdd. Zgodnie z Twierdzeniem 13.2.2 przeksztatcenie M ma trzy parami prostopa-
dle, jednostkowe wektory wtasne Xi, X, X3. Macierz p = (X3, Xa, X3), jak wiemy
z Lematu 12.1.2, jest macierzg ortogonalng. Na podstawie Twierdzenia 13.3.1 wiemy
réwniez, ze zachodzi m = pdp~!. O

Uwaga 13.3.4 (ortogonalna diagonalizacja macierzy). MoZliwosé przedstawie-
nia macierzy m w postaci iloczynu pdp~*, gdzie macierz p jest ortogonalna a macierz
d - diagonalna, nazywa sie ortogonalng diagonalizacjg macierzy m.

Tak wiec Wniosek 13.3.3 oznacza, ze kazda macierz symetryczng mozna zdiagonali-
zowaé¢ w sposOb ortogonalny:.



Rozdzial 14

Nowe uklady wspoélrzednych

W celu okreslenia potozenia punktu stosuje si¢ uktad wspotrzednych. Opisany w
pierwszym rozdziale uktad wspotrzednych to uktad kartezjanski. Nie jest on jednak
jedynym sposobem zapisywania potozenia punktéw. W wielu sytuacjach wygodniej
jest postuzy¢ sie innym uktadem wspotrzednych, tzw. uktadem uko$nokatnym.

W rozdziale tym blizej zajmiemy si¢ innymi uktadami wspotrzednych. W pier-
wszym podrozdziale zdefiniujemy, czym jest uktad ukos$nokatny na plaszczyznie,
nastepnie podamy analogiczng definicje w przypadku przestrzeni. Nauczymy sie
okresla¢ wspotrzedne punktu w tych uktadach. W kolejnych podrozdziatach poz-
namy sposoby na zamiane wspélrzednych punktéw w jednym uktadzie na wspot-
rzedne w innym, pokazemy tez, jak znajdowaé¢ macierz przeksztalcenia w nowym
uktadzie.

14.1 Uktad uko$nokatny na ptaszczyznie.

Definicja 14.1.1 (uklad ukos$nokatny). Uktadem uko$nokatnym nazywamy taki
uktad, w ktorym:

(1) osie uktadu nie musza by¢ prostopadte,
(2) jednostki na osiach nie musza by¢ jednakowe.

Przyktad takiego uktadu zostal przedstawiony na rysunku ponizej.

W uktadzie kartezjanskim wprowadzilismy pojecie wersoréw. Mozemy to zrobic
rowniez w uktadzie ukosnokatnym.

111
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Definicja 14.1.2 (wersory w uktadzie). Wersorami w uktadzie nazywamy wek-
tory osiowe o dtugosci rownej jednostce na danej osi oraz zwrocie zgodnym z dodat-
nim kierunkiem na osi.

Na rysunku ponizej wersorami sa wektory Fi, Fo.

T

Podobnie jak w uktadzie kartezjanskim, réowniez w uktadzie ukosnokatnym
mozemy przyporzadkowaé kazdemu punktowi wspotrzedne.

Uwaga 14.1.3 (wspélrzedne punktu). Wspdlrzedne punktu X wyraZa sie za
pomocg jego rzutow na osie, w kierunku drugiej osi. W ukladzie ukosnokgtnym rzuty
te na ogot nie sq prostokgtne.

Rozwazmy w przyjetym przez nas uktadzie wspotrzednych o wersorach Fy, Fb
punkt X o wspotrzednych (z1, x2). Mozemy te wspotrzedne zinterpretowaé w sposéb
wektorowy i z takiej interpretacji bedziemy korzystaé¢ w dalszei') czesci. Zauwazmy,
ze punkt X mozemy utozsamia¢ z jego wektorem wodzacym X, ktory wyraza sie
jako

H
X = $1F1 + IQFQ.

T

14.2 Uktad ukosnokatny w przestrzeni.

Podobnie jak na ptaszczyznie, tak i w przestrzeni mozemy wprowadzi¢ niekartez-
janski uktad wspotrzednych. Za wersory takiego uktadu mozemy przyjaé¢ dowolng
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trojke liniowo niezaleznych wektorow Fi, Fy, F5. Oznaczmy przez O, y,u, 1kosnokatny
uktad zwigzany z tymi wektorami (traktowanymi jako wersory).

Uy

O U2

us

W przestrzennym uktadzie uko$nokatnym nie bedziemy zajmowac sie okreslaniem
wspotrzednych punktu za pomocg rzutowania. Skorzystamy tutaj z wektorowej charak-
teryzacji, jaka znamy z plaszczyzny i przez analogie okreslimy wspotrzedne w prze-
strzeni.

Definicja 14.2.1 (wspélrzedne punktu). Punkt X ma w uktadzie Oy, s, O
U1

wersorach Fi, Fy, F3 wspotrzedne | vy | wtedy i tylko wtedy gdy X = v Fy +
U3

UQFQ + U3F3.

14.3 Macierz przejScia do nowego ukladu wspoét-
rzednych.

Dla danego punktu jesteSmy w stanie okresli¢ jego wspotrzedne w dowolnym
uktadzie wspotrzednych. Zastanowmy sie jednak, jaki jest zwigzek miedzy wspotrzed-
nymi tego samego punktu w réznych uktadach. Przydatne mogtoby okazac si¢ znale-
zienie sposobu zamiany jednych wspotrzednych na drugie. W naszych rozwazaniach
zajmowac bedziemy sie tylko takimi parami uktadéw wspotrzednych, ktore maja ten
sam poczatek. Zatézmy, ze znamy wspoélrzedne wersoréw F; nowego uktadu Oy, upus.

i
w ukladzie kartezjanskim O,,,. Niech F; = | fo |, dla¢=1,2,3.
Jai
Definicja 14.3.1 (macierz przejscia). Macierza przejécia do uktadu Oy, yy0, nazy-
Ju fi2 fi3
wamy macierz f = (Fy Fy F3) = | for  fae  fa3 | utworzona ze wspéhrzednych wer-
Ja1 fa2 f33

sorow F; jako kolumn.

Uwaga 14.3.2. Zauwazmy, zZe skoro wektory Fy, Fy, F3 sq liniowo niezalezne, to
macierz przejscia jest macierzg odwracalng.
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14.4 Wspodirzedne wektoré6w w nowych uktadach.

Pokazemy teraz jak majac wspotrzedne wektora w jednym uktadzie znalezé jego
wspoétrzedne w drugim. Zacznijmy od tatwiejszego przypadku.

> Zamiana wspoélrzednych uktadu O,,,,,, na wspéirzedne uktadu O,,.

U1
Wezmy wektor X, ktory w nowym uktadzie Oy, ma wspotrzedne | ve |. Wiemy,
U3
ze
X = v by + v by + vk,
co po podstawieniu wspotrzednych mozemy zapisa¢ jako
Jin Ji2 J13
X=wv| fa | +ve| foo | +uvs| fo3
f31 J32 f33
Przeksztatcajac dalej otrzymujemy
v1f11 + v2f12 + V3 f13 Juu Sz fi3 U1
X =1 vifatuvafetuvsfozs | =|fa fo fs3 vy | =1V
v1fa1 + V2 f32 + V3 f33 fa1 fs2 fa3 U3

Krétko mozemy wiec zapisac
X = fV.

Przyktad. Rozwazmy wektor X, ktéry w uktadzie O, 4,44, 0 Wersorach

1 % 1
=1, FK=|1]|,FKR=|1/],
0 0 1
1
ma wspolrzedne V. = 5 |. Znajdzmy wspoétrzedne tego wektora w uktadzie
-2

Ogy-. Zgodnie z powyzszymi rozwazaniami wspotrzedne tego wektora w uktadzie
Oyy. Wyrazaja sie¢ wzorem X = fV, gdzie f jest macierzg przejscia do uktadu Oy, yyus,
w naszym przypadku

111
f=1111
001

Wektor X ma zatem wspotrzedne

X =fv=

O = =
O N
—_

I
B
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1
Wektor, ktory w uktadzie o wersorach F, Fy, F3 ma wspoétrzedne V' = 5
—2
1
13
w ukladzie Oy, ma wspoélrzedne X = 4
—2

Zajmijmy sie teraz trudniejszym przypadkiem.

> Zamiana wspoélrzednych uktadu O,,. na wspéirzedne uktadu O, 0,

T
Niech X bedzie wektorem, ktéry w uktadzie O, ., ma wspotrzedne X = [ x5
T3
U1
Sprobujmy znalez¢ wspolrzedne | vy | tego wektora w uktadzie Oy, yyu,. Oznaczmy
U3
U1
w skrocie V = | vy | . Jak wiemy z poprzedniego podpunktu,
U3
X = fV.

Wspblrzedne V' mozemy zatem obliczy¢ mnozac te rownos¢ lewostronnie przez macierz
f~1. Macierz f~! istnieje, bo macierz f, utworzona z liniowo niezaleznych wektoréw
Fi, Fy, F3, jest odwracalna. Otrzymujemy zatem

fX =V =V,

czyli
V=Ff'X.

Przyklad. Rozwazmy ten sam wektor X co w poprzednim przyktadzie. Tym razem
zalézmy jednak, ze mamy dane wspétrzedne tego wektora w uktadzie O,y . tzn.

11
2
X = 4 |. Chcemy znalez¢ wspoétrzedne V' tego wektora w uktadzie Oy, ypu; 0
-2
1 : 1
wersorach Fy = [ 1 |, Fo =1 1 |, F5 = | 1 |. Zgodnie z przeprowadzonym
0 0 1

powyzej rozumowaniem wspotrzedne te wyrazaja sie¢ wzorem
V=f1X.

Wyznaczmy zatem macierz odwrotng do macierzy f. Zgodnie z Twierdzeniem 7.4.7
macierz ta zadana jest wzorem

2 -1 -1
ff=1-2 2 0
0 0 1
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Wspoétrzedne wektora X w nowym uktadzie to zatem

2 -1 -1\ [/ 13 1
V=[-2 2 0 4 |=1 5
0 0 1 —2 -2

14.5 Macierze przeksztalcen w nowych uktadach
wspolrzednych.
Potrafimy juz okresli¢ wspotrzedne wektora w nowym uktadzie. Postaramy sie

teraz, majac dane przeksztalcenie liniowe M o macierzy m, znalez¢é macierz m’ tego
przeksztalcenia w nowym ukladzie. Macierz m’ bedzie taka macierza, dla ktorej

Uy
obrazem wektora U = | ug | (sa to wspéirzedne w nowym ukladzie) przez przek-
Uus
Uy
sztalcenie M, jest wektor U’ = | ufy |, taki ze U' = m/U.
/
ug

Wezmy przeksztalcenie liniowe M : R?* — R®, ktére w ukladzie O,,,, ma macierz
m. Znajdzmy macierz m’ tego przeksztatcenia w uktadzie O, yyu, . Rozwazmy wektor
T
X = | zo |. Obraz tego wektora przez przeksztalcenie M to M(X) = m - X.
Z3
Wektor X ma w ukladzie Oy, ypu, Wspéhrzedne V = f~1X. Wspolrzedne obrazu
tego wektora w ukladzie Oy s to fTimX. Zauwazmy, ze jesli m’ jest macierza
przeksztalcenia M w uktadzie Oy, upus, to M(X) ma w tym uktadzie wspotrzedne
m'V . Zatem dla dowolnego wektora X € R® mamy

ftmX =m'V,

czyli
fimX =m/f1X.

Réwnosé ta zachodzi dla dowolnego wektora X € R3.

Zanim przejdziemy dalej podamy pomocniczy lemat.

Lemat 14.5.1. Dla my, ms bedgcych dowolnymi macierzamsi rozmiaru 3 X 3, jesli
dla kazdego wektora X € R? zachodzi mi X = moX, to mi = ms.

ap by o az by o
Dowdd. Niech mp = d1 €1 f1 , Mo = dg €9 f2 s
g1 hi Kk g2 ha ky
1 a171 + bz + a3 1 a1 + bawo + coxs
wowezasmy | w9 | = | dizi +eixo+ fizs |, mo| 2o | = | doxy + eaws + foxs
I3 g1 + hll’g + k1$3 I3 go1 + hgl’g + kg.%‘g

Skoro m1 X = my X, to np.

a1 + b1xa + 13 = asxy + byxs + coxs.
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Wiemy, ze réwnosc¢ ta jest spetniona dla dowolnego wektora X, wiec w szczegdlnosci

1
dla X = 0 |. Otrzymujemy woéwczas
0
al'1+b1'0—|—01'O:a2'1+b2'0+C2'0,
czyli
a; = Q9.
0
Podobnie, dla wektora X = | 1 | otrzymujemy b; = by. Postepujac analogicznie,
0
mozemy wykazacé, ze macierz m; ma wszystkie wyrazy rowne odpowiednim wyrazom
macierzy ma, czyli my = mo. O]

Wréémy do wyznaczania macierzy m’. Otrzymalismy dla dowolnego X € R3
fimX =m/f1X.
Stosujac powyzszy lemat mamy
fTm=mf

Mnozac obie strony tej rownosci z prawej strony przez macierz f dostajemy ostate-
czny wzér na m':
fimf=m.

Twierdzenie 14.5.2. Macierz m’ przeksztatcenia M w nowym ukladzie wspotrzed-
nych wyraza sie wzorem

T =
gdzie f jest macierzq przejscia do nowego uktadu wspolrzednych, natomiast m to
macierz przeksztatcenia M w wyjsciowym uktadzie.

Przyktad. Niech T : R® — R? bedzie przeksztalceniem liniowym majgcym trzy li-
niowo niezalezne wektory wtasne F}, Fy, F3 o wartosciach wlasnych ¢y, to, t3. Wowczas
w uktadzie Oy, yyu, zWigzanym z wektorami Fy, Fy, I3, przeksztatcenie T' zadane jest

ty 0 0
macierza diagonalna | 0 5 0
0 0 ft3

Podamy teraz dwa uzasadnienia poprawnosci tak wyznaczonej macierzy.

Uzasadnienie 1 (bezposrednie).
Macierz przeksztaltcenia tworzy sie z obrazéw wersorow T'(Fy), T'(Fy), T'(F3), rozktada-
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jac je wzgledem Fy, Fy, Fj:

t
T(F)=tFi=tFFi+0-F,+0-Fs=| 0
0
0 wspotrzedne
T(FQ) :tQFQ :OF1+t2F2+OF3 = tg w uktadzie
0 Oulugu:;
0
T(F3)=0-Fi+0-Fy+t3F35=| 0
i3
Tak wiec szukana macierz to
ty 0 O
m' = 0 t2 0
0 0 i3

Uzasadnienie 2 (korzystajace ze wzoru m’ = f~imf).
Poniewaz f = (F} Fy F3), za$ F; sa wektorami wlasnymi, to korzystajac z twierdzenia
o diagonalizacji, czyli Twierdzenia 13.3.1, mozemy zapisa¢ macierz m przeksztatce-

t7 0 0
nia T jako m = fdf~!, gdzied = [0 ty 0 |. Wstawiajac to do wzoru na m’
0 0 {3
otrzymujemy
m' = fimf = fHfATNf = (F A ) = d,
czyli
t; 0 0
m' =d=10 tQ 0 5
0 0 ft3

tak jak chcielismy:.



Rozdzial 15

Formy kwadratowe i powierzchnie
stopnia drugiego

W rozdziale tym wprowadzony zostanie pewien rodzaj funkcji, zwanych formami
kwadratowymi. W poczatkowych podrozdziatach poznamy podstawowe definicje
zwigzane z tym pojeciem, poznamy przyktady form kwadratowych, nauczymy sie
rowniez znajdowac ich posta¢ w nowych uktadach wspotrzednych. W dalszej czesci
poznamy sposob na odréznienie ich od siebie, za pomoca powigzanych z nimi po-
wierzchni charakterystycznych, zwanych kwadrykami. Na koniec szerzej zajmiemy
sie wtasnosciami form kwadratowych i zwigzanych z nimi macierzy symetrycznych.

15.1 Podstawowe definicje.

Definicja 15.1.1 (forma kwadratowa). Forma kwadratowa w R® to funkcja

postaci
x

o| y | =ax®+ 2bxy + 2crz + dy* + 2eyz + f22,
2

gdzie a, b, c,d, e, f sa pewnymi ustalonymi liczbami rzeczywistymi, nazywanymi wspot-
czynnikami formy ¢.

Tak okreslonemu przeksztatceniu mozemy przyporzadkowaé pewna macierz,
zwana macierza formy kwadratowej.

Definicja 15.1.2 (macierz formy kwadratowej). Macierza formy kwadratowej

x
@ postaci ¢ | y | = ax? + 2bxy + 2cvz + dy? + 2eyz + f2% nazywamy macierz
2
symetryczng
a b c
m=1b d e
c e f

119
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/ Przyktad.
(1) Dla formy kwadratowej okreslonej wzorem
x
0| v | =4xy + 322+ 2y* — 327
z

odpowiadajaca jej macierz to

02 3
m=12 2 0
3
5 0 =3
(2) Macierzy symetrycznej
-1 3 1
m=1|3 4 =2
1 =2 0
odpowiada forma kwadratowa postaci
x
ol y | = —2®+ 62y + 222 + 4y — 4yz.
z
£ Intuicyjnie oczywista wydaje si¢ nastepujaca uwaga, ktorej dowodd pozostawimy

do wykonania czytelnikowi.

Uwaga 15.1.3. Kazdej formie kwadratowej odpowiada doktadnie jedna macierz
symetryczna, jednoczesnie kazdej macierzy symetrycznej odpowiada jedna forma kwadra-
towa.

Podana powyzej definicja macierzy formy kwadratowej nabiera sensu w $wietle
nastepujacego faktu.

x
Fakt 15.1.4. Jesli m jest macierzq formy kwadratowej ¢, za$ X = | y | jest
z
dowolnym wektorem, to
x
ol v | =Xo(mX).
z

Dowod. W dowodzie skorzystamy z definicji iloczynu skalarnego i podstawowych
wtlasnosci dziatan na macierzach oraz liczbach rzeczywistych:

x a b c x x ar + by + cz
XomX)=|y [o]|b d e y|l=1y |o| ba+dy+ez | =
z c e f z z cx+ey+ fz
= az® 4 by + cxz + bry + dy® + eyz + cxz + eyz + f22 =
x
= ax? + 2bxy + 2cxz + dy? + 2eyz + fR = | ¥
z
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15.2 Formy kwadratowe w nowych uktadach wspoét-
rzednych.

W poprzednim rozdziale nauczyliSémy sie znajdowaé wspotrzedne wektora oraz
posta¢ macierzy przeksztatcenia w nowym uktadzie wspotrzednych. Teraz pokazemy;,
jak w nowym uktadzie znalezé posta¢ formy kwadratowej.

Lemat 15.2.1 (o postaci formy kwadratowej w nowym ukladzie wspél-

rzednych). Niech ¢ bedzie formg kwadratowg w R* zadang (we wspdlrzednych Oy, )

macierzg m. Niech Oy, bedzie nowym ukladem wspdtrzednych, o macierzy przej-

scia f. Wowczas forma ¢ wzgledem nowych wspotrzednych u,v,w ma takqg samg
U

0gélng postaé ¢ | v | = Au? + Buv + Cuw + Dv? + Evw + Fw? na ogél z zupetnie
w

innymi wspotczynnikami A, B,C, D, E, F. Oznacza to, ze forma ¢ jest w nowym

ukladzie wspolrzednych dalej formq kwadratowg. Ponadto macierz m' formy ¢ w

nowym uktadzie wyraza sie wzorem

m = fr-m- f.

Dowad.

Dowodd powyzszego lematu przeprowadzimy w trzech etapach. Na poczatek po-
kazemy, ze forma ¢ w nowym uktadzie jest rzeczywiscie forma kwadratowa, nastepnie
udowodnimy, ze macierz tej formy wyraza sie podanym wzorem. Na koniec uzasad-
nimy, ze macierz m’ jest macierzg symetryczna.

u x
Oznaczmy przez U = v | nowe wspoélrzedne wektora X = | y |. Jak
w z

wiemy z poprzedniego rozdziatu, wéwcezas X = fU, czyli

T = fuiu+ fi2v + fizw
Yy = foru + foou + fogw .
z = fa1u+ f3ov + fazw

Po podstawieniu tych wyrazen do wzoru na ¢ = az?+2bxy+2cxz+dy*+2eyz + f 22,
po uproszczeniu i pogrupowaniu ze wzgledu na u?, v2, w?, wv, uw, vw, otrzymujemy

¢ = (affi +2bf11fo1r + 2¢fir far + dfsy + 2efor far + [ f31) - v+
+ (affy + 20 f12faz + 2¢f12f32 + df3, + 2efar fao + [ f3y) - 0+
+ (affs + 2bf13fos + 2¢ fisfas + df3s + 2¢ fos faz + f [f35) - WP+
+2-(afi1 fra+0(fir fort+ frafor)+c( fi1 faot frafa1) +dfor faote( for faot for f31)+ f faa fa1)-uv+
+2-(afi1 fis+b0(fi1fas+ fiz for)+c(fi1 faz+ fisfa1) Hdfor fozte( for fas+ fas f31)+ f f33 fa1) -uw+
+2-(a fi2f13+0( fi2 foz+ fi3 fo2)+c( frof33+ f13 f32) +dfoz fas+e( for f33+ foz f32) + f f32 f33)-vw.

Jak widaé, wspotczynniki przy u?, v?, w?, uv, vw, vw zaleza tylko od wspoétezynnikéw
a,b,c,d, e, f oraz od wyrazéw macierzy przejécia, wiec w skrocie mozemy macierz ¢
zapisa¢ w postaci ¢ = Au? + Buv + Cuw + Dv? + Evw + Fw?.
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Przejdzmy do drugiej czesci dowodu. Wzér m’ = fImf na macierz formy
kwadratowej w nowym uktadzie wyprowadzimy dla szczegélnego przypadku, gdy
nowy uktad O, jest tez uktadem kartezjanskim, tzn. jego wersory Fi, Fh, F3 sa
parami prostopadte i majg dtugosé 1. Zanim przejdziemy dalej, udowodnimy pewien
pomocniczy fakt.

Fakt 15.2.2. Macierz przejscia f do nowego uktadu kartezjanskiego jest macierzq
ortogonalng.

Dowéd (faktu).

Macierz f jest utworzona z wersoréw ukladu traktowanych jako kolumny f =
(Fy Fy F3). Skoro Fy, Fy, F3 sa parami prostopadle i jednostkowe, to macierz f,
zgodnie z Lematem 12.1.2, jest ortogonalna. O

Wréémy do dowodu wzoru. Zauwazmy, ze zgodnie z Faktem 15.1.4, w uktadzie
Oyy> mamy
p(X) = X o (mX),

a w uktadzie O,y

o(X)=Uo (m'U).

Zatem réwno$¢ X o (mX) = U o (m'U) zachodzi dla dowolnego wektora X € R3
i jego wspolrzednych U w nowym ukladzie. Szukamy wiec m’ takiego, ze zachodzi
@ = U om/U. Zauwazmy, ze skoro macierz f jest ortogonalna, to réwniez ! jest
ortogonalna, tak wiec dla dowolnych wektoréw A, B mamy f Ao f'1B = Ao B.
Wykorzystujac te zalezno$¢ w naszej réwnosci, otrzymujemy

0 = Xo(mX) = fUomfU = f 1 (fU)of 1 (mfU) = Uo(f'mf)U = Uo(f'mf)U.
Wiemy, ze speliona jest réwno$é X o (mX) = U o (m'U), tak wiec mamy
Uo(f'mf)U =U o (m'),

dla U bedacych wspotrzednymi w nowym uktadzie dla dowolnego X, czyli dla dowol-
nego U.
Szukana macierz m’ to zatem

m' = f~imf.

Ogélny przypadek mozna uzasadni¢ bezposrednim, niestety bardzo obszernym, ra-
chunkiem. Tutaj go pominiemy.

Na koniec pozostaje jeszcze sprawdzié, ze macierz m’ jest rzeczywiscie macierzg
symetryczna. W tym celu sprawdzmy, ze

Pamietajmy, ze macierz m jako macierz formy kwadratowej jest macierzg symetryczna.
Mamy wéwczas

(m)" = (ffmf) =" -mt () =1 om f =,

co konczy dowdd. O
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15.3 Kwadryki form kwadratowych.

Najwazniejsze, a zarazem najtatwiejsze do obserwowania, formy kwadratowe to
te, ktére nie zawierajag w swoim wzorze wyrazéw mieszanych, czyli formy postaci
ax® + dy? + fz?, opisane przez macierze diagonalne. Takie formy mozna odréznia¢
od siebie i dzieli¢ na pewne grupy za pomoca tzw. powierzchni charakterystycznych
zwanych tez kwadrykami form.

Definicja 15.3.1 (kwadryka formy kwadratowej). Kwadryka zwiazana z forma
kwadratowa o nazywamy powierzchnie (lub zbiér) w R? zadang wzorem

X

ol y | =1
z

W dalszej czesci tego rozdziatu sprobujemy dokonaé przegladu kwadryk form
kwadratowych zadanych macierzami diagonalnymi, czyli kwadryk postaci

ar® +dy* + f22 =1.

Podzielimy kwadryki ze wzgledu na znak wspotczynnikow a, d, f.

> Przypadek (1), gdya>0,d >0, f >0
Réwnanie ax? + dy? + f2? = 1 mozemy przeksztaltcié do postaci

$2 y2 22

& @& (&)

Zauwazmy, ze rOwnanie zapisane w tej postaci przypomina rownanie elipsy. Zobaczmy;,
czym jest przekrdj powierzchni zadanej tym rownaniem z plaszcezyznami wspotrzed-
nych. Przekrdj z plaszczyzng z = 0 to elipsa o rownaniu

= 1.

2 2
x S+ Y =1,
1 1
(=) ()
czyli elipsa o potosiach dtugosci ﬁ, ﬁ.

\é
-

/.’1—
T
$
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Przekroje z ptaszczyznami x = 0, y = 0 rowniez beda elipsami. Szukang przez nas

kwadryka jest elipsoida o poétosiach dtugosci ﬁ, %, %

~

X

> Przypadek (2),gdy a>0,d>0, f<0

Podobnie jak poprzednio, mozemy przeksztatci¢ réwnanie opisujace te kwadryke.
Otrzymujemy

22 2 2
TtTtT =1
a d f
Przeksztatcajac dalej mamy
22 2 22
TtT-—1=1
a d f

Zauwazmy, ze —% jest dodatni, wiec rownanie powyzsze mozemy zapisaé jako

2 2 2
i y4
y __ ~ 1.

@& & (5
va vd —
Zbadajmy przekroje tej figury z ptaszczyznami wspotrzednych. Przekrdj z ptaszezyzng

z = 0 to elipsa. Przekroje z ptaszczyznami x = 0 1 y = 0 to hiperbole. Szukana
kwadryka to hiperboloida jednopowlokowa eliptyczna.

Y
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Przypadki, gdy a <0, d >0, f >0oraza >0, d <0, f > 0 mozna rozwazac
analogicznie. Otrzymujemy woéwczas kwadryki przedstawione na rysunkach ponizej,
gdzie pierwszemu warunkowi odpowiada kwadryka przedstawiona na pierwszym ry-
sunku.

Te trzy rodzaje hiperboloid wygladaja podobnie sa tylko obrécone.
> Przypadek (3),gdya>0,d<0, f<O0

Tak jak poprzednio, przypadek ten mozemy traktowa¢ bardziej ogélnie, mia-
nowicie obejmuje on wszystkie kombinacje wspotczynnikéw, z ktorych jeden jest
dodatni, a pozostate ujemne. Przeksztalé¢my rownosé opisujaca te kwadryke. Otrzy-
mujemy

ZL’2 y2 2’2

12 )2 N\
@ s ()

W tym wypadku nie bedziemy przytaczac przeksztatcen prowadzacych do tej rownosci.
Przekroje z ptaszczyznami z = 0,y = 0 sg hiperbolami. Przekréj z ptaszczyzna x = 0
jest zbiorem pustym. Jezeli bedziemy bada¢ przekroje z ptaszczyznami réwnolegltymi
do tej plaszezyzny, czyli plaszczyznami z = ¢, dla ¢ € R, to okaze sig, ze dla |c| > ==
przekroje te beda elipsami. Kwadryka, ktora opisuje to réwnanie, to hiperboloida
dwupowlokowa eliptyczna.
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> Przypadek (4), gdy a<0, d<0, f<O0

W tym wypadku réwnosé opisujaca te kwadryke mozemy przeksztatci¢ do postaci

Zauwazmy, ze po lewej stronie mamy wyrazenie, ktére zawsze przyjmuje wartosci
ujemne, lub zero, natomiast prawa strona réwnosci to 1, tak wiec zbiorem rozwigzan
tej rownosci jest zbior pusty. W takich przypadkach mozna rozwazaé¢ druga powierzch-

x

ni¢ charakterystyczng ¢ | y | = —1. W naszym przypadku otrzymujemy
z
22 y? 2

- - - = 1.

) ()

Po obustronnym przemnozeniu przez —1 daje to

22 y? 22 .
& @ (s

Druga powierzchnia charakterystyczna bedzie w tym wypadku elipsoidg.

> Przypadek (5),gdy a>0,d>0, f=0
W tym wypadku réwnanie kwadryki mozna przeksztalci¢ do postaci

1'2 y2

SANERCE

(=) (%)
Zauwazmy, ze jest to réwnanie elipsy na plaszczyznie. Rownanie to nie zalezy od
zmiennej z. Przekrojem z dowolna ptaszczyzng z = ¢ bedzie zatem elipsa. Zauwazmy;,
ze bez wzgledu na to, jakie ¢ wybierzemy zawsze otrzymamy te sama elipse. Zatem
dla takich wspotczynnikéw otrzymujemy figure nazywanag walcem eliptycznym.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze figura ta rozciaga sie nieskonczenie w gore i w dot,
ale nie ma zadnej podstawy jak znane nam ze szkoty walce.
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>4 Y

Mozemy rozwazad jeszcze dwie analogiczne sytuacje, tzn. gdy a =0, d > 0, f >
Ooraz a >0, d =0, f > 0. Kwadryki otrzymane w ten sposéb wygladaja podobnie
jak ta na rysunku powyzej, sa tylko obrécone.

W wickszosci z dalszych przypadkéw bedziemy mogli okresli¢ takie dodatkowe
kwadryki, ktére sa jedynie obrotami tych rozwazanych przez nas. Dlatego pominiemy
je w dalszych rozwazaniach.

> Przypadek (6), gdy a>0, d<0, f=0
Rownanie tej kwadryki mozna przeksztatci¢ do postaci

IQ ,y2

1\ 1)\
(=) ()
Zauwazmy, ze réwniez w tym przypadku réwnanie nie zalezy od zmiennej z. W

przekroju z dowolna ptaszczyzng réwnolegta do z = 0 otrzymamy te samag hiperbole.
Opisana tym réwnaniem kwadryka to walec hiperboliczny.

~

Z //—
D S

. T e ul
L ~
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> Przypadek (7), gdy a<0, d<0, f=0

Roéwnanie tej kwadryki mozemy przeksztalci¢ do postaci

.CIZ'2 y2

L) ()

(=) ()
Jak nietrudno sie przekonaé, podobnie jak w jednym z poprzednich przypadkow,
zbior rozwigzan tego réwnania jest zbiorem pustym. Réwniez tutaj mozemy rozwazac

druga powierzchni¢ charakterystyczng ax? + dy?> = —1, ktérej réwnanie mozemy
sprowadzi¢ do postaci

1,2 y2
+ =1.
(&) (4)

7 postaci tego rownania mozemy wnioskowac, ze druga powierzchnia charakterysty-
czna jest walcem eliptycznym.

> Przypadek (8),gdy a>0,d=0, f=0
Roéwnanie kwadryki przyjmuje postac
ar?® =1,

co mozemy zapisaé jako xz = :l:ﬁ. Roéwnanie to nie zalezy od zmiennej y i zmien-
nej z, zatem dla z = ﬁ przebiega wszystkie wartosci y, z jest to wiec pltaszczyzna
rownolegla do ptaszczyzny x = 0 i przecinajaca o$ O, w punkcie (ﬁ, 0,0). Podob-
nie mamy dla r = —%. Rozwigzaniem sg zatem dwie ptaszczyzny rownoleglte do
plaszczyzny x = 0.

~
A

xr

> Przypadek (9), gdy a<0, d=0, f=0
Podobnie jak w poprzednim przypadku, réwnanie kwadryki to
ar® =1.

Zauwazmy jednak, ze skoro a < 0, to réwniez az? jest liczba ujemng lub zerem, tak
wiec nigdy nie bedzie réwne 1, stad rozwigzaniem jest zbiér pusty. Druga powierzch-
nia charakterystyczna, ktérej rownanie to

ar® = —1,
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sprowadza si¢ do poprzedniego przypadku, zatem jest para ptaszczyzn rownoleglych.

> Przypadek (10), gdy a=0, d=0, f=0

Dla takich wspotczynnikow forma ¢ to forma zerowa. W takim wypadku zaréwno
pierwsza, jak i druga powierzchnia charakterystyczna to zbior pusty.

15.4 Kwadryki w nowych ukladach wspoéirzednych.

Dotychczas rozwazaliSmy kwadryki form zadanych macierzami diagonalnymi.
Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze w ten sposob rozwazylismy juz wszystkie mozliwe
kwadryki.

Twierdzenie 15.4.1. Dla kazidej formy kwadratowej ¢ w R® mozna tak dobraé
nowy, kartezjanski uktad wspolrzednych Oy, 26 w tym ukladzie forma ¢ ma postaé

U
© v :pu2+q02+rw2,
w

dla pewnych statych wspotczynnikow p, q,r.

Dowéd. Macierz m formy ¢ w uktadzie O,,. jest symetryczna, a wiec z twierdzenia
o diagonalizacji, tzn. Twierdzenia 13.3.1, mozna jg przedstawié¢ w postaci m = pdp~*
p 0 0
dla pewnej diagonalnej macierzy d = | 0 ¢ 0| oraz pewnej ortogonalnej macierzy
00 r
p. Rozwazmy nowy uktad wspotrzednych O, w R3, w ktérym wersorami sg wektory
p-e,p- e p - e3, powstate poprzez zadzialanie macierza p na wersory eq,es, e3.
Przypomnijmy, ze dziatanie macierza ortogonalng na wektory jest przeksztatceniem
ortogonalnym, a wiec zachowuje dtugosci wektoréw oraz katy pomiedzy nimi (patrz
podrozdziat 12.1).Zatem wektory p-eq, p-eq, p-e3 sa jednostkowe i parami prostopadte,
a wiec uktad O, jest kartezjanski. Macierza przejscia do uktadu O, jest macierz
p. Wyznaczmy macierz m’ formy ¢ w nowym uktadzie wspoétrzednych. Jak wiemy z
Lematu 15.2.1,
m' = fr-m- f,
gdzie macierz f to macierz przejécia. W naszym wypadku f = p oraz m = pdp 1,
stad
m' = p"pdp~'p.

Macierz p jest macierza ortogonalna dlatego p’p = I. Zatem

p 0 0
m =Idl=d=1]0 ¢q 0
00 r
u
Zatem ¢ [ v | = pu® + qu* + rw?. ]

w
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Uwaga 15.4.2 (diagonalizacja formy kwadratowej). Dobranie ukladu wspil-
rzednych, w ktorym forma kwadratowa przybiera postac diagonalng nazywamy diago-
nalizacjq formy kwadratowej. Jesli ponadto nowy uktad jest kartezjariski, to mowimy
o diagonalizacyi ortogonalne;.

x

Whniosek 15.4.3. Kwadryka ¢ | y | = 1 dla dowolnej formy kwadratowej ¢ w
z

R3, jest jedng z powierzchni wymienionych w poprzednim podrozdziale, byé moze

obrocong w pewien sposob w przestrzeni.

W dalszej czesci pokazemy jak praktycznie diagonalizowaé formy kwadrtowe a
takze ogodlne rownania drugiego stopnia. Do tego postuzy nam ponizsza uwaga.

Uwaga 15.4.4. Za uktad Oy w Twierdzeniu 15.4.1 mozna przyjeé dowolny uktad,
w ktorym wersorami sq jednostkowe parami prostopadle wektory wlasne macierzy m
formy ¢. Wowczas wspotczynniki p, q,r formy sq wartosciami wlasnymi macierzy m
dla tych wektorow.

W celu uzasadnienia powyzsze] uwagi skorzystajmy z dowodu Twierdzenia
15.4.1. Pokazalismy tam, ze macierz m mozemy zdiagonalizowa¢ w sposob ortogo-
nalny, przy uzyciu pewnej ortogonalnej macierzy p, ktérej postaé¢ zostata okreslona
w Twierdzeniu 13.3.1. Macierz p jest to macierz utworzona z wektoréw wtasnych
macierzy m, tak wiec rzeczywiscie wersorami w nowym uktadzie, zgodnie z dowo-
dem Twierdzenia 15.4.1, beda wektory wtasne macierzy m. Diagonalna macierz,
ktéra pojawia sie przy diagonalizacji macierzy m, jest utworzona z wartosci wlas-
nych macierzy m, ktore zgodnie z Twierdzeniem 15.4.1 sg wspotczynnikami formy
¢ w nowym uktadzie.

Zobaczmy na przyktadzie, jak przebiega diagonalizacja kwadryki.
Przyktad. Rozwazmy kwadryke zadang réwnaniem
—a? 4y —dyz + 222 = 1.

Zwiazana z tym rownaniem forma kwadratowa, to

x
ol vy | =2+ —dyz + 227,
z
a odpowiadajaca jej macierz
-1 0 =2
m=|[0 1 0
-2 0 2

Dobierzmy teraz nowy uktad wspotrzednych tak, aby czes¢ mieszana w tej formie,
czyli —4yz znikneta. Zgodnie z Uwaga 15.4.4 wersorami tego uktadu moga by¢ jed-
nostkowe, parami prostopadte wektory wtasne macierzy m. W celu wyznaczenia
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tych wektoréw wtasnych wyznaczmy rownanie charakterystyczne macierzy m. Przed-
stawia si¢ ono wzorem

—-1—-t 0 -2
det 0 1—t 0 = 0.
-2 0 2-1

Przeksztatcajac to réwnanie otrzymujemy
(I—-t)(t+2)(t—3)=0.

Tak wiec wartosciami wtasnymi tej macierzy sa 1, 3, —2. Znajdzmy teraz odpowiada-
jace tym warto$ciom przestrzenie wtasne. Przypomnijmy, ze przestrzenia wtasng dla
wartoéci wlasnej ¢ nazywamy zbior E; = {X € R? : mX =t - X}, utworzony ze
wszystkich wektoréow wtasnych tej wartosci wtasnej. Dla wartosci wtasnej rownej 1
jest to zbior wektorow takich, ze

-1 0 =2 T T
0 1 0 y |=1-(y
-2 0 2 z z

Po przeksztalceniu powyzsze réwnanie przyjmuje postaé

—x — 2z T
Y =1 Y
—2x + 2z z
0
Jest ono spetnione dla dowolnego wektora postaci | y |, gdzie y jest dowolng liczba
0
rzeczywista. Jednostkowym wektorem witasnym dla tej wartosci wtasnej jest np.
0
Xi=1]1
0

Podobnie wyznaczamy jednostkowy wektor wtasny dla wartoéci wtasnej 3. Prze-
strzen wlasna dla tej wartosci sktada sie z wektorow spetniajacych

-1 0 =2 T x
0 1 0 y | =31y
-2 0 2 z z
x
Jak nietrudno sie przekona¢ rownosé¢ taka spekliajg wektory postaci 0 ,
—2x
dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Za jednostkowy wektor wtasny odpowiadajacy
V5
5
tej wartosci wtasnej mozemy przyja¢ Xo = 0 . Powtarzajac powyzsze

_2v5
5
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rozumowanie dla warto$ci wlasnej —2, otrzymujemy, ze wektory wtasne to wek-

2z
tory postaci 0 |, tak wiec przyktadem jednostkowego wektora wlasnego jest
z
2v5
5
X3 = 0
V5
5

Macierzg przejscia p do nowego uktadu wspoétrzednych O, W ktérym wersorami
sg wektory X1, Xo, X3 jest

3
I
S = O
N O ot
g ool
s ol

Macierz diagonalna odpowiadajaca naszej formie w nowym uktadzie to

1 0 0
d={0 3 0
00 -2

W nowym uktadzie wspoétrzednych O, ktérego wersorami sg X1, Xs, X3, forma ¢
przyjmuje postac

u

ol v | =u®+ 30 — 202

w
Zmalezlidmy zatem diagonalng posta¢ kwadryki ¢. Kwadryka ta ma dwa wspotezyn-
niki dodatnie i jeden ujemny, tak wiec réwnanie to odpowiada Przypadkowi (2)
sposrod omoéwionych powyzej. Kwadryka ta, w nowym uktadzie, to zatem hiper-
boloida jednopowlokowa eliptyczna.

15.5 Inne powierzchnie stopnia drugiego.

Aby mie¢ liste wszystkich powierzchni stopnia dwa, rozwazmy teraz przyktady
powierzchni kwadratowych, ktore nie sa kwadrykami.

> Przypadek (11), ax? +by? +cz—d=0dlaa>0,b>0,c#0

Przekroj tej powierzchni z ptaszczyzna pozioma, czyli zadang rownaniem z = m,
gdzie m jest staty liczba, przedstawia sie wzorem

az? 4+ by* = d —m.

Moze to by¢ elipsa lub zbiér pusty. Przekrdj z ptaszczyzng pionowa, tzn. z ptaszczyzna
zadang réwnaniem x = m, dla statej wartosci m, przedstawia si¢ wzorem

cz = —by? +d — am?,

tak wiec jest parabola. Podobnie jest w przypadku przekroju z ptaszczyzna y = m.
Powierzchnia zadana tym réwnaniem to paraboloida eliptyczna.
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o

/ !
xr

Podobnie, gdy mamy réwnanie ax? + by? + cz — d = 0, a wspotezynniki spetniaja
a<0,b<0,c+#0, to zadana tym rownaniem powierzchnia to paraboloida elipty-
czna, ktora jest skierowana w dot.

Y

> Przypadek (12), ax> + by? +cz—d=0dlaa>0,b<0,c#0

Rozwazmy przekrdj tej ptaszczyzny z ptaszczyzna pionowa zadana rownaniem z =
m, gdzie m jest stala liczba. Przyjmijmy tutaj, ze ¢ > 0. Przypadek gdy ¢ < 0
mozna rozwazaé analogicznie. Przekroj ten przedstawia si¢ wzorem

by? + cz = d — am?,

po przeksztatceniu mamy
cz = —by* +d — am?.

W zwiazku z tym, ze b < 0 a ¢ > 0, jest to parabola z ramionami skierowanymi w
gore. Podobnie przekrdj z ptaszczyzng pionowa y = m jest parabola, ale z ramionami
skierowanymi w dot.

Réwnanie powierzchni ax? + by? + ¢z — d = 0 dla podanych warunkéw opisuje pa-
raboloide hiperboliczng, ktéra czesto bywa nazywana siodtem.
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> Przypadek (13), ax> +by +d=0dla a # 0,0 #0

Zadana tym réwnaniem powierzchnia to walec paraboliczny.

N

Warto zwréoci¢ uwage na fakt, ze postac¢ tej powierzchni nie zalezy od znaku wspot-
czynnikoéw a i b.

> Przypadek (14), ax®> + by? +cz?=0dlaa>0,b>0,c <0

Przekréj tej powierzchni z dowolng ptaszczyzng pozioma, tzn. z plaszczyzna o row-
naniu z = m, dla m € R, jest elipsag lub punktem w przypadku m = 0. Powstala w
ten sposob powierzchnia to stozek eliptyczny.

~

—— =

Podobng posta¢ majg formy zadane réwnaniem ax? + by? + cz? = 0, gdy jedna
z liczb a,b,c rozni sie od znaku dwoch pozostalych. Istotne jest jedynie to, aby
wspotezynniki te byty niezerowe.
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15.6 Rozpoznawanie krzywych stopnia dwa.

W poprzednich rozdziatach omawialismy pewne rodzaje krzywych, okazuje sie,
ze ich znajomos¢ wystarczy do rozpoznania wszystkich powierzchni stopnia dwa.
Pokazemy teraz przyktady klasyfikacji krzywych.

Przyklad. Rozwazmy powierzchnie stopnia dwa zadang réwnaniem
(z—2—(y+1)*—(22-3)>=5.
Mozemy to réwnanie przeksztatci¢ do postaci

= CR RV CRO Lk

Zastosujmy teraz nastepujace podstawienie

3
u=x—2, v=y+1, w:z—§.
Roéwnanie powyzsze przyjmuje wowczas postac
1 1 4
—u? — vt — —w? = 1.

) 5 )

Jest to zatem, wzgledem w, v, w, powierzchnia opisana w Przypadku (3), a wiec hiper-
boloida dwupowtokowa eliptyczna. Zauwazmy, ze uktad wyznaczony przez wektory
u, v, w powstat z uktadu x,y, 2 przez przesuniecie. Wigc réwnanie (v — 2)% — (y +
1)2 — (22 — 3)? = 5 opisuje hiperboloide dwupowtokows eliptyczna, powstaly przez
przesuniecie kwadryki 122 — 1y? — 222 = 1 o wektor [2, —1, 3].

Istnieja jednak duzo bardziej skomplikowane powierzchnie, ktore potrafimy sklasy-
fikowaé przy uzyciu powierzchni oméwionych w Przypadkach (1)-(14). Przyktad
pokazujacy jak rozpoznawaé takie powierzchnie pokazemy ponizej.

Przyklad. Zastanéwmy sie, jaka powierzchnia w R? zadana jest réwnaniem
—2? 44y + 2y — 3y +2=0.
W tym celu zauwazmy, ze lewa strone tej réwnosci mozemy podzieli¢ na trzy czesci:
o czesé Scidle drugiego stopnia —22 + 4y + 212,
e czes¢ liniowg —3y,
e czesé stalg 2.

Kazda z tych czesci rozwazymy z osobna. Zajmijmy sie najpierw czescig kwadra-

x
towg. Rozwazmy zwigzang z nig pomocniczg forme kwadratowg ¢ [ vy | = —22 +
z
-1 20
4xy + 2y%. Tej formie odpowiada macierz m = [ 2 2 0. Dobierzemy teraz
0 00
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nowy uktad wspolrzednych tak, aby cze$é mieszana w tej formie, tzn. 4zy, znikneta.
Zgodnie z Uwaga 15.4.4 wersorami tego uktadu moga by¢ jednostkowe, parami pro-
stopadte wektory wlasne macierzy m. Znajdzmy zatem te wektory wtasne. Réwnanie
charakterystyczne macierzy m to

—-1—-¢t 2 0
det 2 2—t 0] =0.
0 0 —t

Roéwnanie to po przeksztatceniu mozemy zapisa¢ jako
t(t+2)(t—3)=0.

Tak wiec wartosciami wtasnymi tej macierzy sg —2,0,3. Znajdzmy odpowiada-
jace tym wartoSciom przestrzenie wtasne. Przypomnijmy, Ze przestrzenia wlasng
dla wartosci wlasnej ¢ nazywamy zbiér E; = {X € R : mX =t- X}, utworzony
ze wszystkich wektorow wlasnych tej wartosci wlasnej oraz z wektora zerowego. Dla
wartosci wtasnej 0 jest to zatem zbior takich wektorow, dla ktoérych

-1 2 0 x x
2 20 y | =0-1wy
0 00 z z
Po przeksztalceniu otrzymujemy zatem roéwnanie postaci
—x+ 2y 0
2c+2y | =10 [,
0 0
0
ktore jest spelione dla wszystkich wektorow postaci | 0 |, gdzie z jest dowolna
z

liczba rzeczywista. Przestrzenia wektorow wilasnych dla tej wartosci wtasnej jest
zatem prosta

0
EO = { 0 1z E R}
z
0
Jednostkowy wektor wlasny dla tej wartosci wtasnej to np. X7 =] 0
1

Podobnie postepujemy dla wartosci wlasnej réwnej 3. Przestrzen wtasna sktada sie
w tym wypadku z wektoréw, ktore spetniaja

-1 2 0 T T
2 20 y | =31y
0O 0 0 z z

Po przeksztatceniu rownosé ta mozemy zapisaé jako:
—x 4+ 2y 3x
20 4+2y | = 3y
0 0
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x
Spelniaja ja wszystkie wektory postaci | 2x | . Przestrzen wektoréw wtasnych to
0
x
0

Jednostkowym wektorem wtasnym dla tej wartosci jest np. Xy =

S

Postepujac analogicznie, dla wartosci wtasnej rownej —2 otrzymamy, ze odpowiada-
jaca jej przestrzen wtasna to

—2y
E_,= { Y HETAS R}7
0
_2v5
5
a przyktadowy jednostkowy wektor wlasny X3 = %
0

Macierza przejscia do nowego uktadu Oy, w ktérym wersorami sa wektory Xy, Xy, X3
jest

0 Y5 _2v5

(o s

p=10 = %

1 0 0

A macierz diagonalna odpowiadajgca naszej formie w nowym uktadzie to

00 O
d={0 3 0

00 -2

W nowym uktadzie, z wersorami X, X5, X3, forma kwadratowa ¢ ma postac
u
o| v | =30 -2
w

Zeby zorientowaé sie jak przedstawia sie czesé¢ liniowa —3y w nowym ukladzie
Ouwow, Wystarczy wyrazi¢ x,y, z przez u, v, w i podstawi¢ do tego wyrazenia. Wiemy,
ze X = pU, czyli

= 2v5 /5
y 0 5 % v
z 1 0 0 w
Otrzymujemy zatem
x = %U — %w,
y = 20y 4 Yoy,

Z="1U.
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Interesujace nas wyrazenie liniowe to —3y, zatem

5 3 (2\/5 N V5 ) 6v5  3v5
—3y=-3(—v+ —w)=——v— —w.
Y 5 5 5 5
Czes¢ stata pozostanie bez zmian. Nasze rownanie w nowym uktadzie wspotrzednych
ma postac
65 3v5
3v2—2w2—\5/_v—\5/_w+220.

Po przeksztatceniu mamy

3v5 27 3v'5 9
3(2}——\/_)2——— ( ——f)2+—+2: :
) 5 20 40
czyli
3V5 3v5 127
3(v — i)Q —2(w — —\/_)2 =—.
5 20 40
Po dalszych przeksztatceniach otrzymujemy
(v— 222 (w— 5P)?
VEE R

Sprobujmy teraz ustalié¢, ktérg z opisanych w poprzednim podrozdziale form kwadra-
towych jest to rownanie. Zauwazmy, ze w naszym rownaniu jeden ze wspotczynnikow
jest zerowy, jeden dodatni, a jeden ujemny, jest to zatem walec hiperboliczny.

15.7 Formy kwadratowe oraz macierze dodatnio
okreslone.

Poznamy teraz pojecia, ktére wykorzystywane sg w analizie wielu zmiennych
przy badaniu minimum i maksimum funkcji. Dla funkcji wielu zmiennych zamiast
bada¢ znak drugiej pochodnej w punkcie, gdzie pierwsza pochodna sie zeruje, bada
sie forme kwadratowa. Dodatnia okreslonos¢ tej formy, w punkcie gdzie pierwsza
pochodna czastkowa sie zeruje oznacza, ze punkt ten moze by¢ ekstremum funkeji.

W tym podrozdziale podamy definicje formy oraz macierzy dodatnio okreslone;j.
W kolejnym poznamy ich najwazniejsze wtasnosci. Nauczymy si¢ tez w tatwy sposob
rozpoznawaé macierze dodatnio okreslone.

Definicja 15.7.1 (forma kwadratowa dodatnio okreslona). Forma kwadra-
towa ¢ jest dodatnio okreslona, jesli spelnia ktérykolwiek z nastepujacych réwno-
waznych warunkéw:

(1) po diagonalizacji forma ta ma postac

U
ol v | =pu® +q* + 1w’
w

gdzie p > 0,9 > 0,7 > 0,
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(2) dla dowolnego wektora X # O z R? mamy p(X) > 0.

Udowodnimy teraz, ze te dwa warunki rzeczywiscie sg réwnowazne.

Dowdd réwnowaznosci warunkow (1) i (2).

Na poczatek pokazemy, ze jesli forma spetnia warunek pierwszy, to musi tez spelniaé

warunek drugi. Wezmy dowolny, niezerowy wektor X, ktéry w nowym uktadzie, po
u

diagonalizacji formy ¢, ma wspotrzedne X = | v |. Wéwcezas forma ¢ na wektorze
w

X przyjmuje warto$¢ o(X) = pu® + qu? + rw?. Wiemy, ze wszystkie trzy sktadniki

tej sumy sa nieujemne oraz, ze przynajmniej jeden z nich jest dodatni, bo wektor X

jest niezerowy. Otrzymali$my zatem, ze ¢(X) > 0 dla dowolnego wektora X # 0.

Pokazemy teraz implikacje przeciwnag, tzn. ze z warunku drugiego wynika warunek

pierwszy. Zaktadamy zatem, ze ¢(X) > 0 dla dowolnego niezerowego wektora X.

1
Forma ¢ po diagonalizacji ma postaé ¢ = pu? + qv? + rw?. Dla wektora X = | 0
0
1
mamy o | 0 | =p-124¢-0%+r-0% = p. Wiemy, ze foma ¢ przyjmuje wartosci
0
1
dodatnie dla dowolnego wektora X, wiec w szczegolnosci ¢ [ 0 | > 0 zatem p > 0.
0
0 0
Przeprowadzajac podobne rozumowanie z uzyciem wektoréw [ 1 |, [ 0 |, mozemy
0 1

pokazaé, ze ¢ > 0 oraz r > 0, z czego wynika, ze spetniony jest warunek pierwszy
naszej definicji.

Pokazalismy, ze jezeli zachodzi warunek pierwszy, to musi tez zachodzi¢ warunek
drugi, jak réwniez, ze jesli zachodzi warunek drugi, to musi zachodzi¢ warunek pier-
wszy. UdowodniliSmy zatem réwnowaznos¢ tych dwoch warunkow. O]

Definicja 15.7.2 (macierz dodatnio okreslona). Macierz symetryczna jest do-
datnio okreslona, jesli forma kwadratowa ¢ zadana ta macierza jest dodatnio okre-
Slona.

0
0
11

kwadratowa zadana tg macierza, czyli ¢ = 322 + 5y? + 1122, jak wynika z Defi-
nicji 15.7.1, jest dodatnio okreslona.

Przyklad. Macierz m = jest dodatnio okre$lona poniewaz forma

S O W

0
3
0

15.8 Wlasnosci form i macierzy dodatnio okreslo-
nych.

Wtiasno$é 15.8.1 (minimum formy dodatnio okre$lonej). Forma dodatnio
okreslona ¢ potraktowana jako funkcja przestrzeni R — R3, ma minimum w punkcie
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0
XO - 0
0
0
Dowéd. W punkcie Xg = [ 0 | forma ¢ przyjmuje wartos¢ 0. Wiemy réwniez, ze
0
dla kazdego niezerowego wektora X mamy ¢(X) > 0, tak wiec w punkcie X, funkcja
ma minimum. O

Wtiasno$éé 15.8.2 (wartosci wlasne macierzy dodatnio okreslonej). Macierz
dodatnio okreslona ma tylko dodatnie wartosci wiasne.

Dowadd. Macierz m jest symetryczna, wiec posiada ortogonalng diagonalizacje m =

ty 0 O
pdp~!, gdzie p jest macierza ortogonalna, natomiast d diagonalna, d = [ 0 t, 0
0 0 t3

Wyrazy t1, t9, t3 sa przy tym wartosciami wtasnymi macierzy m. Poniewaz dla macierzy
ortogonalnej mamy p~! = p’, zatem m = pdp’. Oznacza to, ze forma kwadratowa
¢ zadana macierzg m ma w nowym uktadzie O,,, z macierzg przejscia p postac
diagonalna

t1u2 + tQUQ + t3w2.

Macierz m, a wiec i forma ¢ sa dodatnio okreslone, wiec t; > 0,15 > 0,13 > 0, a to

sg wszystkie wartosci wlasne macierzy m. O]

Ponizej podamy lemat, ktéry okaze sie bardzo przydatny przy sformutowaniu
kryterium pozwalajacego na szybkie sprawdzenie dodatniej okreslonosci macierzy
bez koniecznosci zmiany uktadu wspoétrzednych.

a b c
Lemat 15.8.3. Jesli macierzm = | b d e | jest dodatnio okreslona, to
c e f

(1) a>0,

(2) det (Z Z) >0,

(3) det(m) > 0.

Dowdad.
1
(1) Rozwazmy wektor X = [ 0 |. Z dodatniej okreslono$ci macierzy m wiemy, ze
0
x
réwniez forma nig zadana ¢ | y | = ax?+dy?+ f 22 +2bxy+2cxz+2eyz jest dodat-
z
1 1
nio okredlona, a wiec o [ 0 | > 0. Mamy réwniez o | 0 | = a-124+0+0+0+0+0 =
0 0
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a, zatem a > 0.

x x
(2) Rozwazmy wektory postaci [ y |. Dla takich wektorow mamy ¢ [ y | =
0 0

az? + 2bzy + dy®. Jest to forma kwadratowa w R? | w ukladzie O,,. Dla form

kwadratowych w R? zachodza analogiczne rezultaty jak dla form w R3. Przyktadowo

t; 0O

0 ty)’

zas p jest ortogonalng macierza 2 X 2. Poniewaz ¢ jest dodatnio okreslona, dla
x x

dowolnego niezerowego wektora [ y | mamy ¢ | y > 0. Stad analogicznie
0 0

macierz symetryczna Z d diagonalizuje sie w postaci pdp~*, gdzie d =

jak dla form w R? mamy t; > 0,y > 0. Wowczas det Z Z) = det(pdp™') =

t1 0 _
det(p) - det <0 t2> ~det(p™) = det(p) - (t1t2) - ﬁm = t1ty > 0.

(3) Z twierdzenia o diagonalizacji oraz z Wtasnosci 15.8.2 mamy m = pdp~!, gdzie

t7 0 0
d=10 ty 0| orazt; > 0,t5 > 0,t3 > 0. Otrzymujemy zatem
0 0 t3
1
det(m) = det(pdp™') = det(p) det(d) det(p') = det(p) det(d)d ) =
etp
t7 0 0
= det(d) =det| 0 tQ 0 = tltgtg > 0.
0 0 t3

]

Lemat 15.8.4 (kryterium dodatniej okreslono$ci macierzy). Macierz m =
a b c

b d e, jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy gdy spetnione sq nastepujgce
c e f

trzy warunks:

(1) a >0,

(2) det (Z 2) >0,

(3) det(m) > 0.

Dowad.

W Lemacie 15.8.3 pokazalismy, ze dodatnia okreslono$é¢ macierzy m pociaga warunki
(1),(2) i (3). Potrzebujemy wiec udowodnié¢ implikacje w druga strone, tzn. ze z
warunkéw (1),(2),(3) wynika dodatnia okreslono$¢ macierzy m. Dzieki diagonaliza-
cji, w pewnym uktadzie Oy, forma ¢ zadana macierzg m ma postaé¢ pu?+quv?+rw?.
Z warunku (3) wiemy, ze det(m) = pgr > 0. Sa wiec dwie mozliwosci:
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(i) p>0,g>0,7r>0,
(ii) dwie sposréd tych liczb sa ujemne a trzecia dodatnia.

Wykluczmy druga mozliwos¢. Zatézmy, ze p < 0,q < 0,r > 0. Wowczas dla nieze-

u
rowych wektorow postaci U = | v |, czyli niezerowych wektoréw z ptaszczyzny
0
w = 0 w uktadzie Oy, mamy ¢ | v | = pu® + qv? < 0.
0

Tak wiec mamy calg ptaszczyzne na ktorej forma jest ujemna na niezerowych wek-
torach.
Rozwazmy teraz plaszczyzne z = 0 w R®, oraz uklad O,, na tej plaszczyz-

x
nie. Dla wektoréw ( ;j ) z tej plaszczyzny, czyli wektoréow | y | z R3, forma ¢
0
jest zadana macierza b o4l Po diagonalizacji tej macierzy dostajemy 0 ) Z
2
. . a b .
warunku (2) wiemy, ze det e 0, a wiec

a b o tl 0 .
0 < det <b d) = det (O tg) = t1to.

Tym razem rowniez mamy dwie mozliwosci, gdy t1,ts sa jednoczesnie dodatnie lub
ujemne. Jesli zachodzi ten drugi przypadek, to w nowym uktadzie O, forma ma
postaé t1(x')? 4 t2(y')? i jest ujemnie okreslona, tzn. p(X) < 0, dla niezerowych
1
wektorow X z tej ptaszczyzny. Wiemy jednak, ze a > 0, a zatem ¢ | 0 | > 0i
0
otrzymujemy sprzecznos¢. Ten przypadek nie moze zatem zachodzi¢. Mamy wigc, ze
t1,19 sa dodatnie, zatem dla niezerowych wektoréw X z tej ptaszczyzny ¢(X) > 0.
Jak nietrudno zauwazy¢, plaszczyzny w = 0 oraz z = 0 przecinaja si¢ wzdtluz
pewnej prostej, dla wektorow z tej prostej mamy zatem p(X) < 0 oraz (X)) > 0
co daje sprzecznosé. W ten sposéb wykluczyliSmy przypadek (2), tak wiec mamy
p>0,qg>0,r >0, cojest rbwnowazne dodatniej okreslonosci macierzy m. Il



Rozdzial 16

Uklady réwnan liniowych z
wieloma niewiadomymi

W rozdziale tym poznamy jedna z najszybszych metod rozwiazywania uktadow
rownan liniowych - metode eliminacji Gaussa. Jest ona duzo bardziej efektywna niz
podana w Twierdzeniu 4.4.2 metoda zwana metoda Cramera, w ktorej konieczne
jest liczenie wyznacznikow, co bywa bardzo czasochtonne.

W pierwszym podrozdziale na przyktadzie poznamy te metode, w kolejnym poz-
namy sposob kodowania uktadu réwnan tak, aby duzo tatwiej mozna byto korzystac
z algorytmu Gaussa. W dalszej cze$ci pokazemy, w jaki sposob mozna wykorzystaé
te metode do rozwigzania zagadnienia geometrycznego.

16.1 Metoda eliminacji Gaussa.

Nowa metode rozwigzywania uktadéw réwnan wprowadzimy na przyktadzie
konkretnego uktadu rownan. Oznaczmy nasz uktad przez U1, natomiast poszczegolne
rownania przez I, I1,I11. Uktad U1 ma postac:

r+y—5z=-14 O
Ul: 20+ 3y +2z=7 UD
—3r+dy+z=-—7 D

Przeksztat¢my ten uktad. Otrzymamy nowy uktad U2 zbudowany z trzech row-
nan I’ II', I1I'. Réwnanie I pozostawimy bez zmian, co symbolicznie zapiszemy
przez I' = I. Réwnanie II' powstanie przez odjecie od réwnania I réwnania [
pomnozonego przez 2. Réwnanie 11" powstanie przez dodanie do réwnania [11
réwnania I pomnozonego przez 3. W ten sposob w rownaniach 11”7 i I11' nie bedzie
juz wystepowa¢ zmienna x. W przysztosci operacje jakie bedziemy wykonywaé na
roOwnaniach, bedziemy zapisywa¢ w uktadzie réwnan, tak jak to zostato zrobione
ponizej.

(r'=1) r + y — 5z = -—14
U2 : (II'=11-2I) y + 12z = 35
(III'=IIT+3I) 7y — 14z = —-49

Zauwazmy, ze jesli jakas trojka liczb xg, 4o, 20 spetnia uktad U1, to spekia
rowniez uktad U2. I na odwrét, jesli g, yo, 20 spelnia U2, to spetnia tez U1, bo

143
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II = I1I' + 21" oraz 111 = III' — 3I'. Zatem uktady U1l i U2 majq te same zbiory
rozwigzan. Chcac rozwigza¢ uktad U1l wystarczy rozwiazaé uktad U2. Mozemy
uogolni¢ ten wniosek. Dwa uktady, ktore mozna uzyskac jeden z drugiego i drugi z
pierwszego przez operacje podobne, jak w naszym przyktadzie, nazywamy uktadami
roOwnowaznymi.

Uwaga 16.1.1. Rownowazne uktady réownan majg te same zbiory rozwigzan.

Aby rozwiagza¢ uktad rownan, wystarczy przeksztatci¢ go w prostszy, ale rowno-
wazny uktad réwnan i rozwiazac¢ ten prostszy. Wroémy do naszego przyktadu. Przek-
sztatcamy U2 tak, aby wyeliminowaé¢ niewiadoma y z trzeciego réwnania. Otrzymu-
jemy nowy uktad U3.

"=r) r + y — 5z = —1l4
U3 : (r'=Ir) y + 122 = 35
(IIr'=11I'"-711") — 98z = —9204

Uktad U3 mozemy juz bardzo tatwo rozwigzac. 7Z trzeciego réwnania mamy bowiem

294
T g
“7 o8

Mozemy teraz wyznaczy¢ pozostale niewiadome. Z drugiego réwnania obliczamy
y=35—122=35—-36 = —1.
Z trzeciego rOwnania mamy
r=14—-y+5z=-14+1+4+15=2.
Uktad U3 ma doktadnie jedno rozwigzanie

r=2,y=-1,2=3.

16.2 Metoda modyfikacji macierzy reprezentujg-
cych uktad réwnan.

W praktyce metode zaprezentowana w poprzednim podrozdziale upraszcza sig.
Zamiast na réwnaniach mozemy bowiem operowa¢ na macierzach. Sposob ten znow

poznamy poprzez rozwigzanie przyktadowego uktadu réwnan. Wezmy nastepujacy
uktad U1:

T+2y+2+3t=25
3v+4y — 2245t = —11
—2x+2y+5z+1=28
20 — 6y +32—1t=10

Ul:

Uktadowi temu przyporzadkowujemy tablice, ktorej wiersze stanowiag wspotczynniki
w poszczegblnych réwnaniach, a kolumny sg utworzone przez wspotczynniki przy
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poszczegblnych zmiennych w kolejnych réwnaniach. Dla uktadu U1 jest to zatem

tablica T'1
I 1 2 1 3 5

(
(1) 3 4 -2 5 —11
T -2 2 5 1 28
)y 92 —6 3 —1 10

Mozemy teraz wykonywaé dzialania na tej tablicy, podobnie jak robiliSmy to z ukta-
dem réwnan.

(=) 12 1 3 5
UI'=I=30) o _2 —_5 —4 —26
T2 (r=rti+2n 0 6 7 7 38
av'=rv=21) o _q0 1 -7 0
(I":I/) 1 9 1 3 5
(I1"=I1") 0 -2 -5 —4 -26
T3:  (rr=rrssir) 0 0 —8 —5 —40
(IvV"=I1V'—5IT") 0 0 26 13 130

(= 1 2 1 3 5
(II/ll:II//) 0 _2 _5 _4 —26
T4 . (IIT"=III") 0 0 —8 —5 —40
Iv"=1v":13) 0 0 9 1 10

ar=rHo1 o2 1 3 5
(=1 g —2 -5 —4 —26

T5 : (III/V:IVNI) 0 0 2 1 10
(IVP=HI") g 0 —8 —5 —40
(Iv=1") 1 2 1 3 5
(I17=117) 0 —2 —5 —4 —26

T arr=rm) 0o 0 2 1 10
(IVY=IV'V+4III'") 0 0 0 —1 0

Przeksztaltcenia tablicy odpowiadaja przeksztatceniom uktadu réwnan. Mozemy teraz
odtworzy¢ koncowy uktad rownan po przeksztatceniach.

r + 2y + z + 3t = 5
— 2y — 5z — 4t = =26
2z + t = 10

-t =0
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Rozwiazanie takiego uktadu mozemy juz bardzo tatwo znalez¢:
t=0

22=10—t=10 stad z=5
—2y=-26+52z+4t=—-1 stad y=—
rT=0—-2y—z—3t=-1

1
2

Rozwigzaniem naszego uktadu sg
1 L 5, t=0
r = — = — — z = = .
9 y 2 Y Y

Przeksztatcajac uktad réwnan lub odpowiadajaca jemu tablice, staramy si¢ wye-
liminowaé jak najwieksza liczbe niewiadomych w réwnaniach, co w jezyku operacji
na tablicach oznacza wyzerowanie jak najwiekszej liczby wspotczynnikéw. Taki za-
bieg, jak mozna byto zauwazy¢ powyzej, bardzo utatwia znalezienie rozwigzania.

Poczatkowo staramy sie wyeliminowaé pierwsza niewiadoma z jak najwiekszej
liczby rownan. W tym celu w tablicy zerujemy wspoétczynniki w pierwszej kolum-
nie, ktéra jak wiemy odpowiada pierwszej niewiadomej, dokonujemy tego poprzez
odjecie od kolejnych wierszy tablicy, zaczynajac od drugiego wiersza, odpowied-
nich wielokrotnosci pierwszego. Nastepnie zerujemy wspotezynniki w drugiej kolum-
nie, odejmujac od kolejnych wierszy, zaczynajac tym razem od trzeciego wiersza,
odpowiednie wielokrotnosci drugiego. Analogicznie postepujemy z kolejnymi kolum-
nami. Ostatecznie otrzymamy tablice, w ktorej znaczna cze$¢ wspotezynnikow jest
rowna zero. Po odtworzeniu ukltadu w ostatnim réwnaniu bedziemy mieé¢ jedna
niewiadoma, o ile uktad ma jednoznaczne rozwiazanie. W przedostatnim réwna-
niu beda dwie niewiadome itd. Taki uklad mozemy juz bardzo tatwo rozwigzac,
wyznaczajac kolejne niewiadome, zaczynajac od ostatniego réwnania.

16.3 Wieloparametrowe rodziny rozwigzan.

W tym podrozdziale, na przyktadzie, poznamy typowe zjawisko, z jakim mozemy
spotkaé sie przy rozwigzywaniu uktadow réwnan, ktére maja nieskonczenie wiele
rozwiazan. Rozwazmy uktad réwnan Ul.

2 4+ 3y + 2z 4+ Ht — u= 2
Ul: —2r — 3y + 2z — 6t + Hu = 0
dr + 6y + 8 + 9 + 6u = 1

Zauwazmy, ze w uktadzie tym wystepuje wiecej niewiadomych niz jest réwnan.
W takim wypadku rozwigzan bedzie na ogoét nieskonczenie wiele i beda one zalezne
od parametréow.
Uktadowi temu odpowiada tablica wspotczynnikow T'1.

() 2 31 5 —1 2
T1: 4O 2 3 2 —6 5 0
un -4 68 9 6 1

Przeksztalémy te tablice zgodnie z algorytmem poznanym w poprzednim podroz-
dziale.
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(1'=I) 231 5 —1 2
T2 .  UI'=II+I) 003 —1 4 2
(]II’:III—2I) 0 0 6 _1 8 _3
(I"=I") 231 5 -1 2
T3 . UI'=ID) 003 —1 4 2

(III"=III'"-2IT") 000 1 0 —7

Zauwazmy, ze dalsze przeksztalcenia nie maja juz sensu, gdyz nie uda nam sie juz
w zadnym wierszu wyeliminowa¢ niewiadomych. Mozemy teraz odtworzy¢ uktad
rownan.

2 + 3y + 2z + 5t — u= 2
U3 : 3z — t + 4u = 2
t = -7

Zauwazmy, ze w pierwszym wierszu tablicy T'3 pierwszy niezerowy wspotczynnik
odpowiada zmiennej z, w drugim wierszu pierwszy niezerowy wspotczynnik odpowiada
zmiennej z, w trzecim wierszu zmiennej t. Wyznaczmy zatem x, z,t z uktadu U3,
traktujac zmienne y, u jak parametry.

t=-—7

32':2+t—4u:2—7—4u:—5—4uzatemz:—g—gu

20 =2 -3y —z—5t+u=2—-3y+ 2+ ju+35+u = 382 — 3y + 23u wiec
xr = 19% — 1%y+ 1%u

Zbioér rozwigzan naszego uktadu to zatem

:1:':19%— %y—l—léu

Y=y
p= 8y
t=-7
uU=1u
Zauwazmy, ze w rownosciach
y=vy, u=1u

Yy, u pojawiajace sie po lewej stronie rownosci oznaczaja zmienne, natomiast po
prawej stronie wystepuja w charakterze parametréw. Dla przejrzystosci zapisu lepiej
bedzie jesli wprowadzimy dodatkowe parametry o, pu € R3. Nasz uklad przyjmuje
wowczas postac

3 2
y=a

U z=—3—3p
t=—
u=pu

Uktad ten ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od parametrow o, p, parame-
try te przyjmuja wszystkie wartosci rzeczywiste. Dla kazdej pary a, p uktad liczb U
jest rozwigzaniem uktadu U1l. Sg to wszystkie rozwigzania uktadu U1.
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16.4 Uktad sprzeczny.

Uktad réwnan sprzeczny to taki uktad, ktéry nie ma rozwiazan. Przyktad
takiego uktadu przedstawiony zostatl ponizej.

r + 2y + z = 3
Ul: Sr — 3Jy + 4z =1
3r — Ty + 2z = -1

Przekonajmy sie, ze uktad ten rzeczywiscie jest sprzeczny. Sprobujmy go rozwigzaé
metoda eliminacji. Odpowiadajaca mu tablica to

@ 1 21 3
T1: UD 5 3 4 1
n 3 7 92 —1

Przeksztalémy te tablice stosujac poznang wezesniej metode. Otrzymujemy wowczas

(I'=I) 1 2 1 3
T2 . UI'=LI=50) o _13 —1 —14
(HI’:HIfSI) O _13 _1 _10

("=I) 1 2 1 3
T3 . "= 0 —13 -1 —14
(III"=I1I'-1I") 0 0 4

Mozemy teraz odtworzy¢ uktad rownan.
z + 2y + z = 3
U3 : -8y — 2z = —14
0 = 4

Otrzymalidémy sprzecznos¢ w trzecim réwnaniu. Te trzy réwnania nie moga by¢
zatem jednoczes$nie spetnione dla zadnej trojki liczb x, v, z.

16.5 Uktad zalezny.

Rozwazmy teraz nastepujacy uktad réwnan Ul:

r + 2y + z = -5
] or — 3y + 4z = 15
Ul 20 + by — 9z = -2

—r — 4y + 5z = 5
Odpowiadajaca temu uktadowi tablica 7T'1 to

(1) 1 2 1 =5
(I1) 5 -3 4 15

Tl a9 5 —9 —92
(

vy 1 -4 5 5
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Mozemy te tablice przeksztaltcic.

(I'=I) 1 2
(II'=11-5I) 0 —13
T2 (IIr'=I11-21) 1
(IV'=IV+I) 0 -9
(1"=I) 1 9
(I1"=I1I") 0 1
T3 . (II[" II/) 0 _13
(qv"=1v’) 0 -9
(I//l:I//) 1 2
(II////:IIN) 0 1
T4 . (IIIW:I]I"—&-I?)II”) O 0
(v7=1v’s2I1") g
(IIVZI"’) 1 2
(IIIV:II///)
TS5 (pppv_prritg v
- : 00
(IviV=1v'"16) 0 0
(IV,IIV) 1 2
(I1V=I11'"v)
76 : (I11V=111"") 0l
- 00
avV=rvtvV_rrrtvy 0 0
Mozemy teraz odtworzy¢ uktad réwnan
r + 2y + =z
U6 - y — 1lz
—z
0

—11

—16

Ostatnie réwnanie wystepujace w tym uktadzie to tozsamosé. Mozemy je opudcié,
gdyz jako zawsze spelnione, nie wnosi istotnych zmian do naszego uktadu. Uktad,
w ktérym jedno z réwnan mozna opusci¢ bez zmiany zbioru rozwiazan (lub kazdy
uktad rownowazny z takim), nazywamy ukladem zaleznym. Uklad taki mozemy
rozwiaza¢ przechodzac do nowego uktadu z mniejsza liczbg réwnan. W przypadku
uktadu U6, po odrzuceniu ostatniego réwnania otrzymujemy réwnowazny uktad

r + 2y
Ur: Y

Mozemy teraz rozwigzac ten uktad.
—z =1 wiec z = —1
y=8+11z=8—-11=-3
r=—-5—-2y—z=-5+6+1=2

Rozwiazaniem naszego uktadu jest zatem trojka liczb x = 2,y =

+ =z

— 11z
—z

)
8
1

-3,z =—1.
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16.6 Operacje przeksztalcajace dany uktad na réow-
nowazny.

W poprzednich podrozdziatach wykonywalismy operacje na uktadach réwnan
i odpowiadajacych im tablicach, przeksztatcajac je w taki sposob, aby otrzymac
uktady rownowazne. Wymienmy teraz, jakie operacje sa dozwolone przy takich
przeksztatceniach. Ograniczymy sie do wymienienia operacji, jakie mozemy wykonaé
na tablicy reprezentujacej uktad. W nawiasach podane zostana odpowiadajace tym
operacja dziatania jakie mozemy wykonywaé¢ na uktadach réwnan.

(1) Zamiana kolejnosci wierszy w tablicy (co odpowiada zmianie kolejnosci réwnan
w uktadzie).

(2) Pomnozenie wiersza tablicy przez niezerowa stata (co odpowiada pomnozeniu
obu stron réwnania przez ta stata).

(3) Dodanie do jednego wiersza wielokrotnosei innego (co odpowiada dodaniu do
jednego réwnania wielokrotnosci innego).

(4) Pominiecie wiersza ztozonego z samych zer (co odpowiada pominieciu réwnania
postaci 0 = 0).

(5) Pominiecie wiersza, jesli po przemnozeniu przez stala jest on réwny innemu
wierszowi (co odpowiada pominigciu jednego réwnania, jesli po przemnozeniu
przez liczbe jest ono réwne innemu réwnaniu).

(6) Zmiana kolejnosci kolumn w tablicy. Nie mozemy jednak przestawiaé ostatniej
kolumny macierzy (co odpowiada zmianie kolejnosci pisania niewiadomych we
wszystkich réwnaniach).

Uwaga 16.6.1. Przy odtwarzaniu uktadu rownan po modyfikacji numer szesé musimy
pamietaé o zmianie kolejnosci niewiadomych.

16.7 Zastosowanie metody eliminacji w geometrii.

W tym podrozdziale pokazemy, jak mozna wykorzystywac¢ uktady rownan przy
rozwiazywaniu zagadnien geometrycznych. Te same problemy mozna rozwiazaé¢ w
sposéb geometryczny, przedstawiona tutaj metoda jest jednak metoda czysto alge-
braiczng, a tym samym najbardziej bezposrednig.

Przyktad (1).
Zmajdzmy réwnanie parametryczne prostej L przecigcia ptaszczyzn

I : 2+y—2—-5=0, Il: 2r—y—1=0.

Punkty prostej L beda jednocze$nie naleze¢ do obu ptaszcezyzn, wiec muszg spetniac
uktad

r +y — z =5
2v — y =1
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Rozwiazmy ten uktad

r + y — 2z =5
— 3y + 22 = =9

Wyznaczmy zmienne x,y traktujac z jak parametr. Otrzymujemy

z =z,

3y =942z Wigcy:?)—i—%z,

x:5—y+z:5—3—§z+z:2+%z.

Podobnie jak w jednym z poprzednich przyktadow lepiej bedzie wprowadzi¢ tutaj
nowy parametr A € R. Prosta przeciecia L bedziemy mogli wtedy zapisa¢ réwnaniem
parametrycznym postaci

T =243\
y=3+3\
z=A

Wektorem kierunkowym tej prostej jest wektor [%, %, 1], za$ jako punkt poczatkowy
mozemy przyjaé¢ punkt (2,3,0).

Przyktad (2).
Znajdzmy réwnanie prostej L w R3 bedacej przekrojem dwoch plaszezyzn zadanych
roOwnaniami parametrycznymi.

I:tl—f-th ZE:—81—82+2
H1: y:—2t1—|—5 Hgl y281—82+3
Z:2t1—t2—1 Z:3$1+82

Bardzo wazne jest, aby przy rozwazaniu tego typu zadan we wzorach réznych
plaszczyzn pojawiaty sie rézne parametry. Istotne jest bowiem to, ze parametry te
muszg by¢ niezalezne.

Zajmijmy sie rozwigzaniem naszego problemu. Szukane punkty, czyli punkty
prostej L, beda jednoczesnie naleze¢ do obu uktadow, beda sie zatem wyraza¢ na
dwa sposoby. Wartosci parametréw beda zatem speliac¢ zwiazki

t1—|—2t2:—81—82+2
—2t1+5:81—82+3
2t1—t2—1:381+82

Uporzadkujmy ten uktad.

b1+ 2t + 51+ 52 =2
—2t1—81—|—82:—2
2t1—t2—381—82:1

Naszym celem jest znalezienie odpowiednich wartosci parametréw. Zauwazmy jed-
nak, ze wystarczy znalez¢ dowolng pare: ¢y, to lub sy, so. Tablica odpowiadajaca temu

uktadowi to
<) 1 2 1 1 2

T1: UOH 92 0 —-1 1 -2
a9 1 -3 -1 1
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Przeksztatémy ja.

=D 12 1 1 2
T2: U= 401 3002
(II1I'=I11-2I) 0O -5 -5 —3 -3

("=r) 12 11 2
73. (U= 0 4 1 3 2
II"=I1ir+3ir 3 3 1
( 00 =38 3
Odtwoérzmy uktad réwnan.
tl + 2t2 + S1 +  So = 2
4t2 + S1 + 382 = 2
— 3%81 + %Sg = —%

Jak wida¢ musimy uzy¢ parametru, niech bedzie nim sy. Mamy woéwczas

5, _ 1 3 _ 2 1
—?81 —.—5 — 182, St@d S1 = 13 + 552.
Wiemy, ze
= —8 — Sqg+ 2
y=s—52+3

z = 381 + S9

Wstawmy odpowiednie wartos$ci parametrow. Otrzymujemy wowczas
- _2 _ 1. _ - _11 13
T = S35 =52 52+2—2 15224—115
y:E‘FgSQ—SQ—i—SIBE—SSQ
— 2,43 -2 3
Z = 5+582+82—5+1582

Te wartosci x,y, z to wspoétrzedne punktéw prostej L. Zaleza one od parametru ss.

Uktad
xr = —1%52 + 1%
y= 3% §S2

mozemy przyjaé za parametryczne rownanie prostej L.



Rozdzial 17

Przestrzenie R"

Pierwsza czes$¢ tego rozdzialu poswiecimy na zdefiniowanie podstawowych po-
je¢, ktorymi postugiwaé bedziemy si¢ w dalszej czesci skryptu, przy badaniu prze-
strzeni R"™. Beda one uogdlnieniem pojeé podanych w przypadku R? i R?. W drugie;
czesci rozdziatu zajmiemy sie iloczynem skalarnym. Podamy jego definicje oraz pod-
stawowe wtasnosci, nastepnie pokazemy, jak jest on uzyteczny. Nauczymy sie np.
przy uzyciu iloczynu skalarnego, znajdowaé¢ dlugo$é wektora z R", czy kat miedzy
wektorami z R", dla dowolnego n.

17.1 Podstawowe definicje.

Definicja 17.1.1 (przestrzenr R™). Dla dowolnego n € N, przestrzenia R" nazy-
wamy zbiér wszystkich obiektow postaci [x1, za, ... ,], gdzie x; sa liczbami rzeczy-
wistymi.

Definicja 17.1.2 (wektory w R™). Obiekty postaci [z, zo, ..., z,], gdzie z; € R
nazywamy wektorami w R".

Przyktad. Uporzadkowana piatka liczb rzeczywistych [4, —2,0, 2, 4] jest wektorem
w przestrzeni R°.

Uwaga 17.1.3 (kolumnowy zapis wektorow). Wektor [xy,xs, ..., x,| moiemy
xq
‘ i ‘ o ,
zapisac¢ w postact |- Takie przedstawienie nazywamy kolumnowym zapisem
Tn

wektora. NajczeScie) wilasnie w taki sposob bedziemy przedstawiaé wektory.

Definicja 17.1.4 (wspélrzedne wektora). Liczbe x; nazywamy i— ta wspétrzedna
T

T2
wektora X = . e R".

Tn

153
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Definicja 17.1.5 (wersory w R"). Wersorami w przestrzeni R" nazywamy wektory

1 0 0
0 1 0
postaci By = | 0 |, E,=| 0 |,..., E,=] :
: : 0
0 0 1

Przyktad. Wersorami w przestrzeni R* sa

E1: 7E2: aE?):

S O O
o= O O
— o O O

1
0
0

17.2 Dzialania na wektorach.

Ponizej, w sposob algebraiczny, zdefiniujemy dziatania na wektorach w R". Beda
one uogdlnieniem dziatan na wektorach w R? i R3.

> Dodawanie wektoréw i mnozenie wektora przez skalar

T Y1
, T2 Y2 . S ,
Dla wektorow X = . , Y = . € R" oraz liczby rzeczywistej t okreslmy
Tn Yn
Z1 (1 T1+ x try
x To + x tr
x+v=| Tl P = U ex = T =T
T Yn Tn + Yn Tn ty
7 -3
, 2 0
Przykltad. Sumag wektoréw A = o | B = 5 nazywamy wektor A +
4 -2
4
B = g . Natomiast iloczyn wektora A i liczby rzeczywistej t = —5, to wektor
2
7 —35
2 —10
tA = (-5) 9 | = 10
4 —20

> Wlasnosci dzialan na wektorach

Okazuje sie, ze dziatania na wektorach z R"™ spelniaja te same wtasnosci, co dziatania
na wektorach z R? i R3. Tak wiec, dla dowolnych wektoréw X, U,V z R" oraz
dowolnych liczb rzeczywistych ¢, s zachodza zaleznosci
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£ Cwiczenie. Udowodnienie tych wtasnosci wymaga skorzystania z algebraicznych
definicji dziatan na wektorach. Pozostawimy je do wykonania czytelnikowi.

> Wektor zerowy

0
0

Wektor O = .| nazywamy wektorem zerowym z R".
0
Fakt 17.2.1. Dla kazdego wektora X € R™ mamy
H
X+ 0 =X.
> Wektor przeciwny

Dla kazdego wektora X € R™ mozemy dobra¢ taki wektor — X, ze

—
X+ (-X)=0.
Wektor —X o takiej wlasnosci nazywamy wektorem przeciwnym do wektora X. Jesli
T —I
i) . —T9
X = .|, to wektor przeciwny do X ma posta¢ —X =
Tn —In
3 -3
7 -7
v Przyktad. Wektorem przeciwnym do A = 0 jest wektor —A = 0
-5 5

-2 2
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> Przedstawienie wektora jako kombinacji liniowej wersoréow

Obserwacja 17.2.2. Zauwaimy, Ze kazdy wektor X € R™ przedstawia sie jednoz-
nacznie jako kombinacja lintowa wersorow z tej przestrzeni, tzn.

T
T2
X = i == xlEl + LEQEQ + ... ann-
Tn
3
-7
v Przyklad. Przedstawmy wektor X = 6 w postaci kombinacji liniowej wer-
2
-3
soréw. Wektor X jest wektorem z przestrzeni R°. Wersorami w tej przestrzeni sa
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
E1 = 0 s E2 = 0 s Eg = 1 ,E4 = 0 7E|5 = 0 . Wektor X
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
mozemy zapisaé jako
3 0 0 0 0
0 -7 0 0 0
X=|(01]+ 0 +1 6 |+ 0 [+ 0 =
0 0 0 2 0
0 0 0 0 -3
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
=30 |[+(-=-7)-]O0|+6-[1 [+2-]0+(=3)-|[0|=
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
=3k + (—7)E2 4+ 6F3 4+ 2FE, + (—3)E5

17.3 Liniowa niezaleznos¢ wektorow.

Podobnie jak w przypadku wektoréw z przestrzeni R? i R, réwniez w prze-
strzeni R™ mozemy moéwié o liniowej niezaleznosci wektorow. Przypomnijmy, ze dla
wektoréw z R? i R?, w przypadku dwoch wektoréw, liniowa niezalezno$é oznaczata
ich niewspotliniowos$¢é. Podobnie jest w przypadku wektorow z R™.

> Wspoélliniowosé wektorow

Wektory X iY z R"™ sg wspotliniowe, jesli X = tY dla pewnegot € R. W przeciwnym
wypadku wektory sa niewspotliniowe.
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v Przyktad (1).

1 -1,5
5 -7,5
Wektory X = | =7 |, Y =| 10,5 | € R’ sg wspolliniowe, bo Y = —1,5- X, a
2 -3
—4 6
stad X = —%Y.
v Praykiad (2).
-5 7
3 0 4 s . N
Wektory X = e Y = 1 € R* nie sg wspotliniowe. Musiataby istnie¢
2 3
taka liczba t, aby pierwsza wspotrzedna wektora Y byta iloczynem tej liczby i pier-
wszej wspolrzednej wektora X, co oznacza, ze 7 =t - (—5), tak wiec t = —%. Drugie
wspoétrzedne powinny spetniaé te sama zaleznosé, zatem w tym wypadku 0 = ¢ - 3,
wiect = 0. Zatemt =01t = —g, tak wiec nie istnieje odpowiednia wartos¢ ¢, co

daje wniosek, ze wektory X i Y sa niewspotliniowe.

> Liniowa niezaleznos$é¢ wektoréw

Uogolnieniem pojecia niewspotliniowosci na wieksza liczbe wektorow jest li-
niowa niezaleznos¢. Podamy teraz dwie rownowazne definicje tego pojecia.

Definicja 17.3.1 (liniowa niezalezno$é wektoréw). Uklad Vi, Vs, ...V, wek-
toréw z R" jest liniowo niezalezny, jesli zaden wektor V; nie jest réwny kombinacji
liniowej pozostatych.

Uwaga 17.3.2. Jeslin > 3, to w R™ mogq istnie¢ lintowo niezalezne uktady ztozone
z wiecej miz trzech wektorow.

v Przyktad. Wersory FEi, Es, ..., E, tworzg uktad liniowo niezalezny ztozony z n
wektoréw. Aby to uzasadnié¢, pokazemy najpierw, ze F; nie jest kombinacjg liniowa
pozostatych wersorow. Zatézmy nie wprost, ze £y = toFy +t3FE3+ ...+, FE,, zatem

1 0 0
0 1 0
O f=t| O [ +... 4+t | :
: 0
0 0 1
Mamy zatem
1 0
0 tg
0 |=1] t3
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Otrzymujemy zatem 1 = 0 co jest sprzeczno$cig. Podobnie mozemy pokazaé, ze inne
wersory nie sa kombinacjg liniowg pozostalych, wiec zgodnie z powyzsza definicja,
uktad ten rzeczywiscie jest liniowo niezalezny.

Definicja 17.3.3 (liniowa niezaleznosé¢ a kombinacja liniowa). Uktad ztozony
z wektoréw Vi, Vs, ..., Vi jest liniowo niezalezny, jesli jedyna kombinacja liniowa
tWVi + Vo + ... + t,V, dajaca wektor zerowy, to kombinacja trywialna, tzn. ze
wszystkimi wspotczynnikami zerowymi.

Dowdd réownowazno$ci powyzszych definicji jest podobny do dowodu Lematu
1.9.2. Tutaj go pominiemy.

Okazuje sie, ze druga z tych definicji jest duzo bardziej uzyteczna niz pierwsza
i czesciej bedziemy z niej korzystac.

Przyktad (1). Rozstrzygnijmy, czy uktad ztozony z wektoréw

-1 0 1 2
3 3 1 0
2 |7 -1 (11 (| -1}
0 7 1 0

jest liniowo niezalezny. Rozwazmy kombinacje liniowa tych wektorow i przyréw-
najmy ja do zera.

—1 0 1 2
3 5 1 0

| o [Tt |+t [ta] | =0
0 7 1 0

Rozstrzygniecie liniowej niezaleznosci podanych wektoréw, sprowadza si¢ zatem do
rozwigzania uktadu rownan. Jezeli okaze sie, ze jedynymi rozwigzaniami tego uktadu
sg t; = ty = t3 = t4 = 0, to uklad ten jest liniowo niezalezny. Jesli natomiast
znajdziemy niezerowe rozwiazanie, oznaczaé to bedzie, ze uktad jest liniowo zalezny.

W celu rozwigzania tego uktadu, skorzystamy z poznanej w poprzednim rozdziale
metody Gaussa. Odpowiadajgca temu uktadowi tablica, to

-1 01 20

3 51 00
2 -1 1 -1 0
0O 71 00
Po kilku przeksztatceniach otrzymujemy
-1 0 1 20
0 -1 3 30
0O 0 14 15 0
0 0 0 —2%2 0
Mozemy teraz odtworzy¢ przeksztatcony uktad rownan
—t + t3 + 2 = 0
— to + 3ts + 3ty = 0
14t3 + 156ty = 0
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Ostatecznie otrzymujemy

t1:0
t2:O
t3:0
t4:O

Nasz uktad wektorow jest zatem rzeczywiscie liniowo niezalezny.

Przyktad (2). WeZmy teraz inny uktad wektoréw

1 -1 0 7
3 2 7 3
o1’ -21"1-311"17
4 2 2 0

Przekonamy sie, ze jest on liniowo zalezny. Rozwazmy kombinacje liniowa tych wek-
toréw i przyrownajmy ja do zera.

1 -1 0 7
3 2 7 3

bl g | ttz| 5 | +ts| g |+ta| o [ =0
4 2 2 0

Podobnie jak w poprzednim przypadku rozwigzanie tego zagadnienia sprowadza
sie do rozwigzania odpowiedniego uktadu rownan. Odpowiadajaca temu uktadowi
tablica, to

1 -1 070
3 2 730
0 -2 -3 70

4 2 200

Po przeksztatceniach tablica ta moze by¢ zapisana w postaci

1 -1 0 70
0 5 7 —-18 0
0 01 1 0
0 00 0 0

Jak wiemy uktad taki bedzie miat catg rodzine rozwigzan, ktore przy uzyciu parametru
s € R mozemy zapisac jako

t1 = —2s
t2:55
t3:—8
t4:S

Zatem istnieje nieskoniczenie wiele nietrywialnych kombinacji danych wektoréw da-
jacych zero. Przyktadem takiej kombinacji jest t; = —2,t; = 5,83 = —1,t, = 1,
mamy wowczas

1 -1 0 7
3 2 7 3

-2 0 +5- o | 7| =3 + 7 =0.
4 2 2 0

Dane wektory rzeczywiscie sa liniowo zalezne.
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17.4 Definicja i podstawowe wlasnosci iloczynu
skalarnego w R".

W tym i kolejnych podrozdziatach zajmiemy sie¢ iloczynem skalarnym. Na poczatek
podamy definicje tego pojecia, nastepnie wprowadzimy wiele charakterystycznych
wtlasnosci i sposob6éw wykorzystania iloczynu skalarnego.

T
x
Definicja 17.4.1 (iloczyn skalarny). Iloczynem skalarnym wektoréw X = .2 LY =

Ty

Y1

Y2 . .

_ z przestrzeni R", nazywamy liczbe

Yn

’ XoY =zy1 +Xoyo + ... TpYn- ‘

Przyktad. Iloczynem skalarnym wektorow A = [3, —5,—7,4], B =[2,1,0, —3] jest
AoB=3-24(=5)-1+(-7)-04+4-(-3) =—11

> WilasnoSci iloczynu skalarnego

Dla dowolnych wektorow X,Y € R"™ oraz dowolnej liczby rzeczywistej t zachodza
réwnosci

(1) XoY =YoX
(2) Xo(Y+2Z)=XoY+XoZ
(3) (tX)oY =t(X oY)
Sa to wlasnosci analogiczne jak dla zwyktego iloczynu skalarnego w R? i R3.

Cwiczenie. Udowodnienie tych wlasnosci za pomocg Definicji 17.4.1 pozostawiny
do wykonania czytelnikowi.

> Dlugosé wektora z R

X1

x
Dla dowolnego wektora X = '2 € R"™ jego dlugos¢ okresla sie wzorem

Tn

(17.1) | X| = /X 7.

Zauwazmy, ze wzor ten jest uogélnieniem wzoréw na dtugosé wektoréw z przestrzeni

R%*i R3.
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v/ Przyktad. Dhugos¢ wektora A = [1,—5,3,0, —2] to

Al = 12+ (=5)2 + 32+ 02+ (-2)2 = V1 + 25 + 9 1 4 = V/30.

Wtasno$é¢ 17.4.2. Dla dowolnego wektora z przestrzeni R" mamy

(17.2) IX]> = X o X.

£ Cwiczenie. Prosty dowod tej wlasnosci pozostawimy do wykonania czytelnikowi.

> Prostopadlos$é wektoréw w R”

Fakt 17.4.3. Mowimy, ze dwa wektory X,Y z przestrzeni R"™ sq prostopadte, jesh
XoY =0.

Uwaga 17.4.4. W przestrzeniach R" czeSciej niz okreslenia prostopadtosé bedziemy
uzywac zwrotu ortogonalnosc.

v Przyktad. Wektory A =[5,2,—7,1], B =[-3,4,0,7] sa ortogonalne, gdyz

AoB=5-(-3)+2-44(-7)-0+1-7=—-154+8+0+7=0.

> Twierdzenie Pitagorasa w R"

W dowolnej przestrzeni R™ mozemy poda¢ twierdzenie, bedace odpowiednikiem
twierdzenia Pitagorasa na plaszczyznie. Na poczatek zauwazmy, ze role trojkata
prostokatnego moga w przestrzeni spetnia¢ dwa prostopadte wektory A i B. Przeci-
wprostokatng bedzie w tym wypadku wektor B — A, co tatwo mozna zauwazy¢ ze
schematycznego rysunku przedstawionego ponizej.

B—A

B
A

Twierdzenie 17.4.5 (Pitagorasa). Jesli wektory A, B € R"™ sq prostopadle, to
B — A" = [A] + |BJ.
Dowdd. 7 wtasnosci iloczynu skalarnego wiemy, ze

IB— A2 = (B —A)o(B— A).
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Korzystajac z rozdzielnosci iloczynu skalarnego wzgledem odejmowania mamy
(B—A)o(B—A)=BoB—-BoA—-AoB+ Ao A.
Wiemy rowniez, ze wektory A i B sa ortogonalne, zatem
AoB=BoA=0.
Ostatecznie otrzymujemy
|B—A*=BoB+ Ao A=|B]*+ A
O

Uwaga 17.4.6. Czasami nazwe twierdzenie Pitagorasa nosi nastepujgca zaleznosé.
Jesli wektory A, B € R" sq prostopadle, to

[ A+ B|* = A" +|B".

Cwiczenie. Dowdd powyzszej uwagi jest analogiczny do dowodu Twierdzenia
17.4.5. Pozostawimy go do wykonania czytelnikowi.

17.5 Rozklad wektora na sktadowe.

Lemat 17.5.1. Niech A bedzie ustalonym, niezerowym wektorem z R™. Wowczas
dowolny wektor X € R™ mozna przedstawi¢ jako sume wektorow X = X4+ X, gdzie
X4 to wektor wspétliniowy z A (skladowa réwnolegla do A), zas X jest prostopadly
do wektora A (sktadowa prostopadta do A).

Uwaga 17.5.2. Takie przedstawienie wektora X nazywamy jego rozktadem na skia-
dowe réwnoleglq i prostopadlq do A. Rozklad taki jest jednoznaczny.

Dowéd (Lematu). Sktadowa réwnolegta X 4, jako wspétiniowa z A, ma postaé X4 =
t - A. Obliczmy t. Skorzystamy z tego, ze sktadowa X | jest prostopadia do A, tak
wiec X, 0A = 0. Poniewaz X = X +X,,to X, = X— X, = X—t-A. Otrzymujemy
wiec

(X —tA)oA=0

a zatem

XoA—-tAoA=0.
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Mozemy z tej rownosci wyznaczy¢ t.

thoAonA
T AocA AR

Stad sktadowa réwnolegla wyraza sie wzorem

Xp=t-A= A
natomiast sktadowa prostopadta, to
XoA
X =X-— A
) AP
Wrzory te pokazuja istnienie i jednoznaczno$¢ rozktadu. O]

17.6 Kat miedzy wektorami.

Dla wektoréw w przestrzeni R", podobnie jak w przypadku R? i R3, zdefiniu-
jemy kat miedzy wektorami, poprzez podanie jego cosinusa.

Definicja 17.6.1 (cosinus kata miedzy wektorami). Cosinusem kata pomiedzy
niezerowymi wektorami U, W € R"™ nazywamy liczbe

(17.3) cos(£(U, W) = He = @Z¢§w

Przyktad. ZnajdZzmy kat miedzy wektorami A = [1,5,7,—-3],B = [3,0, -2, —1].
Cosinus tego kata to

oS = 1:345:04+7-(=2)+(=3)-(-1)
(K(A, B)) \/12+52+72+(_3)2 . \/32+02+ (_2)2+ (_1)2

="~ —0,2333.
V8414

Z tablic mozemy teraz odczytaé przyblizong warto$¢ kata miedzy tymi wektorami
£(A, B) =~ 103°.

Uwaga 17.6.2. Mozemy zastanawiac sie, czy cosinus kqta miedzy wektoramsi, otrzy-
many ze wzoru (17.3), spetnia warunek

—1 < cos(£L(U,W)) <1,

co mozemy zapisac jako
UoW
—1< ——F+ <L
Ul - [W]
Chcielibysmy aby tak bylo, gdyz funkcja cosinus przyjmuje wartosci z przedziatu
[—1,1]. Przeksztalcajgc powyzszq nierdwno$é, otrzymamy nieréwnosci réwnowazne.
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UoW
(1) =1 < gy <1

(2) =|UI-[W[<UW <|U|-[W|

(3) [UoW|<|U|- W]
(4) U W <|U]?- [W?
Trzecia z tych nierownosci nazywana jest nierownoscig Schwartza.

Skoro podane nieréwnosci sg rownowazne, wystarczy, ze udowodnimy jedna z
nich. Udowodnijmy zatem czwarta nier6wnosc.

Dowdd (4). Roztézmy wektor W na sktadowa réwnolegta Wy, = tU oraz prostopadia
W, do wektora U. Wiemy, ze wowczas W = Wy + W, . Przeksztalémy obie strony
nieréwnosci wstawiajac za W powyzszy rozktad. Niech L oznacza lewa strone nie-
rownosci, a R prawa strone.

L=UoWP=Uo(Wy+W)?=|Uo(tU+W)|>=[tUoU+UoW,|?

Wiemy, ze iloczyn skalarny wektoréw prostopadtych jest zerowy. Lewa strona nie-
rownosci przyjmuje zatem postac

L=t-[UP] = [t} |U"
Natomiast prawa strona to
P=UP - WP=|UP-[tU+W_|*

Korzystajac z udowodnionego wezeséniej twierdzenia Pitagorasa, mozemy prawg strone
zapisac¢ jako

P = U (JtU] + W) = [tP|U]" + [UFIWL* = L+ [U]|WL]*.
Drugi sktadnik tej sumy jest nieujemny, dlatego
LLL+|UPWL]? =P
O
Uwaga 17.6.3. W nierownosci Schwartza zachodzi rowno$é doktadnie wtedy gdy
UPIW.[* = 0.
Skoro wektory U, W sq niezerowe, to réwno$é ta zachodzi, gdy |W.|*> = 0, czyli

Wi =0, astad W, = O, a to zachodzi gdy W = tU. Réwnos$¢ w nieréwnosci
Schwartza zachodzi doktadnie wtedy, gdy wektory sq wspotliniowe.
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17.7 Nieréwnoscé trojkata.

Jezeli mamy dane trzy punkty X, Y, Z,

X
to nieréwnos¢ trojkata mozemy zapisac jako
ds < dy + ds.

Przy badaniu przestrzeni R" czesSciej zajmujemy si¢ wektorami, a nie punktami.
Sprobujmy zatem wyrazi¢ te nieréwnosé w jezyku wektorow.

B-A

Dla wektorow A, B € R™ mamy zatem

(17.4) | |B- A <|A]+B]|

Dowéd (nieréwnosci trojkgta). Zauwazmy, ze
|B — Al <|A[+|B]
wtedy i tylko wtedy gdy
B — Al < (|A] + |B])?

ale
IB—AP>=(B—-A)o(B—A)=|B?+|A?-240B

zatem
|B]* + |A]* —2A 0 B < |A|* + 2|A||B| + |B|?
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stad
—2A0 B < 2|A||B|

Ao B < |A||B|,

a ta nier6wnos$¢ wynika z nierownosci Schwartza. Wiemy bowiem, ze

|Ao B| < |A]|B|
czyli
—|AllBl < Ao B <|A[|B] /-(-1)
AI[B| > —A0 B > —|A||B].
Zatem spetiona jest nieréwnosé trojkata. O]

Uwaga 17.7.1. Rownosé w nierownosci trojkgta zachodzi tylko wtedy, gdy wektory
A i B sq wspotliniowe i majg przeciwne zwroty.



Rozdzial 18

Macierze

Dotychczas z pojeciem macierzy mieliSmy do czynienia gtéwnie przy okazji oma-
wiania przeksztalcen przestrzeni. W tym rozdziale zajmiemy si¢ abstrakcyjnym po-
jeciem macierzy. Na poczatek zdefiniujemy ogélnie macierze, poznamy podstawowa
terminologie z nimi zwigzana. Blizej zajmiemy si¢ pewnym rodzajem macierzy -
macierzami kwadratowymi. Dla takich macierzy okreslimy wyznacznik i poznamy
jego wlasnosci. W drugiej czesci tego rozdzialu poznamy niektore z bardzo wielu
zastosowan wyznacznika.

18.1 Podstawowe definicje i oznaczenia.

Definicja 18.1.1 (macierz m X n). Macierza rozmiaru m X n nazywamy pros-
tokatna tablice, ztozona z liczb lub innych wyrazen algebraicznych, zwanych ele-
mentami macierzy, sktadajaca sie z m wierszy i n kolumn.

Przyklad. Macierza rozmiaru 2 x 3 jest np.
3 T
-1 2 |

e Macierze bedziemy zazwyczaj oznacza¢ duzymi literami alfabetu np. A, B, C.

e O

Oznaczenia.

o Wyrazy macierzy oznaczamy a;j, bij, c;j, gdzie pierwszy z indeksow oznacza
numer wiersza a drugi numer kolumny. W takiej konwencji wyrazy macierzy
A rozmiaru m X n mozemy oznaczy¢

ail a12 N AT

a9 929 ... Qop
A=

Am1 Am2 ... Omn

e Macierz A bedziemy tez czesto oznaczaé przez [a;;).

167
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e Macierz mozemy tez zapisywacé przy uzyciu jej kolumn np. A = [Ay, Ay, ..., Ay,
ay;
. a2 . . .. .
gdzie A; = } € R™ to i-ta kolumna macierzy A. Przedstawienie takie
Qi

nazywamy kolumnowym zapisem macierzy A.

e Podobnie mozemy macierz opisa¢ przy uzyciu jej wierszy, wowczas A =

gdzie W; = [aj1, a2, . .., a;,] € R™ jest j-tym wierszem macierzy A.

> Zastosowania macierzy

Mielismy juz wczes$niej okazje pozna¢ zastosowania macierzy rozmiaru 2 X 2 i
3 x 3. Okazuje sie, ze uogodlniajg sie one na macierze wiekszych rozmiarow. Przy-
pomnijmy niektore z tych zastosowan. Macierze wystepowaty jako

tablice wspotczynnikow uktadéow réwnan,

e macierze przeksztalcen liniowych,

e macierze form kwadratowych,

e macierze przejscia do nowych uktadéw wspotrzednych.

W kolejnych podrozdziatach i rozdzialach zapoznamy sie z wszystkimi tymi
zastosowaniami dla przypadku macierzy dowolnych rozmiaréw.

18.2 Macierze kwadratowe.

Szczegolnie wazng klasa macierzy sa macierze kwadratowe, czyli macierze roz-
miaru n X n, a wiec takie, ktére maja tyle samo wierszy co kolumn.

v Przyklad. Macierza kwadratows rozmiaru 4 x 4 jest np.

1 -5 2 7
4 3 20
74 =21
0 —2 1 1

Dla macierzy kwadratowej wprowadzimy dodatkowo bardzo uzyteczne pojecie.

Definicja 18.2.1 (przekatna gléwna). Przekatna gléwna macierzy sklada sie z
elementow a;; dla ¢ = 1,2,...,n, czyli takich, ktére majg ten sam numer kolumny
co wiersza.
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Uwaga 18.2.2. Wyrazy znajdujgce si¢ pod przekgtng gldwng to wyrazy a;;, takie ze
i > j natomiast wyrazy nad gtowng przekgtng to te a;j, dla ktérych i < j.

aix G2 13
Przyktad. W macierzy A = |ag1 ass ao3| przekatna gtowna sktada sie z wyrazéw
az1 a3z 0azg
a1, G2, assz. Element ags jest przyktadem wyrazu znajdujacego sie pod gtowna prze-
katna i rzeczywiscie 3 > 2 co oznacza, ze numer wiersza jest wiekszy niz numer
kolumny. Z kolei dla a2, ktéry jak wida¢ znajduje sie nad gtéwng przekatna, numer
wiersza jest mniejszy od numeru kolumny.

> Macierz transponowana

W Rozdziale 12 poznaliSmy pojecie macierzy transponowanej do macierzy roz-
miaru 3 X 3. Macierz transponowang do danej mozemy réwniez okresli¢ dla macierzy
wigkszego rozmiaru.

Definicja 18.2.3 (macierz transponowana). Macierz transponowana A” macierzy
kwadratowej A = [a;;] jest to taka macierz B = [b;;] tego samego rozmiaru n x n
dla ktéreJ bij = Qj;-

Te definicje transponowania macierzy uogolnia sie, na macierz dowolnego roz-
miaru, niekoniecznie kwadratows.

Przyktad. Macierzg transponowang macierzy

5 -7 8 4
A‘l—z 0 13]

jest macierz

5 =2
-7 0
T
AT = 8 1
4

Uwaga 18.2.4. Jesli macierz A jest rozmiaru m X n, to macierz transponowana
AT jest rozmiaru n x m.

18.3 Wyznacznik macierzy kwadratowej.

W podrozdziale tym zdefiniujemy wyznacznik macierzy kwadratowej dowolnego
rozmiaru. Zastanéowmy si¢ jednak jaka funkcje moze on petié. Przypomnijmy w
jakich sytuacjach uzywany byt wyznacznik macierzy 2 x 2.

e Uzycie wyznacznika jest bardzo dobra metoda rozstrzygania liniowej nieza-
lezno$ci, mianowicie wektory A;, A sg liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy
gdy wyznacznik macierzy A = [A; As] rozmiaru 2 x 2, w ktoérej A;, Ay sa
kolumnami, jest niezerowy, czyli det(A) # 0.
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e Uktad réwnan

Y

a1 T + apy = b
a9 + aly = by

ktory wektorowo mozemy zapisaé jako
X - Al + Yy - A2 =B

ma rozwigzanie

. det[B, As] B det[A;, B|
= det[A, Ay Y T det[Ay, Ay

jesli wyznacznik gtéwny tego uktadu, czyli det[A;, As] jest niezerowy.

. . a1 Q12 . .
e Macierz odwrotna do macierzy A = wyraza S1¢ wzorem
Q21 A22
Al — aix  Gi12 _ Q22  —A12
Qg1 A22 det A |—a21 aqg

Wyznacznik macierzy wykorzystywany byt jeszcze w wielu innych sytuacjach. Podo-
bne zastosowania mial wyznacznik macierzy 3 x 3. Zdefiniujemy teraz wyznacznik
det A macierzy kwadratowej A dowolnego rozmiaru n x n jako pewna liczbe, lub
wyrazenie, zalezne od wyrazow macierzy A tak aby znalazt on zastosowanie do
celéw analogicznych jak te wymienione powyzej dla macierzy rozmiaru 2 x 2.

> Indukcyjna definicja wyznacznika

Okazuje sig, ze definicja wyznacznika, spetniajacego wymienione powyzej wlas-
nosci, dla macierzy wigkszych rozmiaréw jest duzo bardziej skomplikowana niz w
przypadku macierzy 2 x 2 i 3 x 3. Wyznacznik ten zdefiniujemy w sposob induk-
cyjny. Wezesniej wprowadzmy jednak pomocne oznaczenia.

Oznaczenie. Dla macierzy A = [a;;] rozmiaru n x n niech A;; oznacza macierz
rozmiaru (n — 1) x (n — 1) powstala z macierzy A przez wykreslenie i-tego wiersza
i j-tej kolumny.

5 =7 2
Przyktad. Dla macierzy A = |1 —3 4 | macierz Ay = [g _1 1 jest macierzg
0O 1 =2

powstalyg z macierzy A przez wykreslenie drugiego wiersza i trzeciej kolumny.
Definicja 18.3.1 (indukcyjna definicja wyznacznika).

1 Dla macierzy A = [a1] rozmiaru 1 x 1 wyznacznikiem nazywamy liczbe

det[ay1] = aq;.
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20 Jesli wiemy juz czym jest wyznacznik macierzy rozmiaru (n — 1) X (n — 1), to
okreslamy wyznacznik det A macierzy rozmiaru n X n wzorem

det A = a1 det All — 19 det A12 + a3 det Alg — ...+ (—1)1+”a1n det Aln =
= Z(—1)1”a1i det Au.
=1

Przykltad. Sprawdzmy, czy to okreslenie wyznacznika macierzy zgadza si¢ z po-
danymi wczesniej wzorami na wyznacznik macierzy 2 x 2 i 3 x 3. W przypadku
a1 Qa2

o a ] wyznacznik, zgodnie z powyzsza definicja, wyraza sie
21 022

macierzy A = l

wzorem
det A = a1 det All — Q12 det A12 = Qi1 det [a22] — 19 det [agl] = a11092 — Q12021
co zgadza sie ze znanym juz nam wzorem na wyznaczhik macierzy rozmiaru 2 x 2.

air Gi2 a13
Podobnie w przypadku macierzy A = |as; as2 as3| mozemy obliczyé jej wyz-

asr @32 433
nacznik korzystajac z Definicji 18.3.1. Otrzymujemy

det A = ail det AH — Q12 det A12 + a3 det A13 =

] + a3 det [azl an] =

(22 Qa23 a1 Az
= Q11 det — 192 det
a31 a3z

3
az2 as3 azyp ass

= @11[(122%3 - a23a32] — Q12 [a21a33 - @31(123] + als[amasz - a31a22] =
= (11022033 — Q11023032 — Q12021033 + A12031023 + 13021032 — (13031032

a to zgadza sie z wyznaczonym przy uzyciu metody Sarrusa wyznacznikiem tej
macierzy.

W kolejnym przyktadzie zastosujemy Definicje 18.3.1 do obliczenia wyznacznika
macierzy rozmiaru 4 X 4.

15 0 3
. 4 -2 1 =3 . . .
Przyktad. Niech A = 0 7 -3 —1| Zgodnie z definicjg wyznacznika mamy
2 -2 1 3

det A = aq det AH — a19 det A12 + a3 det Alg — a4 det A14 =

-2 1 =3 4 1 =3 4 -2 -3 4 =2 1
=1ldet|7 -3 —1|-5det|0 -3 —1|4+0-det|0 7 —1|—-3.det |0 7 =3
-2 1 3 2 1 3 2 =2 3 2 =2 1

—1-(1842-21418—-2—21)—5- (=36 —2+0— 18 + 4 — 0)+
40 (84+4+4+0+42—-8—0)—3-(28+12+4+0—14—24—0) =
=1-(=6)—5-(=52)+0-(122) —3-(2) = —6+ 260 + 0 — 6 = 248,
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Uwaga 18.3.2. Zauwazmy, ze w celu obliczenia wyznacznika macierzy rozmiaru 4 X
4 musimy policzyc¢ cztery wyznaczniki macierzy 3 X 3. Do wyznaczenia wyznacznika
macierzy rozmiary 5 X 5 bedziemy potrzebowali pieciu wyznacznikéw macierzy roz-
miaru 4 X 4 a tym samym 20 wyznacznikéow macierzy rozmiary 3 X 3.

Ponizej pokazemy bardziej ogdélny sposéb na obliczanie wyznacznika, ktory w
wielu przypadkach pozwoli na znaczne uproszczenie obliczen. W tym celu wprowadzmy
dodatkowe pojecie.

Definicja 18.3.3 (dopelnienie algebraiczne). Dopelnienie algebraiczne wyrazu
a;; macierzy A = [a;;] to wyrazenie

Dij = (—1)i+j det A”

Uwaga 18.3.4. Zauwazmy, Ze w swietle tej definicyi wyznacznik macierzy A wyraza
sie wzorem

det A = Z aliDu.

i=1

Twierdzenie 18.3.5 (rozwiniecie Laplace’a). Wyznacznik mozemy policzyc in-
dukcyjnie stosujgc rozwiniecie wzgledem dowolnego wiersza lub dowolnej kolumny.

e rozwiniecie wzgledem p-tego wiersza
det A = Z apiDpZ-,
i=1
o rozwiniecie wzgledem q-tej kolumny

det A = Z CLiquq.
=1

Poznany przez nas w Definicji 18.3.1 sposéb na obliczenie wyznacznika jest
rozwinieciem wzgledem pierwszego wiersza.

W ponizszym przyktadzie bedziemy mie¢ okazje zaobserwowaé dlaczego moze
mie¢ znaczenie wybor kolumny lub wiersza wzgledem ktérej rozwijamy wyznacznik.

-7 1 5 1
: : . 4 -2 0 3 :
Przyklad. Obliczmy wyznacznik macierzy A = 9 1 0 5| Skorzystanie
3 2 0 1

z Definicji 18.3.1, czyli z rozwiniecia wzgledem pierwszego wiersza wymagatoby
policzenia czterech wyznacznikéw macierzy rozmiaru 3 x 3. Zauwazmy, ze jesli zas-
tosujemy rozwiniecie wzgledem trzeciej kolumny, to wyznacznik macierzy A przed-
stawia sie wzorem

det A = (—1)""3.5.det Aj3-+(—1)*".0-det Apz+(—1)*".0-det Asz+(—1)*"*.0-det Ays =

4 -2 3
= (-1)*5-det Aj3 =5-det |—2 1 —5| =5-(4+30—12—-9+40—4) = 5-49 = 245.
32 1
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18.4 Wyznacznik macierzy gornotrdéjkatnej i dol-
notrojkatnej.

Obliczenie wyznacznika w wielu przypadkach okazuje sie by¢ bardzo ktopotliwe.
Istnieja jednak macierze, ktorych szczegdlne wlasnosci pozwalajg tatwo go wyz-
naczy¢. Takimi macierzami sa macierze géornotrojkatne i dolnotrojkatne.

Fakt 18.4.1. Jesli A = [a;;] jest macierzq rozmiaru n X n gornotréjkatng, co oz-
nacza, ze wszystkie wyrazy ponizej gtownej przekgtnej sq zerama, lub dolnotréojkgtng,
tzn. takq Ze wszystkie wyrazy nad glowng przekgtng sqg zerami, to wyznacznik tej
Macierzy WyYraza Sie wzorem

detA:CLH'CLQQ'...'CLnn,

jest zatem iloczynem wyrazow na gtownej przekgtnej.

Dowdd. Przeprowadzimy teraz indukcyjny dowdd tego faktu. Dla macierzy rozmiaru
1x1,2x2, 3 x 3 tatwo sprawdzi¢, ze ten fakt zachodzi. Pozostawimy to do wyko-
nania czytelnikowi.

Przejdzmy do sprawdzenia gléwnego kroku indukcyjnego. Zatézmy, ze Fakt
jest prawdziwy dla macierzy gérnotréjkatnych rozmiaru (n — 1) x (n — 1). Wezmy

a;p Q12 ... Qip
, ;. . . . Qg2 ... G2 .
gornotrojkatng macierz A rozmiaru n x n, gdzie A = | | . . |. Rozwi-
0 ... 0 aum

jajac te macierz wzgledem pierwszej kolumny otrzymujemy

det A=Y "anDjy = annDii + a2 Doy + ... + a1 Dy

=1
Poniewaz as; = a3y = ... = a,1 = 0 wiec
det A = GHDH = (—1>1+1 a1 det All = a1 det All'

Poniewaz Aj; jest macierza gérnotrojkatna rozmiaru (n — 1) x (n — 1), ktéra na
przekatnej gtownej ma wyrazy ass, ass, . . . @y, wiec z zatozenia indukcyjnego wiemy,
ze det Ay = agg - ass - ... - a,,. Po podstawieniu do wzoru na wyznacznik macierzy
A otrzymujemy

n
det A = aiq - (a22 ca33 ... a,m) = Ha“
i=1

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze podany wzor na wyznacznik macierzy gornotrojkatne;j
jest prawdziwy dla dowolnego n. O]

Cwiczenie. Analogiczny dowdd dla macierzy dolnotréjkatnej, w ktérym wyko-
rzystuje si¢ rozwiniecie wzgledem pierwszego wiersza, pozostawimy do wykonania
czytelnikowi.
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18.5 Wlasnos$ci wyznacznika.

Ponizej podamy kilka wtasnosci wyznacznika, ktére w znaczacy sposdb moga
ulatwi¢ jego obliczanie, co na przykltadzie pokazemy w kolejnym podrozdziale. W
ay;

ponizszych opisach A; = : oznacza¢ bedg kolumny danej macierzy A. Dla

Ami
poprawy czytelnosci w wielu miejscach pod wektorem oznaczajacym kolumne za-
pisany zostanie réwniez numer tej kolumny. Uzasadnienie tych wtasnosci podamy w
dalszej czesci podrozdziatu.

Wtlasnosé 18.5.1. Wyznacznik macierzy A, w ktorej pewna kolumna A; sklada sie
z samych zer wynosi 0, co symbolicznie mozemy zapisac

—_
det[Al, ,O, ,Am]:0.

Witasnos$é 18.5.2. Wyznacznik macierzy A, w ktorej dwie kolumny sq jednakowe

wynost 0.
det[Al, 7Ai7 ,A,L', 7Am] = 0.

. i j m

Witasnosé 18.5.3. Wyznacznik macierzy, w ktorej przestawiono ze sobg dwie kolumny
jest przeciwny do wyznacznika macierzy wyjsciowey.

det[Al, ,Aj, ,Ai, ,Am]:—det[Al, ey AZ’, ,Aj, Am]

1. i j m 1 i j m

Witasnosé 18.5.4. Wyznacznik macierzy, w ktorej jedna z kolumn zostala przem-
nozona przez statq jest iloczynem tej statej 1 wyznacznika wyjsciowej macierzy.

det[Al, ,t'Ai, ,Am]:t«det[Al, cey Ai7 Am]
Witasnosé 18.5.5. Wyznacznik macierzy, w ktorej i-ta kolumna jest sumq wektorow

A; i Al jest rowny sumie wyznacznikow dwdch macierzy, tak jak to opisuje ponizszy
wzor

det[Al, e 7Az'—1 ,Ai —+ A;, Ai+17 Ce 7Am] =
1 i—1 % i+1 m
= det[Al, Ce 7Ai—1 7Ai7 Ai-i—la . Am] -+ det[Al, ceey Ai—l 7A',i7 Ai+1; e Am]
1 i—1 % i+1 m 1 i—1 i i+1 ..oom

Witasnosé 18.5.6. Wyznacznik macierzy nie zmieni sie, jesli do jednej z kolumn
dodamy pewng wielokrotnosé innej kolumny.

det[Al, ,Al+tAJ, ,Am]:det[Al, ey Al, Am]

1 [ m 1 7 m

Ponizej przedstawimy dowody niektérych sposrod tych whasnosci. W dowodach
tych wykorzystamy rozwiniecia Laplace’a.
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Dowod Wtasnosci 18.5.1. Obliczajac wyznacznik macierzy

_
det A =det[4), ... ,0, ... A,

zastosujemy rozwiniecie wzgledem i-tej kolumny. Otrzymujemy wowczas
%
det[Al, N O, PN 7Am] = ah-Dh- + CLQZ‘DQi + ...+ amiDmi =

Dowod Wtasnosci 18.5.5. Obliczajac wyznacznik macierzy

A:[Al, ,Al—FA;, 7Am]

1 A m

roOwniez zastosujemy rozwiniecie wzgledem i-tej kolumny, tzn. wzgledem kolumny
A; + Al Mamy woéwczas

det[Al, e ,Al—FA;, e ,Am] = (ali+a'1i)D1i+(a2i+a’2i)D2i+. . + (amz+a;m)D,m =

= ay;Dy; + a\; Dvi + a2 Do; + ab; Do + . .. 4 @i Dini + @) Dini =
det[Al,...,Ai,...,Am]—l—det[Al,...,A;,...,Am].

O

Dowoéd Wtasnosci 18.5.4. Rozwijajac wyznacznik

det A = det[Al, R A Al‘, 7Am]
1 i m
wzgledem i-tej kolumny mamy
det[Al, Ce ,t . Ai, Ce ,Am] = taliDli 4+ ...+ tamleZ =t- (aliDli 4+ ...+ &szml) =
=1- det[Al, . 7Aia Ce 7Am]

O

Cwiczenie. Analogiczne dowody pozostalych wlasnoécei pozostawimy do wykona-
nia czytelnikowi.

Wtlasnosé 18.5.7. Wyznacznik macierzy transponowanej do danej macierzy A jest
rowny wyznacznikowi macierzy A.

det A = det AT

Uwaga 18.5.8. Wyznacznik ma podobne wtasnosci ze wzgledu na wiersze jak te
przedstawione powyzej dla kolumn.
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18.6 Praktyczne sposoby obliczania wyznacznika.

Wezesniej pokazalismy, ze odpowiedni wybor wiersza lub kolumny wzgledem
ktorej rozwijamy wyznacznik moze bardzo utatwié¢ obliczenia. Niestety nie we wszys-
tkich przypadkach metoda ta okazuje sie by¢ skuteczna. Podamy teraz dwa sposoby
na znaczne uproszczenie obliczen wyznacznika, ktore sg skuteczne we wszystkich
przypadkach. Beda one polegaly na stosowaniu przeksztatcen na wierszach i kolum-
nach, tak aby uzyska¢ macierz takiej postaci, dla ktorej jesteSmy juz w stanie tatwo
obliczy¢ wyznacznik. Przy przeksztatcaniu tych macierzy mozemy wykonywac¢ mniej
operacji niz przy rozwigzywaniu uktadow réwnan, nie mozemy bowiem mnozy¢ wier-
szy czy kolumn przez liczbe. Tutaj mozemy za to swobodnie wykonywaé operacje
zaréwno na wierszach jak i kolumnach.

Dla tatwiejszego zapisu wprowadzmy dodatkowe oznaczenie.

aiyp ... QAip
Oznaczenie. Wyznacznik macierzy A = | ¢ .. i | bedziemy zapisywa¢ w
Ap1 ... Qpp
postaci
ayy ... Qip
det A= |A| =
Ap1 -.. QApp
> Sposéb 1

Bedziemy starali si¢ wyzerowac, stosujac operacje nie zmieniajace wyznacznika,
wszystkie wyrazy pewnej kolumny lub pewnego wiersza, z wyjatkiem by¢ moze jed-
nego, a nastepnie zastosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem tej kolumny (wier-
sza).

Zobaczmy na przyktadzie jak dziata ta metoda.

Przyklad. Zastosujmy powyzszy sposéb do obliczenia wyznacznika macierzy

17 3 =2
5 =2 4 3
A= 6 -1 -3 -2
3 1 4 1

Zauwazmy, ze zgodnie z Wtasnoscia 18.5.6 mozemy do wierszy dodawa¢ wielokrot-
nosci innych wierszy, a wyznacznik nie zmieni sie. Niech wq, ws, w3, w4 oznaczaja
kolejne wiersze macierzy A. W trakcie przeksztatcania macierzy bedziemy obok sym-
bolicznie notowaé operacje jakie na niej wykonujemy.

1 7 3 -9 1 7 3 -9
b2 4 3| |0 =37 —11 13| ws— 5wy
detA=1lc 1 3 9|0 43 —18 8| ws— 6w,

3 1 4 1 0 —-20 -5 7 Wy — 3’LU1
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Mozemy teraz zastosowac¢ rozwiniecie wzgledem pierwszej kolumny.

—37 —11 13
det A=1-(—1)"*"". =43 —21 10
-20 -5 7

Wyznacznik macierzy rozmiaru 3 x 3 mozemy obliczy¢ stosujac regute Sarrusa.
det A = 1- (5439 + 2200 + 2795 — 5460 — 1850 — 3311) = —187
Wyznacznik tej macierzy wynosi det A = —187.

Uwaga 18.6.1. Jesli macierz ma rozmiar wiekszy niz 4 X 4, to powyzszy sposob
nalezy zastosowac kilkakrotnie.

> Sposéb 11

Sposdb ten wykorzystuje wlasnoéci macierzy gérnotrojkatnej i dolnotrojkatne;j.
Polega ona na tym, ze zerujemy wszystkie wyrazy powyzej lub ponizej przekatne;j
gtownej a nastepnie bierzemy iloczyn wyrazéow na tej przekatnej. Pokazemy to na
przyktadzie.

Przyktad. Obliczmy tg metoda wyznacznik macierzy A z poprzedniego przyktadu.

1 7 3 =2 1 7 3 =2
B =2 4 3| |0 =37 =11 13| wy—Suy
detA=1ls 1 3 _9| 7|0 —43 —18 8| ws— 6w,
3 1 4 1 0 —20 -5 7 w4—3w1
1 7 3 —2 1 7 3 -2
0 =37 —11 13 0 =37 —11 13
= 4 4 = 4
0 0 37 —37 w4—§w2 0 0 0 ~304 w4+ﬂw3
Taki wyznacznik mozemy juz tatwo obliczy¢.
304 187
detA=1-(=-37)-(——) - (———) = —187
etA=1:(=37) (~55) (—3:0)

Wynik ten zgadza sie z wartoscig wyznacznika obliczong przy uzyciu pierwszego
sposobu.

Uwaga 18.6.2. Jesli modyfikujgc macierz zamieniamy ze sobg miejscami dwie kolumny
lub dwa wiersze, to wyznacznik zmienia sie na przeciwny. Jesl natomiast mnozymy
wiersz lub kolumne przez liczbe, to wyznacznik musimy podzieli¢ przez te liczbe.

Przyklad. Wykorzystanie pierwszej czesci tej uwagi pomaga przy obliczeniu nastepu-
jacego wyznacznika, w ktorym zamienimy miejscami druga i czwartg kolumne

25 3 1 2 1 3 5
02 -3 —-1 [0 -1 =3 2| _
04 7 0| |0 0 7 4~
03 0 0 0 0 0 3

—[2(=1)- 73] = —(—42) = 42.
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18.7 Cramerowski uklad réwnan liniowych.

W tym podrozdziale zajmiemy sie jedna z wtasnosci jaka chcieliSmy aby spetniat
wyznacznik. Rozwazmy uktad

(K) x-Ar+x9-As+...+x, A, =B,

gdzie A; € R™", B € R", ktory jest uktadem n réwnan z n niewiadomymi x, zo, . . . , Ty,
natomiast A;, B sa kolumnowymi wektorami utworzonymi ze wspotczynnikéw tego
uktadu. Macierza gltéwna dla uktadu (¥) jest macierz A = [Ay, As, ..., A, zas
wyznacznik gtowny to W = det A.

Definicja 18.7.1 (uklad cramerowski). Uklad (%) nazywamy cramerowskim
jesli wyznacznik gtéwny W tego uktadu jest niezerowy:

W =det A # 0.

Podobnie jak w przypadku uktadu trzech réwnan z trzema niewiadomymi, dla
uktadu (¥) mozemy oprocz macierzy gtéwnej i jej wyznacznika okreslié réwniez
macierze pomocnicze i ich wyznaczniki. Ze zmienna z; zwiazana jest macierz F,,,
ktora powstaje przez zastapienie pierwszej kolumny macierzy gtownej przez kolumne
wyrazéw wolnych B, tak wiec P,, = [B,As, ..., A,]. Wyznacznik tej macierzy
W,, = det P,, wykorzystywany bedzie do obliczenia zmiennej x;. Podobnie pow-
staja i wykorzystywane sg inne macierze pomocnicze. Mamy wiec

P, =[B, A, As, ..., A,
P,, =[A1,B,As, ..., A,
P., =[A1,A, B, ... A,

Pxn = [A17A27 s aAn—la B]

a odpowiednie wyznaczniki to
Wy, = det P,,.

Mozemy juz teraz sformutowaé twierdzenie, ktore pozwoli nam rozwigzywac¢ uktady
rownan liniowych.

Twierdzenie 18.7.2 (Cramera). Uklad (), gdy W # 0 ma dokladnie jedno
rozwigzanie dane wzorami

W,

w

dla v = 1,2,...,n, gdzie W = det A jest wyznacznikiem gléwnym tego ukiadu,
natomiast W, sq odpowiednimi wyznacznikamsi pomocniczymi.

T; =

Dowdd tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu dla uktadu cramerowskiego
rozmiaru 3 X 3 przedstawionego w Rozdziale 4, tutaj go pominiemy.

Przyklad. Zastosujmy twierdzenie Cramera do rozwigzania nastepujacego uktadu

réwnan
2[[’1 + 31‘2 + 41’3 + 51’4 =3

—3x1 + 419 — x5 — 224 = —1
—I1 —513'2—|—333'3—£L’4: —6
51’1 —4I2+2$3+3LL’4 =4
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Wyznacznik gtéwny tego uktadu to

2 3 4 5
-3 4 -1 -2
w=|"] 5 5 _j=-10
5 -4 2 3

Wyznacznik gtéwny jest niezerowy a wiec uktad jest uktadem Cramerowskim i ma
jedno rozwiazanie. Odpowiednie wyznaczniki pomocnicze to

3 3 4 5 2 3 4 5
-1 4 -1 -2 -3 -1 -1 -2
Wy, = 6 -1 3 —1I7 —280, W,, = 1 6 3 —1l7 —140,
4 -4 2 3 5 —4 2 3
2 3 3 5 2 3 4 3
-3 4 -1 =2 -3 4 -1 -1
Weom|1 1 ¢ 1| =10 We= )y 4 5 6|7
5 —4 4 3 5 —4 2 3
rozwiazaniem naszego uktadu jest zatem czworka liczb
WCC1 Wl“z Wx Wx4
xl:iw :27 [L‘QZW:l, I’gZWJ:—l, $4:W:O

18.8 Wyznacznik a liniowa niezaleznos¢.
Zwigzek wyznacznika z liniowa niezaleznoscig wektoréw jest konsekwencjag fak-

tow, ktore sformutujemy i udowodnimy ponize;j.

Fakt 18.8.1. Jesli kolumny Ai, As, ... A, macierzy A rozmiaru n X n sq liniowo
zalezne, to det A = 0.

Dowdd. Przypomnijmy, ze wektory sa liniowo zalezne, jesli jeden z nich jest liniowa
kombinacjg pozostatych. Skoro wektory A, As, ... A, maja by¢ liniowo zalezne, to
jeden z nich, przyjmijmy A,, jest liniowa kombinacjg pozostatych. Jedli inna kolumna
jest kombinacja pozostatych, rozumowanie bedzie podobne. Tak wiec mamy A, =
t1A] +tAs + ...+ 1, 1A, 1. Wowezas wyznacznik tej macierzy przyjmuje postaé

det A = det[AbAg, N An] = det[Al, AQ, c 7An—17t1A1 + tQAQ + ...+ tn—lAn—l]

7 Wtasnosci 18.5.6 wiemy, ze odjecie od kolumny wielokrotnosci innej kolumny nie
zmienia wyznacznika tak wiec odejmujemy od n-tej kolumny iloczyn t; A, nastepnie
ta Ay 1 tak kolejno az do t,,_1A,_1, otrzymujemy woéwczas

det A = det[Al, A27 e ,An_l, tQAQ + ...+ tn—lAn—l] =

= det[Al,Az, .. .,An_l,tgAg +... ‘l’tn—lAn—l] =...= det[Al,Az, cee ,An_l,O] =0.
O

Fakt 18.8.2. Jesli kolumny Ay, As, ..., A, macierzy A sq liniowo niezalezne w R™,
to detA # 0.
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Dowdd tego faktu pomijamy.

Z Faktow 18.8.1 1 18.8.2 mozemy wyprowadzi¢ nastepujacy wniosek.

Whniosek 18.8.3. Wektory Ay, Aa, ..., A, 2z R" sq liniowo niezaleine wtedy i tylko
wtedy gdy det[Aq, As, ..., A, #0.

18.9 Dzialania na macierzach.

W podrozdziale tym okreslimy podstawowe dziatania jakie mozemy wykonywac
na macierzach. Podamy réwniez ich podstawowe wtasnosci.

> lloczyn liczby i macierzy

lNoczynem t - [a;;] liczby rzeczywistej ¢ 1 macierzy [a;;] nazywamy macierz [b;;]

tego samego rozmiaru co macierz [a;;], dla ktorej b;; = t - a;; dla kazdego i, j.
Stosowany bywa réowniez skrotowy zapis ¢ - [a;;] = [t - ;5]
. . . 2 —4 —1 3. .
Przyktad. Iloczynem liczby t = —2 i macierzy A = 50 -7 1 jest macierz
: 2 -4 -1 3 -4 8 2 —6
BposmmB_(_z)'[E) 0 -7 11_[—10 0 14 —2]'

> Suma macierzy

Jezeli macierze [a;;] 1 [b;;] maja ten sam rozmiar, to ich suma [a;;] + [b;;] nazywamy
macierz [¢;;] tego samego rozmiaru, dla ktérej ¢;; = a;; + b;;, dla wszystkich 4, j.
Piszemy tez [a;;] + [bi;] = [ai; + bijl.

2 4 -3 -2
Przyktad. Sumg macierzy A= | -3 0 |, B=| 1 —6 | jest macierz
1 -2 0 1
2 4 -3 -2 -1 2
C=A+B=|-3 0 |[+| 1 —-6|=|-2 —6
1 =2 0 1 1 -1
> Iloczyn macierzy
lloczynem macierzy A = [a;;] rozmiaru m X n i macierzy B = [b;;] rozmiaru

n x k nazywamy macierz C' = [¢;;] rozmiaru m X k, dla ktérej
Cij = ailblj -+ aizbgj + ...+ ainbnj-

Uwaga 18.9.1. Mnozenie macierzy A i B jest wykonalne tylko wtedy gdy macierz
A ma tyle samo kolumn co macierz B wierszy. Zauwaimy, ze wyraz c;j macierzy C
jest iloczynem skalarnym i-tego wiersza macierzy A i j-tej kolumny macierzy B.
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3 =7
v : | 2 1 =3 4. : _ | 42
Przyktad. Iloczynem macierzy A 71 9 0 i macierzy B 8 ]
1 =3
jest macierz
3 =7
2 1 =3 14 4 2
C_[—7 1 2 O] -8 1 |
1 =3
1234144+ (-3)- (=8 +4-1 2-(-7)+1-24+(-3)-1+4-(=3) | | 38 =27
(=7 341442 (=8)+0-1 (-7)-(=7)+1-2+2-14+0-(=3) | | =33 53 |’

> Wlasnos$ci dzialann na macierzach

Podamy teraz podstawowe wtasnosci dzialan na macierzach. A, B, C' oznaczaé
beda macierze, natomiast ¢ to dowolna liczba rzeczywista.

(1) (A+B)-C=A-C+B-C

(A-B)-C=A-(B-0C)
4) (t-A)-B=t-(A-B)=A-(t-B)

Dowody czterech pierwszych wtasnosci wynikaja z wlasnosci dziatan na liczbach

£ rzeczywistych i z okreslenia dzialan na macierzach. Pozostawimy je do wykonania

czytelnikowi. Dowod piatej wlasnosci jest duzo bardziej skomplikowany. Tutaj go
pominiemy.

18.10 Macierz odwrotna.

W tym podrozdziale wprowadzimy pojecie macierzy odwrotnej, zostanie ono
zdefiniowane w sposéb analogiczny, jak to zostalo zrobione w przypadku macierzy
rozmiaru 3 X 3. Macierz odwrotna bedzie przez nas wielokrotnie wykorzystywana w
kolejnych rozdziatach, np. przy badaniu przeksztatcen przestrzeni wektorowych.

Definicja 18.10.1 (macierz jednostkowa). Macierza jednostkowa rozmiaru n x n
nazywamy macierz I postaci
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Definicja 18.10.2 (macierz odwrotna). Macierza odwrotna do macierzy A roz-
miaru n X n nazywamy taka macierz B rozmiaru n xn, ze A- B =B A = I,«,.
Macierz B oznaczamy symbolem A~

Szukanie macierzy odwrotnej, przy uzyciu definicji wigzatoby sie z rozwigzaniem
n uktadéw zlozonych z n réwnan z n niewiadomymi (tacznie n? niewiadomych).
Ponizsze twierdzenie podaje tatwiejszy sposob na wyznaczenie macierzy odwrotne;j.

Twierdzenie 18.10.3. Dla macierzy A rozmiaru n X n mamy
(a) Jesli det A =0, to A nie ma macierzy odwrotney.

(b) Jesli det A # 0, to macierz odwrotna do macierzy A istnieje, jest jedyna i

wyraza si¢ wzorem A~ = [by;], gdzie b; = 5 Dji, czyli
Dy Dy ... Dp
D1z Doy ... Dpa
“1_ 1
A T detA . L .
Dy, Dy, ... Dy,

Uwaga 18.10.4. Zauwazmy, Ze do wyznaczenia wyrazu by; uzywamy wyrazenia Dj;.
Nastepuje tu zamiana kolejno$ci wystepowania indeksow.

Dowdd.
(a) Gdyby istniata macierz odwrotna A~!, to z Wtasnosci 18.5.7 mieliby$my
det A-det(A™!) =det(A- A1) = det([xn) = 1.

Zatem otrzymaliby$my
0-det(A™) =1.

Poniewaz takie rownanie nie ma rozwigzan, wiec w tym wypadku nie istnieje
macierz A1

(b) Niech B = [b;;] bedzie macierzg okreslong wzorem z czesci (b) Twierdzenia
18.10.3. Obliczmy A - B = [c¢;;].

n n 1 n
Cii = a;pbr; = ik - - D; ]+k -det A
’ kZ::l Kok ,;1 " det A Dir = detAZ o
Rozwazmy dwa przypadki.
1. Gdy © = j wowczas
ii n 1) . det A
Cii detA Z ik

Zauwazmy, ze W pOwyzszym wyrazeniu wystepuje rozwiniecie Laplace’a wyz-
nacznika macierzy A wzgledem i-tego wiersza. Otrzymujemy zatem

1

= —. A=1.
det A det

Cii
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2. Gdy @ # j wowczas

1 n

_ +k
Cij = Zaik . (—1)‘7 - det Ajk-
det A =

Wyrazenie to zawiera rozwinigcie wzgledem j-tego wiersza wyznacznika macierzy

wy

i—ty wiersz
. Jak wiemy wyznacznik macierzy, ktora ma dwa takie same

Ww; Jj—ty wiersz
[ Wn |
wiersze jest zerowy, wiec

! 0
CZ” — . —
7 detA

Zatem
A-B= [Cij] = ]nxn~

Dowdd tego, ze B-A = I,,x, wyglada analogicznie. Tutaj go pominiemy. Zatem
B jest macierzg odwrotng do A, czyli B = A~

O

v Przyklad. Sprawdzmy, czy wzor macierzy odwrotnej do macierzy rozmiaru 2 x 2,
wyznaczony tym sposobem, zgadza si¢ ze znanym nam juz wzorem. Dla macierzy

11 Q12 .
A= macierz odwrotna to
Q21 A22

A1 — 1 Dy Dy _ 1 Q22  —dai2
det A | D12 Do det A |—ao1  ann |

Zatem rzeczywiscie zgadza sie ze znanym wzorem.

£ Cwiczenie. Podobne sprawdzenie dla macierzy rozmiaru 3 x 3 pozostawimy do
wykonania czytelnikowi.
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Abstrakcyjne przestrzenie
wektorowe

Do tej pory zajmowaliSmy sie przestrzeniami R", a w szczeg6lnosci przestrze-
niami R? i R, Przestrzenie R™ sg tylko przyktadami duzo szerszej klasy - przestrzeni
wektorowych. W rozdziale tym zdefiniujemy pojecie przestrzeni wektorowych, poz-
namy przyktady. Dowiemy sie, czym sa podprzestrzenie wektorowe. Zajmiemy sie
rowniez abstrakcyjnym pojeciem liniowej niezaleznosci.

19.1 Okreslenie przestrzeni wektorowych.

Przestrzenie wektorowe bedziemy najczesciej oznaczaé przez U, V, W, natomiast
elementy tych przestrzeni, czyli abstrakcyjne wektory, bedziemy oznaczaé v, w,u, @,
—

_>
e, f.

Definicja 19.1.1 (przestrzen wektorowa). Zbiér V' pewnego rodzaju obiektéw v
nazywamy przestrzeniag wektorowa, jesli obiekty te mozemy dodawac i mnozy¢ przez
liczby. Musza by¢ przy tym spelnione nastepujace wlasnosci:

(a) przemienno$é¢ dodawania, czyli ze dla dowolnych wektoréow vy, vy € V mamy
V1 + VU2 :U2+U1,
(b) laczno$é¢ dodawania, czyli ze dla dowolnych wektorow vy, v, v3 € V' mamy
(’Ul + Ug) +v3 = v + (’UQ + Ug),

(¢) rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania, czyli ze dla dowolnych wektoréw
v1, V9 € V oraz dowolnej liczby rzeczywistej ¢t mamy

t(?)l + ’UQ) = tUl + t/UQ,

(d) rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania, czyli ze dla dowolnego wektora
v € V i dowolnych liczb rzeczywistych ¢, s mamy

(t+ s)v =tv + sv,

184
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(e) taczno$é mnozenia, czyli ze dla dowolnego wektora v € V' i dowolnych liczb
rzeczywistych t, s mamy

(t-s)-v=t-(s-v),
(f) istnieje tzw. wektor zerowy OcVv taki, ze dla kazdego wektora v € V' zachodzi
H
O+v=w,
(g) dla dowolnego wektora v € V' mamy
H
l-v=v oraz 0-v=0.
7 powyzszych wlasnosci mozemy wyprowadzi¢ dalsze.

Wtasno$é¢ 19.1.2. Kazdy wektor ma wektor przeciwny.

Dowdd. Dla wektora v € V' wektorem przeciwnym jest taki wektor —v € V', ze

—
v+ (—v) = 0.
Okreslmy wektor —v jako
—v=(=1)-v.

Mamy wéwczas
v+ (—v) = v+ (<1) -,

mozemy teraz skorzysta¢ z podanych wtasnodci przestrzeni V', a w szczegdlnodci z
wihasnosci (g) i wlasnosci (d). Otrzymujemy

U+(—1)-v:1-v+(—1)-v:(1+(—1))-v:0-v:6.

Wektor —v jest rzeczywiscie wektorem przeciwnym do wektora v, zatem dla dowol-
nego wektora da sie taki wektor znalez¢. n

Wtasnos$é¢ 19.1.3. Wektory w przestrzeni wektorowej mozemy odejmowac.

Dowdd. Odejmowanie wektoréw mozemy okresli¢ jako dodawanie wektora przeci-
wnego. Dla wektorow vy, vy € V' ich réznica to

V] — Vg = V] + (—'UQ).

7 faktu istnienia wektora przeciwnego i okreslonosci sumy wektoréw wynika wyko-
nalnos¢ tego dziatania. O]

Podamy teraz przyktady przestrzeni wektorowych, wraz z okresleniem, w jaki
sposob dodawac¢ i mnozy¢ przez liczbe wektory z tej przestrzeni.

v/ Przykiad.

(1) Przestrzen R" z dzialaniami okreslonymi w poprzednich rozdziatach.
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(2) Przestrzen R*> zlozona z nieskonczonych ciagéw (a,) = (a1,a2,...,an,...)
o wyrazach rzeczywistych. Pojedynczym elementem tej przestrzeni jest caty
ciag (a,). Dodawanie dwbch elementéw tej przestrzeni, czyli dwoch ciagdw
odbywa sie poprzez dodanie do siebie kolejnych wyrazéow obu ciggéw, dla
ciagow (an), (by) mamy

(a1,az,a3...) + (b1, b, b3,...) = (a1 + by, az + by, a3 + b3, ...),
co krocej mozemy zapisaé jako
(an) + (bn) = (an + by).
Podobnie wykonuje sie mnozenie przez liczbe. Dla liczby ¢ i wektora (a,,) mamy
t- (al,ag,ag,...) = (t'al,t~a2,t- ag,...),
a krocej
t(a,) = (tay,).
Wektorem zerowym w tej przestrzeni jest ciag stale réwny zero

O = (0,0,0,...).

(3) Przestrzen macierzy rozmiaru n X m o wyrazach rzeczywistych, symbolicznie
oznaczmy ja M, «m,. Dodawanie i mnozenie przez liczbe w tej przestrzeni
odbywa sie wyraz po wyrazie, natomiast wektorem zerowym jest macierz ze-

0 ... 0

rowa | : .
0O ... 0

(4) Przestrzen R,[X] zlozona z wielomianéw stopnia mniejszego badz réwnego

n, o wspotczynnikach rzeczywistych. Dodawanie wektorow z tej przestrzeni

odbywa sie poprzez dodanie odpowiednich wspétczynnikéw. Suma wektorow

A"+ ap 12" L arxtag oraz byax"+b, 12"t .. 4+ bix+ by jest wektor

(@™ + ap_12™ .+ arx + ag) + (bpr™ 4+ by_12" b+ b)) =
= (ap + bp) 2" + (ap_1 + by_1)z" 7t + ...+ (a1 + b))z + (ag + by).

Wektorem zerowym w tej przestrzeni jest wielomian zerowy tzn. funkcja toz-
samosciowo rowna zero.

(5) Przestrzen C[0,1] ztozona z funkeji ciggtych okreslonych na odcinku [0, 1] o
wartosciach rzeczywistych. Dla dowolnych elementéw f, g z tej przestrzeni ich
sumag nazywamy funkcje dang wzorem

(f +9)(x) = f(z) + g(),
natomiast iloczynem funkcji f i liczby ¢ jest funkcja
(tf)(x) =t- f(z).
Wektorem zerowym w tej przestrzeni jest funkcja stata réwna 0.

(6) Przestrzen trywialna V' skladajaca sie tylko z jednego wektora V = {6}

£ Cwiczenie. Sprawdzenie, ze tak okreslone przestrzenie wektorowe spetniajg wszys-
tkie wtasnosci podane w Definicji 19.1.1 pozostawimy do wykonania czytelnikowi.
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19.2 Podprzestrzenie wektorowe.

W danej przestrzeni wektorowej mozemy wyroznia¢ pewne podzbiory. W tym
podrozdziale zajmiemy sie szczegdlnym rodzajem takich podzbioréw - podprzestrzeni-
ami wektorowymi. Poznamy definicje tego pojecia, zbadamy jego wtasnosci. W kole-
jnym podrozdziale bedziemy réwniez badaé¢ podprzestrzenie, jakie mozemy tworzy¢
z danych wektoréw przestrzeni.

Definicja 19.2.1 (podprzestrzen wektorowa). Niepusty podzbior W przestrzeni
wektorowej V' jest podprzestrzenia wektorowsa, jesli suma wektorow z W zawsze
nalezy do W oraz iloczyn kazdego wektora z W przez dowolng liczbe tez nalezy do
w.

Uwaga 19.2.2. W podprzestrzeni W wlasno$ci (a)-(g) z Definicji 19.1.1 sq au-
tomatycznie spetnione, tak wiec podprzestrzenn W sama jest przestrzenig wektorowq.

Oznaczenie. Fakt, ze przestrzen W jest podprzestrzenia przestrzeni V' bedziemy
oznaczac

W < V.

Ze sposobu okreslenia podprzestrzeni wektorowej mozemy wywnioskowa¢ nastepu-
jace whasnosci.

Witasno$é¢ 19.2.3. Wektor zerowy nalezy do kazdej podprzestrzeni W < V.

Dowod. Wezmy wektor w z podprzestrzeni W. Zgodnie z definicja podgrzestrzeni
vi()’)wczas rowniez wektor 0 - w nalezy do tej podprzestrzeni, ale 0 - w = O tak wiec
O eW. m

Wtasnos¢ 19.2.4. Jesli wy, ws, . .., wy s¢ wektorami z podprzestrzeni W, to dowolna
kombinacja lintowa t1wq + tows + . .. + tpwy rowniez nalezy do tej podprzestrzeni.

Dowad. Jesli wy nalezy do podprzestrzeni W, to réwniez t;w; nalezy do tej pod-
przestrzeni, podobnie tyws, t3ws, . .., t,w, nalezg do podprzestrzeni W. Z Definicji
19.2.1 wiemy, ze wowczas rowniez suma tych wektoréw nalezy do tej podprzestrzeni,
tak wiec

t1w1+t2w2—|—...+tnwn e Ww.

v/ Przykiad.

(1) Niech W = {[z,5,0,0] € R* : x € R,y € R}. Sprawdzmy, ze W jest pod-
przestrzenig przestrzeni R*. Rzeczywiscie W jest podzbiorem R*. Ponadto,
dla dowolnych wektoréw z W mamy réwniez

[xl,yl,0,0] + [ZL‘Q,QQ,0,0] = [ZL‘l + 22, Y1 + yg,O, O] < W,

t-[z,y,0,0] = [tz, ty,0,0].
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(2) Rozwazmy podzbiér W przestrzeni R* sktadajacy sie dokltadnie z tych ciagdw,
ktorych granica jest rowna 0. Pokazemy, ze W jest podprzestrzenia R*°. Jak
wiemy dla dowolnych ciagéw (a,,), (b,) i dowolnej liczby ¢ mamy

lim (a, + b,) = lim a, + lim by,

n—oo

lim ta, =t- lim q,.

n—oo n—oo

WeZzmy dowolne ciagi (ay,), (b,) nalezace do W, czyli takie ktorych granica jest
rowna (. Wowcezas granica sumy tych ciagéw to

lim (a, + b,) = lim a, + lim b, =0,

n—oo n—oo n—oo

a granica iloczynu ciagu (a,) i dowolnej liczby ¢ wynosi

lim tan:tT}Lnoloan:t-Ozo.

n—oo

Tak wiec zaréwno (a,, + by,) jak i t(a,) naleza do W, stad

W < R™.

(3) Podprzestrzenia przestrzeni M, ., jest podzbior W, ztozony z macierzy roz-
miaru n X m, w ktorych pierwsza kolumna jest zerowa.

(4) Podprzestrzenia przestrzeni C0, 1] jest podzbiér W sktadajacy sie z funkcji
ciaglych na odcinku [0, 1], ktérych warto$é w punkcie 0 jest réwna 0.

Swiczenie. prawdzenie, ze wystepujace w przyktadach 3 i 4 podzbiory sg rzeczy-
2 le Sprawd t ktadach 3 i 4 podzb
wiscie podprzestrzeniami podanych przestrzeni, pozostawimy do wykonania czytel-
nikowi.

19.3 Podprzestrzenie generowane przez uktad wek-
torow.

Niech V' bedzie przestrzenig wektorows , a vy, vs,...,v; beda wektorami z tej
przestrzeni. Rozwazmy zbioér sktadajacy sie z wszystkich wektoréw bedacych kombi-
nacja liniowa wektoréw vy, vs, . . ., vg. Zbiér taki bedziemy oznaczaé Lin{vy, v, ..., vy},
tak wiec

Lin{’l}l,vg, e ,Uk} = {tlvl +lovg + ... F vk ¢ t1,t0,. .. Tk € R}

Fakt 19.3.1. Zbior Lin{vi,vs,...,vx} jest podprzestrzeniq wektorowq przestrzeni
V.

Dowdéd. Sprawdzmy czy suma dwoch wektorow z tego zbioru réwniez do niego
nalezy. WezZmy t1v1 +tove + . .. + txUg, S101+ SoUs + ...+ spvx € Lin{vy, vg, ..., vg}.
Woéwcezas ich suma

(tﬂ)l—i‘tﬂjg—f-. . .+tk1)k)+(811}1+82v2+. . .—|—Sk1)k) = <t1+81)01+(t2+82)’02 .. .—i—(tk—l-sk)vk
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rowniez jest kombinacja liniowa wektorow vy, vs,...,v, a wiec jest wektorem z
Lin{vy, vy, ..., vp}. Sprawdzmy jeszcze, czy wynik iloczynu réwniez nalezy do tego
zbioru.

t- (tlvl + t2v2 + ...+ tkvk) = (ttl)vl + (ttg)vg A (ttk)vk

a wiec rowniez jest wektorem z Lin{vy, vq, ..., v }. Zgodnie z Definicja 19.2.1 zbiér
Lin{vy, vy, ..., v} jest podprzestrzenia przestrzeni V. O
Uwaga 19.3.2 (podprzestrzen generowana). Przestrzen Lin{vy, vy, ..., v} jest
najmniejszq podprzestrzenig V', do ktorej naleig vi,vs, ..., vx. Nazywamy jg pod-
przestrzeniq generowanq przez wektory vy, v, ..., vg. Czasem mowimy tez, ze prze-
strzen Lin{vy, v, ..., v} jest rozpinana przez wektory vy, ve, . .., .

v Przyklad.

(1)

Wezmy przestrzeti V. = R? i wektory v; = [1,0,0], vo = [0,1,0] z tej prze-
strzeni. Przestrzen Lin{vi,vs} generowana przez te wektory to

Lin{’Ul,Ug} = {tl’Ul +1ovy 1 1,19 € R} = {[tl,tQ,O] Dty tg € R},
jest to zatem plaszczyzna O,,.

Niech V' bedzie przestrzenia funkcji ciagtych okreslonych na zbiorze liczb
rzeczywistych, czyli V. = C(R). Wezmy wektory z tej przestrzeni fi(z) =
1, fo(z) =z, f3(x) = 2* woéwczas podprzestrzen generowana przez te wektory
to

Lin{fl, fQ, fg} = {CLl + asx + Cl3272 Pai,Qe,03 € R},

jest to zatem przestrzen ztozona z wszystkich wielomiandéw stopnia co najwyzej
drugiego.

Niech V' bedzie dowolna przestrzenia R", natomiast v niezerowym wektorem
z tej przestrzeni. Wowcezas podprzestrzen generowana przez ten wektor sktada
sie z wektorow bedacych wielokrotnosciami v, jest to zatem prosta wzdtuz tego
wektora

Lin{v} ={tv : t € R}.

Uwaga 19.3.3. Zauwazmy, ze podprzestrzeniq generowang przez zbior pusty jest

19.

Lin(g) = {0}.

4 Abstrakcyjna liniowa niezaleznosc.

W przestrzeniach wektorowych, podobnie jak w przestrzeniach R"™ mozemy

okresli¢ liniowa niezaleznos¢ wektorow.
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Definicja 19.4.1 (liniowa niezalezno$é¢ wektoréw). Uktad vy, vs, ..., v, wek-
toréow z przestrzeni V' jest liniowo niezalezny, jesli

-
U1 # O

ve & Lin{v}

v & Lin{vy, vy}

v & Lin{vy,ve, ..., 051}
W przeciwnym wypadku mowimy, ze uktad vy, vs, ..., vx jest liniowo zalezny.

Przyktad. Uklad zlozony z funkcji 1, z, 2%, 23 z przestrzeni R3[z] wielomianow
zmiennej x stopnia co najwyzej trzeciego, jest liniowo niezalezny. Zauwazmy bowiem,
ze

14 0.

Przestrzen Lin{l} = {t :t € R} jest to zbiér zlozony z funkcji statych. Mamy
zatem

x ¢ Lin{1}.

Przestrzen Lin{1l,z} = {tix+ty : t1,to € R} jest to zbi6r funkcji liniowych zmienne;
x (t1,ts to wspdlezynniki réwnania funkeji), tak wiec

v ¢ Lin{l,x}.

Przestrzen Lin{l,x, 2%} = {tox® + t1x + 1ty : to,t1,t2 € R} jest zbiorem zlozonym z
wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego, wiec

v ¢ Lin{l,x,2°}.
Zgodnie z Definicjg 19.4.1 uktad 1, z, 22, 23 jest zatem liniowo niezalezny.

Taki sposéb sprawdzania liniowej niezaleznosci wektoréw jest bardzo uciazliwy.
Ponizej przedstawimy lemat, ktory okaze sie by¢ tatwiejsza metoda sprawdzania li-
niowej niezaleznosci. Lemat ten przyjmuje analogiczng postac jak kryteria sprawdza-
nia liniowej niezaleznosci w przypadku przestrzeni R™.

Lemat 19.4.2. Ukiad vy, vs, ..., v jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy
é

jedyna kombinacja lintowa wektoréow vy, v, ..., vx dajgca wektor O, to kombinacja

ze wszystkimi wspotczynnikami zerowymi, co symbolicznie mozemy zapisaé

tivy +tve+ ...+, =0t =ty =---=1t, =0.

Dowadd. Zatézmy, ze wektory vy, vs,. .., v, tworzg uktad liniowo niezalezny. Poka-
zemy, ze wowczas jedyna kombinacja liniowa tych wektorow dajaca wektor zerowy,
to kombinacja ze wszystkimi wspotczynnikami zerowymi. Zatéozmy nie wprost, ze
t1v1 +tavs+. ..+ tvr = 01 jeden ze wspoOtezynnikoéw, np. ¢y jest niezerowy. Wowczas
mamy

tlvl = —tg?)z — t3U3 — ... tkvk,
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co po obustronnym podzieleniu przez t; daje

b i3 Uk
U1 ——EUQ—E’U;;—...—EQ%.

7 powyzszej rownosci wynika, ze v; jest kombinacja liniowa wektorow vg, vs. .., vk,
nalezy wiec do zbioru Lin{vy,vs,..., v}, co przeczy zalozeniu o liniowej nieza-
leznosci wektorow vy, vs, . .., Ug.

Dowiedziemy teraz przeciwnej implikacji. Zatézmy, ze jedyng kombinacja liniowa
wektoréw vy, vo, . .., v dajaca wektor zerowy jest kombinacja trywialna. Pokazemy,
ze wowczas wektory vy, vg, . .., vx $g liniowo niezalezne. Gdyby wektory vy, vg, ..., v
byly liniowo zalezne, czyli np. v; € Lin{vg, vs, ..., v}, a tym samym

U = vy +lava + .o+t U1,
wowczas mielibysmy
ﬁ
—tﬂ]l — tQ’Ug — ... tk,ﬂ)kfl +1- Vr — 0,
co przeczy zalozeniu o trywialnosci kombinacji dajacej wektor zerowy. O]

Przekonajmy sie, ze taki sposob sprawdzania liniowej niezaleznosci rzeczywiscie
jest duzo szybszy.

Przyktad. Rozwazmy ten sam uktad, co w poprzednim przyktadzie, a zatem uktad
zlozony z funkcji 1, x, 2%, 23. Wezmy kombinacje tych funkcji dajaca zero

oL +ty-x+ts-22+t,-2°=0.

Zauwazmy, ze 0 mozemy zapisa¢ jako kombinacje liniowa wektoréw 1, =, 22, 23,

otrzymujemy
0-14+0-2+0-2>4+0-2%

Szukamy zatem takich tq, ¢, t3, 4, aby
ty- L4ty x+ts-224+t,-25=0-14+0-24+0-22+0-2%

Wiemy, ze wielomiany sg réwne, gdy maja réwne wspotezynniki przy tych samych
potegach, wiec
t1:t2:t3:t4:0,

co zgodnie z powyzszym lematem daje nam liniowg niezaleznos¢ wektorow funkcji
3

1, z, 2%, 23
W Definicji 19.4.1 sprawdzaliSmy liniowa niezalezno$¢ wektoréw przez spraw-
dzanie, czy kolejne wektory nalezg do generowanych przez poprzednie podprzestrzeni,
mozna wiec byto sadzi¢, ze przy badaniu liniowej niezaleznosci istotna jest kolejnosé
w jakiej ustawiamy wektory. Na mocy powyzszego Lematu mozemy stwierdzic, ze
kolejnos¢ ta nie ma wpltywu na liniowg zalezno$é¢ lub niezaleznos¢ wektorow.

Whniosek 19.4.3. Liniowa niezaleznos¢ nie zalezy od kolejnosci ustawienia wek-
torow w uktadzie.
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Lemat 19.4.4 (o jednoznaczno$ci rozkladu). Jesli vy, vq, ..., vy jest ukladem
lintowo niezaleznym, to kazdy wektor v z przestrzeni generowanej przez te wektory,
czyli z przestrzeni Lin{vy, vs, ..., v}, przedstawia sie jako kombinacja liniowa wek-
torow vy, ve, ..., U, W Sposob jednoznaczny.

Dowdd. Skoro v € Lin{vy, vy, ..., ux} to v = tyvy + tave + ... + txvy, dla pewnych
wspoOtczynnikéw tq, to, . . . t,. Pokazemy, ze przedstawienie takie jest jedyne. Zatézmy,
ze istnieje drugie przedstawienie v = sqv; + Sovs + ... + SpUL. A zatem

t1v1 +tovg + ...+ LU = S1U1 + SoUg + ...+ SpU.
Po przeksztatceniu tej réwnosci otrzymujemy
(tl — 51)v1 + (tg - 82)’02 + ...+ (tk - Sk)?}k =0.

Wiemy, ze wektory vy, vs, ..., v sa liniowo niezalezne tak wiec, zgodnie z Lematem
19.4.2
t1—81:t2—82:*":tk—8k20,

a stad mamy
tl :81,t2282,...,tk = Sk-

Rozktady te sg wiec takie same, co konczy dowdd. O
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Baza i wymiar przestrzeni
wektorowej

W przestrzeniach R? i R? okredliliémy, czym jest uktad wspoétrzednych, po-
znaliSmy rowniez pojecie wersoréw w uktadzie. W tym rozdziale podamy definicje
obiektu, ktéry bedzie dla przestrzeni wektorowej petnit role podobna do roli zbioru
wersorow uktadu wspotrzednych. Obiektem tym bedzie baza przestrzeni wektorowej.
Umozliwi nam ona wprowadzenie wspotrzednych dla wektoréw z danej przestrzeni.
W dalszej czesci poznamy pojecie wymiaru przestrzeni.

20.1 Baza przestrzeni wektorowej.

Definicja 20.1.1 (baza przestrzeni wektorowej). Baza (skonczong) przestrzeni
wektorowej nazywamy kazdy uktad wektorow vy, vs, ..., v, z tej przestrzeni taki, ze

(1) uktad ten generuje przestrzen V tzn. V = Lin{vy,vq, ..., 0%},
2) uktad ten jest liniowo niezalezny.
J Y

v Przyklad.

(1) Dla przestrzeni V = R? baza jest zbiér ztozony z wektoréw vy = [1,0,0], vy =
[0,1,0],v3 = [0,0,1]. Zauwazmy bowiem, ze

Lm{vl, Vg, Ug} = {twl + tQ'UQ + t3’03 . tl,tg, t3 € R} =
- {tl . [1,0,0] +t2 : [0, 1,0] + t3 : {O, 0, 1]} = {[tl,tg,t;g] : tl,tg,t;g S R} - Rg.

Jak nietrudno sprawdzi¢ uktad ten jest liniowo niezalezny. Zatem vy, vs, v3
tworza baze przestrzeni R3.

(2) Niech V' = Rs[z], czyli V jest przestrzenia wielomianéw stopnia mniejszego lub
rownego trzy o wspotcezynnikach rzeczywistych. Wezmy teraz zbior ztozony z

wielomianéw
vo=1,v1 = x,v9 = 2%, v3 = 2.

Uktad ten generuje cala przestrzen V gdyz

Lin{vy,v1,v9, v3} = Lin{l,z, 2 2°} =

193
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= {ag + a17 + aox® + azx® 1 ag, a1, as,a3 € R*} = Ra[z] = V.

Wiemy réwniez, ze uktad ten jest liniowo niezalezny - sprawdziliSmy to w
poprzednim rozdziale. Tak wiec uktad ztozony z wektoréw 1, x, 22, 22 jest baza
przestrzeni V.

20.2 Wspblrzedne wektoréw w ustalonej bazie.

Dzieki wprowadzonemu w poprzednim podrozdziale pojeciu bazy przestrzeni
wektorowej, mozemy kazdy wektor tej przestrzeni jednoznacznie przedstawié¢ przy
uzyciu jego wspotrzednych.

Rozwazmy przestrzen V', ktorej baze stanowia wektory vy, vo, ..., vx. WezZmy
dowolny wektor a z tej przestrzeni. Poniewaz V' = Lin{vy,vs,..., v}, to wektor
a mozemy przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw vy, vs, ..., v tzn.
a = a vy + agVs + . . . + apvy, dla pewnych aq, as, ..., ar € R. Z definicji bazy wynika
rowniez, ze wektory vy, v, . . ., U sg liniowo niezalezne a wiec, na mocy Lematu 19.4.4
przedstawienie wektora a w postaci kombinacji liniowej wektoréw vy, vg, ..., vy jest
jednoznaczne.

Definicja 20.2.1 (wspélrzedne wektora). Wspolezynniki ay, as, ..., a; kombi-
nacji liniowej przedstawionej powyzej, nazywamy wspotrzednymi wektora a w bazie
U1, V2,y...,Vg.

Uwaga 20.2.2. W ustalonej bazie wspotrzedne kazdego wektora sq jednoznacznie
okreslone.

Oznaczenie. Wspoétrzedne wektora a bedziemy najczesciej zapisywaé wierszowo
tzn. a = [ay, ag, . . ., agl.

Okreslimy teraz jak wyrazajg sie dzialania na wektorach przy uzyciu wspol-
rzednych w ustalonej bazie vy, v, ..., vg.

é
Wiasno$é 20.2.3. Rozwaimy wektory @ = |ay, ag,...,ax], b = [b1,ba, ..., b
Suma tych wektorow, okreslona w tej samej bazie, ma wspoirzedne

H
@+ b = (a1v) F agvy + ..+ agug) + (bvy + bovg + ..+ b)) =

= (Cll +b1)Ul + (a2+b2)v2+...—|— (ak—i—bk)vk = [CLl +b1,a2+bg,...,ak+bk].

Wtiasno$é 20.2.4. Dia wektora @ = [a1,aq,. .., ax) i liczby rzeczywistej t, wspot-
rzedne wektora bedgcego ich iloczynem wyrazajg sie, w tej samej bazie, jako

t-a = t(ayv Fagvat. . . Fagvy) = (tay)vi+(tag)va+. . .+ (tag)vy = [tay, tas, . .., tay).

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze dziatania na wektorach wyrazaja sie we wspot-
rzednych w ustalonej bazie tak samo, jak dla wektorow z R".
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20.3 Znajdowanie bazy przestrzeni wektorowej.

W tym rozdziale zajmiemy sie problemem istnienia bazy dla danej przestrzeni
wektorowej. Sprawdzimy rowniez, czy baza taka jest wyznaczona jednoznacznie.
Pokazemy sposob na wyznaczanie bazy dla danej przestrzeni wektorowej.

Definicja 20.3.1 (przestrzen skonczenie wymiarowa). Przestrzen wektorowa
V' jest skonczenie wymiarowa, jesli jest generowana przez skonczony uktad wek-
toréw, czyli V' = Lin{vy, vy, ..., v}, dla pewnego skonczonego ukltadu wektorow
V1,V2y...,Vg.

Twierdzenie 20.3.2. Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen wektorowa ma baze.

Rozumowanie przedstawione w dowodzie tego twierdzenia bedzie bardzo czesto
pojawia¢ sie przy dalszym badaniu przestrzeni wektorowych. Zawiera ono procedure,
dzieki ktorej bedziemy w stanie wyznaczy¢ baze danej przestrzeni.

Dowdéd. Niech vy, vs, ..., v, bedzie uktadem wektorow generujacych przestrzen V.
Uktad ten moze by¢ liniowo niezalezny i wtedy stanowi baze tej przestrzeni. Na ogdét
jednak bedzie liniowo zalezny. W takiej sytuacji baze otrzymamy przez usuniecie z
tego uktadu zbednych wektorow.

PROCEDURA USUWANIA ZBEDNYCH WEKTOROW:

Krok (1). Jesli pierwszy wektor v; jest zerowy, to usuwamy go. Pozostate wek-
tory dalej generuja V', bo pierwszy wektor nic nie wnosit do kombinacji liniowe;j.
Powtarzamy Krok (1) tak dtugo, az pierwszy wektor bedzie niezerowy. Po kazdym
usunieciu wektora, w ktéorymkolwiek kroku procedury, od nowa numerujemy po-
zostate wektory jako (vq,vg,...).

Krok (2). Jesli pierwszy wektor v; jest juz niezerowy, to patrzymy na drugi wek-
tor vy. Jesli vy =t - vy, to usuwamy v, pamietajac o przenumerowaniu wektoréw.
Zauwazmy, ze pozostale wektory nadal generuja przestrzenn V, bo jesli @ = aqv; +
A9V + a3vs + ... 4+ axvi, to

@ = a1vy + ag - tvg + azvs + ...+ apv = (ag + tag)vy + asvs + ...+ apvg.

Powtarzamy Krok (2) tak dtugo az vy ¢ Lin{v;}.

Krok ogélny. Jesli po wykonaniu poprzednich krokéw mamy uktad, w ktérym
H
U1 ?é O
ve & Lin{v}
U & Lin{vy,vg, ..., 01}

to patrzymy na wektor v,,,1. JeSli v,41 € Lin{vy,va, ..., vy}, to zostawiamy go.
Jesli vy, 1 € Lin{vy, v, ..., vy}, to usuwamy go. W tym drugim przypadku mozemy
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zauwazyc¢, ze pozostate wektory dalej generuja caty przestrzen, bo kazda kombinacja
a1v1 + oo+ AU + Qi 1Vmat - - - + apUE Moze tez by¢ zapisana jako

a1v1 + . oo+ AU + A1 (101 + oo F LpUm) + Qg 2V + - o+ QU =

(a1 + amirt1)vr + - .+ (@ + G 1)V + Gy 2Umg2 + .. + ARV

Jak widac jest to kombinacja wektorow vy, . .., Uy, Upaa, - - ., Uk. Ogolny krok wykonu-
jemy tak dlugo, az uzyskamy uktad vy, vs,...,vx w dalszym ciagu generujacy V i
taki, ze
é
(%1 7é O

ve & Lin{v}

v & Lin{vy, ... 051}

czyli liniowo niezalezny. Zauwazmy, ze indeks k wystepujacy przy ostatnim z tych
wektoréw nie jest tym samym indeksem k, ktory mieliémy na poczatku rozwazan.
Wektoréw tych jest mniej niz na poczatku, jednak dla zachowania czytelnosci zapisu
indeksy pozostaty niezmienione.

Tak uzyskany uktad wektoréw generuje przestrzen V' i jest liniowo niezalezny, wigc
jest baza przestrzeni V. O

Przykltad. Sprawdzmy dziatanie tej procedury na przyktadzie. Niech naszg prze-
strzenig V bedzie przestrzen R?® a ukladem generujacym te przestrzen jest

-1 0 -2 3 1 1
V1 = 2 , Vg = 0 , U3 = 4 , Vg = 1 , U5 = 5 , Vg = 0
1 0 2 -2 0 1

Sprawdzenie, ze uklad ten rzeczywiscie generuje przestrzenn R® pominiemy. W pier-
H
wszym kroku sprawdzamy czy vy # O. W tym wypadku tak jest, wiec przechodzimy

0 -1
do Kroku (2). Sprawdzamy czy ve = tvy. Zauwazmy, ze vo = [ 0 | =0-[ 2 =
0 1
0 - v1. Mozemy zatem usuna¢ wektor vy. Nasz uktad wektoréow to teraz
-1 -2 3 1 1
U1 = 2 , Vg = 4 , Vg = 1 , Vg = 5) , U5 = 0
1 2 -2 0 1

—2 -1
vp=| 4 | =2 2 |=2-n
2 1

usuwamy zatem vy. Otrzymujemy zestaw wektorow

-1 3 1 1
V1 = 2 , Vg = 1 , U3 = 5} , Vg = 0
0 1
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Jeszcze raz sprawdzamy Krok (2). Tym razem vy # tv;. Tak wiec zostawiamy vs.
Sprawdzamy czy vy € Lin{vy, ve}. Zauwazmy, ze

1 -1 3
V3 = 5 :2 2 —|— 1 :2U1+U2,
0 1 —2

tak wiec vy € Lin{vy, vy}, zatem go usuwamy. Nasz uktad to teraz

-1 3 1
V1 = 2 , Uy = 1 , V3 = 0
1 -2 1

Sprawdzmy, czy vy € Lin{vi,ve}. Jak nietrudno si¢ przekonaé vg ¢ Lin{vy, vs}.
Mozemy to zrobi¢ np. poprzez policzenie wyznacznika

-1 3 1
2 1 0]=-12
1 =21

Wyznacznik tej macierzy jest niezerowy, wiec wektory vy, vo, v3 sg liniowo niezalezne.
Mamy wigc
—_—
(%1 7é 0,
ve & Lin{v}
v & Lin{vy, v}

Uklad ztozony z wektoréw v, vq, v3 jest zatem bazg przestrzeni R3.

Procedura opisana w dowodzie Twierdzenia 20.3.2 pozwoli nam uzasadni¢ roz-
maite dalsze wlasnosci. Jedng z nich jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 20.3.3. Kazdy liniowo niezalezny uktad ey, ..., e, wektoréw skoriczenie
wymiarowej przestrzent V. mozna uzupetnic wektorami epiq, ... e do bazy prze-
strzent V.

Dowdd. Przestrzen V jest skonczenie wymiarowa, wiec zgodnie z Twierdzeniem
20.3.2 posiada baze. Niech baza ta bedzie uktad vy, vs, ..., vy. Mamy woéwczas V =
Lin{vy, v, ..., v} zatem tym bardziej V' = Lin{ej, eq,...,€p,v1,...,v;}. Mozemy
teraz zastosowa¢ procedure¢ usuwania wektoréow do ukladu ey, eq, ... ep,v1,..., 0.
ZjuuwaZmy, ze skoro wektory eq,...,e, sa liniowo niezalezne, co oznacza, ze e; #
O, ey ¢ Lin{er}, ...,e, & Lin{e,...,e,-1}, to zaden z tych wektoréw nie zostanie
usuniety z uktadu. Usuniete beda dopiero pewne sposréd wektorow vy, v, . .., vg. Te
ktore pozostang, razem z wektorami ey, ..., ey, utworza baze. Il

Powyzszy wniosek oznacza miedzy innymi, ze w danej przestrzeni wektorowej
jest duzo baz. Zauwazmy, ze na pierwszy wektor bazy mozemy wybraé¢ dowolny nieze-
rowy wektor. Na wybor drugiego wektora rowniez mamy wiele mozliwosci, wystarczy
aby nie byt on wspotliniowy z pierwszym. Podobnie mozemy wybiera¢ kolejne wek-
tory. Na podstawie powyzszego wniosku stwierdzamy, ze jest to wykonalne. Tak
wiec pokazalisSmy, ze rzeczywiscie baze danej przestrzeni mozemy wybra¢ na wiele
roznych sposobow.
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20.4 Wymiar przestrzeni wektorowej.

W poprzednim podrozdziale pokazalismy, ze przestrzen wektorowa moze mieé
wiele baz, w tym pokazemy, ze wszystkie te bazy sktadaja sie z takiej samej liczby
wektorow. Te liczbe nazywamy wymiarem przestrzeni i wtasnie nim zajmiemy sie w
tym podrozdziale.

Twierdzenie 20.4.1. Jesli eq, ..., e, jest bazq przestrzeni V' za$ vy, vs, ..., v jest
dowolnym liniowo niezaleznym uktadem, to k < n.

Dowdd tego twierdzenia pomijamy.

Na mocy tego twierdzenia mozemy wyprowadzi¢ bardzo uzyteczny wniosek.

Whniosek 20.4.2. Dowolne dwie bazy skonczenie wymiarowej przestrzeni V- sq rowno-
liczne.

Dowodd. Niech eq,es,...,e, 1 fi, fo,..., fn beda bazami przestrzeni V. Poniewaz
uktad fi, fo,..., fin jest liniowo niezalezny, wiec z Twierdzenia 20.4.1 mamy m <
n. Podobnie wiemy, ze uktad ey, es, ..., e, jest liniowo niezalezny, stad n < m.
Ostatecznie otrzymujemy wiec n = m. O

Definicja 20.4.3 (wymiar przestrzeni liniowej). Wymiarem (skoniczenie wy-
miarowej) przestrzeni V nazywamy liczbe n bedaca liczba wektoréw w dowolne;
bazie tej przestrzeni.

Oznaczenie. Wymiar przestrzeni V' oznacza¢ bedziemy symbolem dimV'.
Przyktad.

(1) dimR® = 3 (patrz Przyklad (1) w podrozdziale 20.1)

(2) dimR™ = n (bo, jak wiemy, uktad n wektoréw jest baza)

(3) dimR3[X] =4 ( patrz Przyktad (2) w podrozdziale 20.1)

Whniosek 20.4.4. Jesli W jest podprzestrzenig skonczenie wymiarowej przestrzeni
V', to W tez jest skonczenie wymiarowa, i ponadto

dimW < dimV.

Dowdd. Niech wymiar przestrzeni V' bedzie réwny n (dimV = n). Z podprzestrzeni
W wybieramy kolejno wektory wy, ws, ... w taki sposob, ze

_
w1 7é O

wy ¢ Lin{w, }

wy & Lin{wy,ws, ..., wr_1}

Zauwazmy, ze to dobieranie musi si¢ skonczy¢ po k krokach, dla pewnego k£ < n,
bo wy,ws, ..., w sa liniowo niezalezne zatem nie moze ich by¢ wiecej niz wynosi
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wymiar przestrzeni V. Tak wybrany uktad wy,ws, ..., w; jest baza podprzestrzeni
W, gdyz jest liniowo niezalezny i generuje W. Gdyby ten uktad nie generowat W,
to zgodnie z Wnioskiem 20.3.3 datoby sie dobra¢ inne wektory liniowo niezalezne z
pozostatymi. Otrzymujemy zatem

dimW =k <n=dimV.
]

Whniosek 20.4.5. Jesli V' jest skoniczenie wymiarowg przestrzeniq wektorowq, zas
W jej podprzestrzenig, to kazdg baze podprzestrzeni W mozna uzupelnic do bazy
catlej przestrzeni V.

Dowdd. Niech wy,ws, ..., w, bedzie bazg podprzestrzeni W. Jako baza W uktad
ten jest liniowo niezalezny wiec, zgodnie z Wnioskiem 20.3.3 mozna go uzupetni¢ do
bazy przestrzeni V. O



Rozdzial 21

Teoria minorow

Rozdzial ten poswiecimy na wprowadzenie bardzo uzytecznej teorii, zwanej
teorig minoréw. Na poczatek, zanim zdefiniujemy pojecie minora, nauczymy si¢
sprawdzac¢ przy jego uzyciu liniowg niezaleznos¢, oraz bada¢ wymiar podprzestrzeni
generowanej przez uktad wektorow. W kolejnym podrozdziale zdefiniujemy, czym
sg minory, wprowadzimy tez bardzo wazne pojecie, ktore czesto bedziemy wyko-
rzystywaé w dalszej czeSci tego rozdziatu - pojecie rzedu macierzy. W ostatnim
podrozdziale pokazemy najwazniejsze zastosowanie teorii minoréw, a mianowicie
wykorzystywanie ich do rozwiazywania uktadéw rownan.

21.1 Wyznacznik a liniowa niezaleznos¢.

Jak juz mieliSmy okazje sie przekonaé, rozpoznawanie liniowej niezaleznosci
zbioru wektoréw wprost z definicji, bywa bardzo pracochtonne. W przypadku prze-
strzeni R? do badania liniowej niezaleznogci uzywaliémy wyznacznika macierzy. Me-
toda ta moze by¢ réwnie dobrze wykorzystywana w przypadku dowolnej przestrzeni
R".

Niech vy, vy, ..., v, beda wektorami z przestrzeni R", przy czym k niekoniecznie
jest réwne n. Mozemy z tych wektoréw utworzyé macierz (vq,vg, ..., v;) rozmiaru
n X k, poprzez wpisanie wspotrzednych tych wektoréw w kolejne kolumny macierzy.
Rozwazmy trzy przypadki.

(1) Gdy k = n wektory wvy,vs, ..., v sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy
gdy wyznacznik det(vy, v, ..., vg) jest niezerowy, co wiemy z Lematu 19.4.2.

(2) Gdy k > n uklad jest liniowo zalezny, gdyz wymiar przestrzeni dimR" = n,
a jak wiemy uktady liniowo niezalezne nie moga sktadac¢ sie z wiekszej liczby
wektoréw, niz wynosi wymiar przestrzeni.

(3) Gdy k < n, tzn. wektoréw jest mniej niz wynosi wymiar przestrzeni, to macierz
utworzona z tych wektoréw (vy,vs,...,vx), ma rozmiar n X k, wiec nie jest
macierza kwadratowa, w zwiazku z czym nie posiada wyznacznika. Metoda
rozpoznawania liniowej niezaleznosci takiego uktadu wektoréw podana zostata
W ponizszym twierdzeniu.

200
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Twierdzenie 21.1.1. Uktlad zlozony z wektorow vy, v, ..., v, jest liniowo
niezalezny wtedy 1 tylko wtedy gdy przynajmniej jedna z macierzy rozmiary
k x k utworzona z macierzy (vy, vy, ..., vg) przez skreslenie n — k wierszy, ma
niezerowy wyznacznik.

Zanim udowodnimy to twierdzenie zobaczmy jego dziatanie na przyktadzie.

3 1 8
. -2 -1 -1
Przykltad. Rozwazmy wektory v; = A , Vg = - =
0 5 -3
z przestrzeni R*. Macierz utworzona z tych wektoréw to
3 1 8
( )= -2 -1 -1
V1, V2,V3) = 4 7 -9
0 5 -3

Policzmy wyznacznik macierzy powstatej z powyzszej, przez wykreslenie pier-
wszego wiersza.

—2 —1 -1
det| 4 7 —2|=-10#0.
0 5 -3

Wyznacznik ten jest niezerowy, wiec zgodnie z powyzszym twierdzeniem, wek-
tory vy, v9, v3 s liniowo niezalezne.

Dowod Twierdzenie 21.1.1. Pokazemy, ze jesli ktéras z macierzy m rozmiaru

k x k, powstala z macierzy (vi,vs,...,vx) przez wykreslenie odpowiedniej
liczby wierszy, ma niezerowy wyznacznik, to wektory vy, vs, ..., vy sa liniowo
niezalezne. Oznaczmy przez v}, vh, ..., v} wektory z przestrzeni R* bedace

kolumnami macierzy m jak wyzej o niezerowym wyznaczniku. Kazdy z wek-
toréw v, powstaje z v; przez usuniecie n — k odpowiednich wspotrzednych.

Mamy uzasadni¢, ze uktad vy, vs, ..., v jest liniowo niezalezny, czyli
H
tivy + tovg + ...+t = O tylko wtedy gdy t; =ty = ... =1, = 0.
Skoro wyznacznik det(v],vh, ..., v,) # 0, wiec vq,vh, ..., v} sa linjowo nieza-

lezne, co oznacza, ze jedyna kombinacja liniowa tych wektoréow dajaca wektor
ZeTOWY

/ / =1
tivy +tovy + ...+t = O,

to kombinacja trywialna, czyli taka w ktorej
tlthIIthO

Jak nietrudno si¢ przekona¢ wowczas réwniez

ol

tlvl +t2U2 + ... +tk’l}k =
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Zauwazmy, ze sg to jedyne wartosci wspotczynnikow, dla ktorych tivq + tovs +
—

...+ tgur, = O, bo jedli ta kombinacja jest zerowa to réwniez t1v] + tavh +
_)

...+ tgv, = O, a jak wiemy ten drugi warunek zachodzi tylko wtedy gdy

ty =ty = ... =1, = 0. Wektory vy, v, ..., v sa zatem liniowo niezalezne.
Dowod implikacji przeciwnej jest bardziej ztozony i w tym skrypcie go pomi-
jamy. O

21.2 Wymiar podprzestrzeni generowanej przez
uklad wektorow.

Majac dany uktad wektorow z R"™ mozemy zastanawiac sie, jaka podprzestrzen
generuje ten uktad. W podrozdziale tym okreslimy jedna z cech, ktéra charak-
teryzuje taka podprzestrzen - jej wymiar. Rozwazmy uktad, niekoniecznie liniowo

niezaleznych wektoréow vy, v, ..., v, z przestrzeni R".

Fakt 21.2.1. Wymaiar przestrzeni generowanej przez wektory vy, ve, ..., v, € R",
czyli dim(Lin{vy, va, ..., vy}), jest réwny maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych
wektorow sposrod vy, va, ..., Un,.

Dowdd. Rozwazmy baze podprzestrzeni Lin{vy,vs, ..., v} uzyskana przez usunie-
cie czesci wektoréw z vy, vs, ..., v, generujacych te podprzestrzen. Baza ta jest

liniowo niezalezna, a jak wiemy kazdy inny zbiér wektoréw liniowo niezaleznych
nie moze by¢ liczniejszy niz baza. Tak wiec baza ta realizuje maksimum liczby li-

niowo niezaleznych wektorow sposréd vy, vs, ..., v, a liczba wektorow w tej bazie
to dim(Lin{vy,ve, ..., vm}). O
Fakt 21.2.2. Wymiar podprzestrzeni Lin{vy, vy, ..., vy} to maksymalny rozmiar k
macierzy k X k o niezerowym wyznaczniku, utworzonej z macierzy (vi, Vo, ..., V)

przez skreslenie odpowiedniej liczby kolumn oraz wierszy.

Dowdéd. Jezeli wymiar podprzestrzeni Lin{vy,vs, ..., v, } wynosi k, to jak wynika
z Faktu 21.2.1 znajdziemy k liniowo niezaleznych wektorow sposréd vy, v, ..., vpy,.
Wéwcezas jak wiemy z Twierdzenia 21.1.1, istnieje macierz rozmiaru k X k utworzona
z macierzy (v, va, ..., U,) przez skreslenie odpowiedniej liczby kolumn oraz wierszy,
ktérej wyznacznik jest niezerowy. Gdyby istniata macierz rozmiaru (k+1) x (k+1)
utworzona z macierzy (v, ve, . . ., Uy,), ktérej wyznacznik bytby niezerowy, wowczas z
Twierdzenia 21.1.1 mieliby$my, ze uktad ztozony z wektoréw tworzacych kolumny tej
macierzy jest liniowo niezalezny. Wtedy na mocy Faktu 21.2.1 mieliby$my, ze wymiar
podprzestrzni generowanej przez vy, vs, . . . , Uy, Wynosi co najmniej (k + 1). Co daje
sprzecznos¢. Tak wiec wymiar podprzestrzeni generowanej przez vy, Vs, ..., Uy, jest
rowny maksymalnemu rozmiarowi macierzy o niezerowym wyznaczniku powstatej z
macierzy (vi,ve,...,Un). O

21.3 Rzad macierzy - minory.

W tym podrozdziale zdefiniujemy, przy uzyciu pojecia minora, czym jest rzad
danej macierzy. Pojecie to okaze sie bardzo uzyteczne w kolejnym podrozdziale przy
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okreslaniu, czy dany uktad réwnan liniowych ma rozwiazanie. Podajmy najpierw
definicje minora macierzy.

Definicja 21.3.1 (minor macierzy). Niech A bedzie macierza dowolnego roz-
miaru. Minorem macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej kwadratowej macierzy
B, utworzonej z A przez wykreslenie pewnej iloSci wierszy i kolumn. Macierz B
nazywamy macierzg minora. Jesli macierz minora ma rozmiar k£ X k, to liczbe k
nazywamy stopniem minora.

Przykltad. Rozwazmy macierz

1 7 1 0 1
A= 3 6 -5 2 -1
-2 -4 0 -3 1

Jezeli z tej macierzy wykredlimy pierwsza, trzecig i piata kolumne, oraz drugi wiersz,
7 0

4 _3 | Wyznacznik tej macierzy to

to otrzymamy macierz A’ =

det A" = det [ _74 _03 ] =21,

tak wiec jeden z minoréw stopnia dwa macierzy A jest réwny —21.

Uwaga 21.3.2. Jezeli pewien minor macierzy A jest niezerowy, to kolumny (a takze
wiersze) tej macierzy, wystepujgce w macierzy tego minora sq liniowo niezaleine. I
na odwrot - jesli pewien uktad kolumn (wierszy) macierzy A jest liniowo niezalezny,
to z tych kolumn (wierszy) mozna utworzyé macierz niezerowego minora.

Przykltad. Rozwazmy macierz A z poprzedniego przyktadu. ZnalezliSmy niezerowy
minor tej macierzy, zawieral on pierwszy i trzeci wiersz macierzy A, tak wiec wiersze
pierwszy i trzeci sg liniowo niezalezne.

Mozemy przy uzyciu pojecia minora macierzy sformutowaé¢ Fakt 21.2.2. Czytelnikowi
pozostawimy przettumaczenie sformutowania jednego faktu na drugi.

Fakt 21.3.3. Dla macierzy A rozmiaru n X m wymiar podprzestrzeni w R™ genero-
wanej przez kolumny macierzy A jest réwny maksymalnemu stopniowi niezerowego
minora macierzy A.

Definicja 21.3.4 (rzad macierzy). Rzedem macierzy C = (Cy,...,C,,), gdzie
C; € R", rozmiaru n X m nazywamy wymiar dim(Lin{C1,...,C,,}) podprzestrzeni
w R™ generowanej przez kolumny tej macierzy. Rzad macierzy C oznaczamy przez

r(C).
Uwaga 21.3.5.

(1) Rzqd r(C) macierzy C jest réwny maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych
kolumn w macierzy C' (wynika to z Faktu 21.2.1).

(2) Rzqd r(C) macierzy C jest réwny maksymalnemu stopniowi niezerowego mi-
nora macierzy C (wynika to z Faktu 21.5.3).
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(3) Jezeli macierz C ma rozmiar m X n, to r(C) < min{m,n} (jest to kon-
sekwencjq powyzszej wlasnosci (2), bo stopieri k dowolnego minora spelnia
k < min(m,n)).

(4) Rzqd macierzy C jest réwny rzedowi macierzy do niej transponowanej,
r(C) =r(CT),

bo jesli M jest macierzq niezerowego minora w C, to M7T jest macierzq ana-
logicznego minora w CT (bo det MT = det M ).

(5) Kazda macierz ma tyle samo liniowo niezaleznych kolumn co wierszy i ilo$¢ ta
odpowiada rzedow: tej macierzy.

Ponizej podamy uwagi, ktore okaza sie by¢ bardzo pomocne, przy obliczaniu
rzedu macierzy. Przyktad obliczania rzedu zobaczymy w kolejnym podrozdziale, przy
okazji omawiania sposobu rozwigzywania uktadu réwnan.

Uwaga 21.3.6.

(1) Rzqd macierzy nie zmienia si¢ pod wplywem operacji na wierszach lub kolum-
nach tej macierzy, takich jak mnozenie wiersza lub kolumny przez niezerowq
liczbe, dodawania do wiersza (kolumny) wielokrotnosci innego wiersza (kolumny)
czy zamiany kolejnosci wierszy (kolumn).

(2) Kaida macierz niezerowego minora zawiera Sie w Macierzy pewnego nieze-
rowego minora maksymalnego stopnia. Niezerowych minorow maksymalnego
stopnia nalezy wiec szukaé wsrod macierzy okalajgcych macierze poprzednio
znalezionych niezerowych minorow.

21.4 Rozwigzywanie ukladu ré6wnan metodg mi-
norow.

Do tej pory poznalismy dwie metody rozwigzywania uktadéw rownan. Pierwsza
z nich, metoda eliminacji Gaussa, wprowadzona zostata w Rozdziale 16, druga, me-
toda Cramera, w podrozdziale 18.7. Te druga metode mogliSmy jednak stosowac
tylko do uktadow, w ktorych liczba réwnan byta taka sama jak liczba rownan,
oraz ktorych wyznacznik gtowny byt niezerowy. W tym podrozdziale poznamy inng
metode rozwigzywania uktadow rownan, ktora czesciowo bedzie bazowac¢ na metodzie
Cramera, jednak bedzie mozna ja stosowa¢ do dowolnych uktadéw réwnan liniowych.
Na poczatek nauczymy sie przy uzyciu pojecia rzedu macierzy sprawdzac, czy dany
uktad ma rozwiazanie. W dalszej czesci podrozdziatu na przyktadzie poznamy algo-
rytm rozwigzywania uktadu rownan.

Rozwazmy uktad n réwnan z m niewiadomymi

a1 + apxa + ... + A&y, = by
a21T1 + A2 + ... + Q2T = bg

Ap1T1 + oo + ... + G Tm = by,
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w ktorym niewiadomymi sg 1, %o, ..., Ty, natomiast a;;,b; to wspolczynniki tego
uktadu. Uktad ten mozemy zapisa¢ wektorowo

Il'A1+$2'A2+...+$m‘Am:B,

Qay; by
a9 b
gdzie A; = 2 , B= ’
Any; bn

Uwaga 21.4.1. Uklad () ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy wektor B jest
kombinacjq liniowg wektoréw Ay, As, ..., Am, czyli B € Lin{Ay, Ay, ..., A}, a to
zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy

dim(Lin{A, A, ..., Ay)) = dim(Lin{ Ay, As, ..., Ay, BY).

Dowéd. Pierwsza réwnowaznos¢ wynika wprost z wektorowego zapisu uktadu (¥).
Udowodnijmy zatem tylko druga réwnowaznos¢.
Zauwazmy, ze jeSli B € Lin{Ay, Ay, ..., Ay}, to

Lin{Al, AQ, NP ,Am} = LZTL{Al, AQ, “o ,Am, B},

zatem
dzm(Lm{Al, Ag, PN 7Am}> = dzm(Lm{Al, AQ, ceey Am, B}),
tym samym mamy udowodniong jedng z implikacji.
Pokazmy teraz, ze jeli dim(Lin{A;, Aa, ..., An}) = dim(Lin{Ay, As, ..., An, B}),
to B € LG{Al, AQ, ce 7Am}

Niech A;,, A;,, ..., A;, bedzie bazg Lin{A,, Az, ..., Ap}. Wowczas wymiar tej prze-
strzeni dim(Lin{A;, As, ..., An}) = p, a zatem réwniez

dim(Lin{Ay, As, ..., Ap, B}) = p.
Uktad zlozony z wektoréw A; , Ay, ..., A;, jest liniowo niezalezny réwniez w prze-
strzeni Lin{A1, As, ..., A,,, B}. Poniewaz ma tyle wektoréw ile wynosi wymiar tej
przestrzeni, wiec jest w niej bazg. Oznacza to, ze B € Lin{A;, A, ..., A;,}, wiec
tym bardziej B € Lin{A;, A, ..., Apn}. Co konezy dowdd. m

Postugujac sie pojeciem rzedu macierzy mozemy przeformutowaé powyzsza uwage.
Oznaczmy A = [Ay, As, ..., Anl, U = [A1, As, ..., A, B]. Macierz A nazywa sie
macierza gléwna, za$ macierz U macierzg rozszerzong ukladu (¥).

Twierdzenie 21.4.2 (Kroneckera - Capelli’ego). Uklad (%) ma rozwigzanie
wtedy i tylko wtedy gdy
r(A) =rU),

czyli gdy rzqd macierzy rozszerzonej tego uktadu jest rowny rzedowi macierzy gltowney.
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v Przyklad. Przy uzyciu powyzszego twierdzenia sprawdzmy, czy uktad

20 — 3y =12
T +4y = —5
r—y=3

ma rozwigzanie. Uktad ten mozemy wektorowo zapisa¢ w postaci

2 -3 12
z- |1 |+y-| 4 | =] -5
1 -1 3

Zgodnie z wprowadzonymi wczesniej oznaczeniami mamy

2 -3 2 -3 12
A=|1 4 |, U=|1 4 -5
1 -1 1 -1 3

Policzmy rzedy macierzy A i U. Zauwazmy, ze kolumny macierzy A sa niewspotli-
niowe, wiec sg liniowo niezalezne, stad

2 =3
r(A)=r|1 4 | =2
1 -1

Macierz U jest macierza kwadratowa, mozemy zatem obliczy¢ jej wyznacznik

2 =3 12
detU=det | 1 4 =5 |=-22,
1 -1 3

jak wida¢ wyznacznik ten jest niezerowy, wiec kolumny macierzy U sa liniowo nieza-
lezne, a tym samym

2 =3 12
r(U)y=r|1 4 —-5]|=3.
1 -1 3
Otrzymujemy wiec
r(A) #r(U),

a wiec dany uktad rownan, zgodnie z Twierdzeniem Kroneckera - Capelli’ego nie ma
rozwiazania (jest sprzeczny).

Zanim przejdziemy do rozwiazywania danego uktadu musimy najpierw spraw-
dzi¢, czy uktad ten ma rozwigzanie, tym samym musimy policzy¢ rzedy odpowied-
nich macierzy. Podamy teraz kilka praktycznych uwag, ktére moga bardzo utatwic
te obliczenia w przypadku macierzy wiekszych rozmiardw.

Uwaga 21.4.3. Rzqd macierzy nie zmienia sie pod wplywem operacji na wier-
szach i kolumnach macierzy, mozemy wiec mnozyé wiersz lub kolumne przez nieze-
rowq liczbe, mozemy dodawaé do wiersza (kolumny) wielokrotnosé innego wiersza
(kolumny), dopuszczalne sq réwniez operacje zamiany kolejnosci wierszy lub kolumn.
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Uwaga 21.4.4. Jezeli macierz A jest postaci

gdzie pod zaznaczong linig wszystkie wyrazy sqg zerowe, wyrazy x; sq¢ niezerowe, nato-
miast inne wyrazy znajdujgee sie nad linig s¢ dowolne, wowczas rzqd tej macierzy
wWYNnost

r(A) =m.

Powyzsza uwaga wynika z tego, ze w macierzy A istnieje niezerowy minor stop-
nia m. Minorem tym jest lewa gérna podmacierz A’ rozmiaru m x m, ktéra jest
gérnotrojkatna, i ktérej wyznacznik det A" = x1-x5-. .. 2, jest niezerowy, bo x; # 0.
Zauwazmy réwniez, ze kazdy minor stopnia wiekszego od m jest zerowy, gdyz jego
macierz zawiera przynajmniej jeden wiersz ztozony z samych zer. Tak wiec m jest
maksymalnym stopniem niezerowego minora, a wiec jest to rzad macierzy.

Whniosek 21.4.5. Uwagi 21.4.3 i 21.4.4 pozwalajg na bardzo sprawne wyliczenie
rzedu danej macierzy.

Uwaga 21.4.6. Niezerowych minorow maksymalnego stopnia wystarczy szukac wsrod
macierzy okalajgcych macierze poprzednio znalezionych niezerowych minorow.

Przyklad. Obliczmy rzad macierzy

—1

O = =
—_ W =N
— = O

—

—2

Mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby.
Sposdéb 1. Szukamy niezerowego minora maksymalnego stopnia. ZnajdZmy najpierw
minor stopnia jeden. Zauwazmy, ze

det(1) =1 # 0.

Nastepnie szukamy minora stopnia dwa. Na poczatek sprawdzmy macierz okalajaca
macierz poprzednio znalezionego minora. Mamy

1 2
det (1 1> =—-1#0.

Znalezlidmy zatem minor stopnia dwa. Szukamy teraz minora stopnia trzy. Szukamy
1 2
11
Macierze takie powstajg poprzez wykreslenie z macierzy A jednej z kolumn 3,4 i
jednego z wierszy 3, 4. Sa cztery takie macierze. Na poczatek sprawdzmy wyznacznik

maksymalnego niezerowego minora wsrod macierzy 3 x 3 okalajacych macierz
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macierzy powstatej przez wykreslenie z macierzy A czwartej kolumny i czwartego

wiersza. Mamy

1 2 1
det|1 1 0] =0.
2 31

Sprawdzmy pozostate macierze. Otrzymujemy

1 21 1 2 -1 1 2 -1
det |1 1 0l =0det|1 1 1 |=0det|l1 1 1 |=0.
011 01 -2 23 0

Na podstawie Uwagi 21.4.6 mozemy stwierdzi¢, ze macierz <1 1

niezerowy minor, czyli

r(A) =2.

2) daje maksymalny

Sposéb II. Mozemy wykonywaé operacje na wierszach i kolumnach macierzy tak
dhugo, az dostaniemy postaé¢ taka jak macierz w Uwadze 21.4.4. W przypadku

1 21 -1
: 110 ) .
macierzy A = 931 0 otrzymujemy kolejno
011 =2
1 21 -1 1 2 1 -1 1 2 1 -1
110 1 o 0 -1 -1 2 o 0 -1 -1 2
23 1 0 0o -1 -1 2 0 O 0 0
011 =2 0 1 1 -2 0 O 0 0

W pierwszym przeksztatceniu powyzej od wiersza drugiego odjeliémy wiersz pier-
wszy, zas od wiersza trzeciego podwojony wiersz pierwszy. W drugim przeksztatce-
niu od wiersza trzeciego odejmujemy wiersz drugi natomiast do czwartego wiersza
dodajemy drugi. Z ostatecznej postaci mozemy wnioskowaé, ze rzad tej macierzy

r(A) = 2.

Ogélny sposdb rozwigzywanie uktadéw réwnan metodag minoréw poznamy na

przyktadzie rozwiazania uktadu

Ty + 219 + x3 — w4 = 1

(%) T + 2 + x4 = 0
2I1 + 3132 + 3 = 1

T —+ rs — 21‘4 =1

Na poczatek sprawdzmy, czy uktad ten ma rozwigzanie. W tym celu obliczmy rzedy

macierzy
1 21 —1 121 -1 1
110 1 110 1 0
A= 231 0 U= 231 0 1
01 1 =2 011 =21
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W poprzednim przyktadzie obliczyliSmy rzad macierzy A otrzymalismy
r(A) =2.

Jako ¢éwiczenie pozostawimy czytelnikowi do sprawdzenia, ze r(U) = 2.
Zgodnie z Twierdzeniem 21.4.2 mozemy stwierdzi¢, ze podany powyzej uktad ma
rozwiazanie, bo r(A) = r(U).

Kiedy juz wiemy, ze dany uktad ma rozwigzanie, mozemy przystapi¢ do wyznacza-
nia go. Rozwiazanie uktadu przeprowadzimy w czterech etapach.

ETAPY ROZWIAZYWANIA UKLADU ().
Krok 1. Na poczatek znajdujemy macierz niezerowego minora maksymalnego stop-
nia macierzy gtownej A. Jak juz pokazaliémy w poprzednim przyktadzie szukana
macierza jest lewa goérna podmacierz
1 2
b

Krok 2. Nastepnie z wyjsciowego uktadu usuwamy réwnania reprezentowane przez
te wiersze macierzy gtéwnej, ktore nie naleza do macierzy wybranego w Kroku 1
minora. Odrzucone réwnania sg zalezne od rownan, ktére pozostawiamy, dlatego nie
sg potrzebne do znalezienia rozwiazan uktadu. W naszym uktadzie usuwamy zatem
rownanie trzecie i czwarte. Otrzymujemy uktad

r1 + 229 + 3 — x4 = 1
Ty + X2 +l’4:0

Krok 3. Niewiadome z tych kolumn, ktére nie nalezg do wybranego minora, trak-
tujemy jako parametry i przenosimy je na drugg strone réwnan. Otrzymujemy

T+ 20 =1—123+ 14
.2131—|—372:—334

gdzie xq, s traktujemy jako niewiadome, natomiast x3,z4 jako parametry. Otrzy-
malismy zatem uktad dwoch réwnan z dwoma niewiadomymi. Macierza gtéwna tego
uktadu jest macierz wybranego w kroku pierwszym minora. Macierz ta ma nieze-
rowy wyznacznik, tak wigc uktad ten jest uktadem Cramerowskim z parametrami.
Krok 4. Tak zmodyfikowany uktad réwnan rozwigzujemy metoda Cramera. Wyz-
nacznik gtéwny tego uktadu to

1 2
W = det (1 1) = —1.

Pozostate wyznaczniki to

1—1'3—{—1'4 2
—XT4 1

Wzlzdet( ):1—$3+I4+2I4:1—SL’3+3$4,

1 1—ax35+ x4

W, = det <1 s

>:—$4—1+ZE3—J]4:—1+ZL‘3—21’4.
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Rozwiazaniem naszego uktadu jest zatem

1 :—1+.CE3—33§4
Ty = W :1—1’3—|—23§'4
T3 = X3
Ty = T4

Zauwazmy, ze w dwoch ostatnich réwnosciach po lewej stronie x3, x4 wystepuja
jako zmienne, a po prawej jako parametry, dlatego lepiej bedzie wprowadzi¢ w tym
miejscu dodatkowe zmienne. Niech x5 = t, x4 = s, wowczas rozwigzanie naszego
uktadu mozemy zapisa¢ w postaci

Wy

xlzvv, =—-1+1t-3s
Ty = V‘“,'Q =1—1t+2s
ZL’3:t

Ty = S

Zbioér rozwigzan zadanego uktadu réownan zalezy wiec od dwdch parametrow.

Przedstawiong metode mozna stosowa¢ do dowolnych uktadéow rownan liniowych.



Rozdzial 22

Przeksztalcenia liniowe dowolnych
przestrzeni wektorowych

Omawiajac przestrzenn R? do$é duzo uwagi poswieciliémy przeksztatceniom, w
szczegblnoscei przeksztatceniom liniowym. W wielu przypadkach przeksztalcenia te
definiowaliSmy w sposob geometryczny. W dowolnych przestrzeniach wektorowych
rowniez bedziemy zajmowac sie przeksztatceniami przestrzeni, jednak w tym wypadku
bedzie to podejscie czysto algebraiczne. W pierwszym podrozdziale zdefiniujemy
pojecie przeksztatcenia liniowego dowolnej przestrzeni wektorowej, nauczymy sie
rowniez opisywacé takie przeksztatcenie przy uzyciu macierzy. Drugi podrozdziat
poswiecimy na wprowadzenie podstawowej terminologii zwigzanej z przeksztatce-
niami liniowymi.

22.1 Definicje i oznaczenia.

Definicja 22.1.1 (przeksztalcenie liniowe). Niech V,W beda przestrzeniami
wektorowymi. Odwzorowanie T' : V' — W nazywamy przeksztalceniem liniowym,
jesli spetnia nastepujace warunki:

(1) przeksztalcenie to jest addytywne, czyli dla dowolnych wektoréw vy, ve z prze-
strzeni V' zachodzi warunek

T(v1 + vg) = T(vy) + T(vg),

(2) przeksztalcenie to jest jednorodne, czyli dla dowolnego wektora v z przestrzeni
V' oraz dowolnej liczby rzeczywistej ¢t mamy

T(t-v)=t-T(v).

Przykltad. Niech przestrzenia V' bedzie zbiér wielomianéw o wspotczynnikach
rzeczywistych stopnia co najwyzej trzeciego, tzn. R3|x], natomiast przestrzen W to
zbior wielomianow o wspoétezynnikach rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego,
czyli Ry[x]. Okreslmy przeksztatcenie T : V' — W wzorem

() =1,
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co oznacza, ze kazdemu wielomianowi z przestrzeni V' przyporzadkowujemy jego
pochodng. Sprawdzmy, czy tak okreslone przeksztalcenie jest liniowe. Z wlasnosci
pochodnej, znanych z analizy wiemy, ze

T(f+g)=(f+9) =f+¢=T(f)+T(9),

zatem przeksztatcenie T' jest addytywne. Podobnie sprawdzamy jednorodno$é¢ tego
przeksztalcenia

Tle-fy=(c-f) =c-f'=c-T(f)

Przeksztalcenie T', czyli operacja brania pochodnej, zgodnie z Definicja 22.1.1, jest
przeksztatceniem liniowym.

> Macierz przeksztalcenia liniowego w bazach.

Przeksztalcenie liniowe przestrzeni B3 bardzo czesto opisywaliémy przy uzyciu
macierzy. Mozemy wyobrazi¢ sobie, ze takie przedstawienie mogtoby by¢ uzyteczne
rowniez w przypadku przeksztatcen dowolnych przestrzeni wektorowych. Przypom-
nijmy, ze macierz przeksztalcenia w przestrzeni R?® tworzyliémy przy uzyciu obrazéw
wersorow. W przypadku przestrzeni wektorowych mozemy postapi¢ podobnie, role
wersorow spetnia¢ tu beda wektory bazowe.

Definicja 22.1.2 (macierz przeksztalcenia). Niech B = (vy,vs,...,v;) bedzie
baza przestrzeni V', natomiast C' = (wy,wy, ..., w;) baza przestrzeni W. Macierz
przeksztatcenia T" wzgledem baz B, C' bedziemy tworzy¢ w dwoch etapach:

(1) obrazy T'(v;) wektoréw z bazy B przestrzeni V wyrazamy za pomoca wspol-
rzednych w bazie C' przestrzeni W, tzn.
gt
— — — A2i
T(v;) = apwq + agiws + ... + aw; = : )

Qi /) o

(2) nastepnie wspoétrzedne te umieszczamy kolejno w kolumnach macierzy

ai;pr a1 ... Qg

21 Q922 ... Q9
A=1 .

app Qi ... Qg

Macierz te, czyli macierz przeksztatcenia T w bazach B w V i C' w W, bedziemy
symbolicznie oznaczaé przez [Tpc.

v Przyktad. ZnajdZzmy macierz przeksztatcenia T' okreslonego w poprzednim przy-
ktadzie, czyli macierz przeksztatcenia, ktére kazdemu wielomianowi o stopniu co
najwyzej trzy, przyporzadkowuje jego pochodna

T : Rsz] — Rolx], T(f)=f"
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Niech B = {23, 22 z,1} bedzie baza przestrzeni R3[z]|, natomiast C' = {z? x,1} to
baza przestrzeni Ry[z]. ZnajdZzmy obraz wektora 2 z bazy B przez przeksztalcenie
T

T(a%) = (2% = 3%,

nastepnie znajdzmy jego wspotrzedne w bazie C

3
T(x*)=32"=3- () +0-(x)+0-(1)=| 0
O C
Podobnie postepujemy z pozostalymi wektorami bazy B
0
T(2?) = (2*) =20 =0-(2*)+2-(2) +0-(1) = | 2 ,
0 C
0
Tx)=(x)=1=0-(2*)+0-(2)+1-(1)=] 0 ,
1 C
0
T(1)=(1)Y=0=0-(2)+0-(x)+0-(1)=| 0
0
C

Tworzymy teraz macierz tego przeksztatcenia

[T]pc =

o O W
S NN O

0
0
1

o O O

Uwaga 22.1.3. Zauwazmy, zZe gdy przeksztalcenie T przeksztalca przestrzen V. na
samg siebie T' : V. — V', to mozemy wybraé tylko jedng baze B, czyli uznac, ze
C = B. Obrazy wektoréow v; wyrazamy wowczas w bazie B

ai;
Tw)=| 7| .
a:ki B
zatem
a1 a2 ... Qg
[T]BB _ [T]B _ Q21 Q22 ... Q2

ar1 Ar2 ... Ak
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22.2 Wlasnosci przeksztalcen liniowych.

W rozdziale tym poznamy kilka poje¢ charakteryzujacych liniowe przeksztatce-
nia przestrzeni. Na poczatek zdefiniujemy pewien rodzaj przeksztatcen przestrzeni
o bardzo charakterystycznych wtasnosciach, ktére wprowadzimy w koncowej czesci
tego podrozdziatu. Nastepnie zdefiniujemy bardzo istotne pojecia - obraz i jadro
przeksztalcenia, w oparciu o nie wyprowadzimy kilka charakterystycznych wtasnosci
przestrzeni.

> Przeksztalcenie odwracalne

Definicja 22.2.1 (przeksztalcenie odwracalne). Przeksztalcenie liniowe T :
V — W jest odwracalne, jedli jest wzajemnie jednoznaczne tzn. réznowartosciowe i
,ha’”.

Uwaga 22.2.2. Inng nazwg stosowang w odniesieniu do przeksztatcen odwracalnych
jest izomorfizm przestrzeni wektorowych.

Rozwazmy izomorfizm T przestrzeni V, W. Skoro jest to przeksztatcenie odwra-
calne, to istnieje przeksztalcenie do niego odwrotne. Ponizszy fakt przedstawia naj-
bardziej charakterystyczna wtasnosé przeksztatcenia odwrotnego do przeksztatcenia
liniowego. Dowdd tego faktu jest analogiczny do dowodu przedstawionego wczesniej
dla przypadkéw R? i R3. Tutaj go pominiemy.

Fakt 22.2.3. Przeksztatcenie odwrotne T= : W — V do odwracalnego przeksztatce-
nia lintowego T : V. — W samo tez jest przeksztatceniem liniowym.

> Obraz przeksztalcenia liniowego

W poprzednim podrozdziale uzywaliémy sformulowania obraz wektora przez
przeksztalcenie. Mozemy jednak zastanawiac sie¢, jakim zbiorem jest zbior obrazéw
wszystkich wektoréw przestrzeni V' przez dane przeksztatcenie.

Definicja 22.2.4 (obraz przeksztalcenia liniowego). Obrazem przeksztalcenia
liniowego T : V' — W oznaczanym T'(V') lub imT jest zbiér

{T(v) e W:veV}.

Zauwazmy, ze obraz przeksztatcenia sktada sie z wektoréw nalezacych do prze-
strzeni W jest wiec pewnym podzbiorem tej przestrzeni. Jak pokaze ponizszy fakt
ma on jeszcze inne wlasnosci.

Fakt 22.2.5. Obraz przeksztalcenia liniowego T : V. — W jest podprzestrzenig w
przestrzeni wektorowej W.

Dowaéd. Zgodnie z definicja podprzestrzeni wektorowej, czyli Definicja 19.2.1, wystar-
czy sprawdzié, ze dla dowolnych wektoréw nalezacych do obrazu przeksztatcenia ich
suma rowniez nalezy do tego obrazu, oraz dla dowolnej liczby rzeczywistej iloczyn jej
i wektora z obrazu przeksztatcenia jest wektorem z obrazu przeksztatcenia. Wezmy
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dowolne wektory w, we nalezace do vm71'. Skoro wektory te naleza do obrazu przek-
sztalcenia T, to istnieja takie wektory vi,ve € V| ze w3 = T(v1),wy = T(vg).
Wéwcezas

wy +we =T (v1) +T(v2) = T(v1 + v3).

Zauwazmy, ze v1 + vq jest wektorem z przestrzeni V', wiec T'(v1 4 vo) nalezy do imT,
zatem wy + wy = T'(v; + vy) nalezy do obrazu przeksztatcenia T'. Zauwazmy, ze
rowniez

t-wy=t-T(vy) =T(t-v)
dla dowolnego t jest obrazem pewnego wektora z przestrzeni v, tak wiec nalezy
do obrazu imT przeksztatcenia T. Otrzymujemy wiec, ze obraz tmT jest pod-
przestrzenia w przestrzeni W. O

Ponizej przedstawimy wtasnos¢ obrazu przeksztatcenia, ktora pozwala na bardzo
szybkie wyznaczenie go.

Lemat 22.2.6. NiechT': V — W bedzie przeksztalceniem liniowym i niech wektory
vy, Vo, ..., U, bedg ukladem generujgcym przestrzen V. Wowczas

imT = Lin{T (v1),T(va), ..., T(v,)}.

Dowdd. Pokazemy, ze dowolny wektor ze zbioru imT' rzeczywiscie da sie przedstawic
w postaci kombinacji liniowej wektoréw T'(vy), T'(vs), ..., T(v,). Niech w € imT', co
oznacza, ze w = T'(v) dla pewnego wektora v € V. Poniewaz vy, v, . .., v, generuja
przestrzen V', wiec v = t1v; +tava +. .. +1,0,, dla pewnych ¢y, %o, ..., 1, € R. Mamy
wtedy

w = T('U) = T(tlvl + t2U2 +...+ tn'l}n) = tlT(U1> + t2T(U2> + ...+ tnT(’Un),

zatem w € Lin{T(vy),T(vg),...,T(v,)}. Poniewaz w byl dowolnie wybranym wek-
torem ze zbioru imT', wiec

imT = Lin{T (v1),T(v2), ..., T(v,)}.
O
> Rzad przeksztalcenia liniowego

Dla dowolnej przestrzeni wektorowej zdefiniowaliSmy, czym jest jej wymiar. Za-
uwazmy, ze obraz przeksztalcenia jako podprzestrzen przestrzeni wektorowej sam
jest przestrzeniag wektorowa, wiec mozemy dla niego okresli¢ wymiar, ktory w tym
przypadku ma specjalng nazwe.

Definicja 22.2.7 (rzad przeksztalcenia). Rzedem r(T') przeksztatcenia liniowego
T :V — W nazywamy wymiar obrazu tego przeksztalcenia, tzn.

r(T) = dim(imT).

Uwaga 22.2.8. Rzqd przeksztatcenia T : R* — R"™ jest rowny rzedowi macierzy
przeksztatcenia T, zauwazmy bowiem, ze

r(T) = dim(imT) = dim(Lin{T(E,),T(Es),...T(E,)}) = r(m(T)).
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Powyzsza uwage mozemy sformutowaé dla bardziej ogélnego przypadku.
Uwaga 22.2.9. Dla dowolnego T : V — W i dowolnych baz B wV ¢ C' w W mamy
r(T) =r([T]s0)-

Uzasadnienie powyzszej uwagi jest analogiczne do uzasadnienia Uwagi 22.2.8
dlatego je pominiemy.

> Jadro przeksztalcenia liniowego

Definicja 22.2.10 (jadro przeksztalcenia). Jadrem przeksztalcenia liniowego
T:V — W, oznaczanym KerT, jest zbior

{veV:T(v)=0}.
Fakt 22.2.11. Dla dowolnego przeksztatcenia liniowego T" mamy 0 € KerT.

Cwiczenie. Latwy dowéd powyzszego faktu pozostawimy do wykonania czytel-
nikowi.

Fakt 22.2.12. Jgdro przeksztalcenia liniowego T' jest podprzestrzenig w przestrzeni
wektorowej V.

Dowdéd. Podobnie jak w dowodzie Faktu 22.2.5 musimy pokazac, ze zbiér KerT jest
zamkniety na dodawanie i mnozenie przez liczbe. Wezmy dowolne wektory vy, ve €
KerT. Wtedy, zgodnie z definicja T'(v1) = 0,7 (v9) = 0. Zauwazmy, ze

T(vy+v9) =T(v1)+T(v2) =0+0=0,
a wiec v1 + vy € KerT. Podobnie otrzymujemy
T(tU1>:tT(U1):tOZO,

czylit-v; € KerT.
Zbior ten rzeczywiscie jest wiec podprzestrzenia przestrzeni V. Il

Lemat 22.2.13. Niech T : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym, ey, es, . .., ex
bazq jadra Kerl tego przeksztaicemia, natomiast epiq,...,e, bedqg wektorami uzu-
petniajgcymi uktad ey, es, ... e, do bazy ey, es, ..., €k, €xi1,-..,€, calej przestrzeni
V. Wowczas

(1) wektory T'(exs1),-..,T(en) sq liniowo niezaleine w przestrzeni W,
(2) wektory T(exs1),-..,T(e,) generujg obraz imT tego przeksztalcenia.

Dowdd. Zacznijmy od dowodu drugiej czesci powyzszego lematu. Jak wiemy z Lematu
22.2.6,

imT = Lin{T(e1),T(e2),...,T(ex), T(exs1),---,T(en)}.
Wiemy réwniez, ze T'(e;) = T(ea) = ... = T(ex) = 0, bo wektory ey, ea,..., e
naleza do jadra przeksztatcenia 7. Otrzymujemy zatem

imT = Lin{T(e1),T(ez2),...,T(ex), T(exs1),---,T(en)} = Lin{T(exs1),...,T(en)}.
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Pokazemy teraz, ze zbior ztozony z wektoréow T'(egi1),...,T(e,) jest liniowo nieza-
lezny. Gdyby wektory te byty liniowo zalezne, to dla pewnych nietrywialnych wspét-
czynnikoéw tgyq, ..., t, mielibySmy

tk+1€k+1 + ...+ tnen = 0.
Wtedy przy uzyciu wtasnosci wynikajacych z liniowosci przeksztatcenia T' mieliby$my
T(tgi1€k41 + - .-+ then) =0,

czyli tpi1epi1 + ... +the, € KerT. Z drugiej strony wiemy, ze wektory ey, e, ..., ex
tworzg baze KerT, stad dla pewnych wspotczynnikéw sq, s, ... sp mamy

tht1€kt1 T+ - .. +tpen = S1€61 + So€2 + ... + Spek,
co po przeksztatceniu daje
s1e1 + Saea + ...+ spep + (—tpr1)ersr + ...+ (—tn)e, = 0.

Zmnalezlidmy zatem nietrywialna kombinacje wektorow ey, es, ..., ex, €511, ..., €, da-
jaca wektor zerowy wiec wektory te tworza uktad liniowo zalezny. Wiemy jednak, ze
wektory te sa bazg przestrzeni V', a co za tym idzie sg liniowo zalezne. Otrzymalismy
zatem sprzecznosé, czyli wektory T'(egy1), ..., T (e,) sa liniowo niezalezne. O

W oparciu o oznaczenia wprowadzone w powyzszym Lemacie podamy teraz
kilka wnioskow dotyczacych poznanych w tym podrozdziale poje¢. Pierwszy wniosek
ponizej jest bezposrednig konsewencja udowodnionych juz wlasnosci (1) i (2) z
Lematu 22.2.13.

Whiosek 22.2.14. Przy zalozeniach Lematu 22.2.13, uklad wektoréw T (eg41), ..., T (en)
jest bazq podprzestrzeni im/T .

Whniosek 22.2.15 (zasada zachowania wymiaru). Dla przeksztalcenia T : V —
W mamy
dim(imT) 4+ dim(KerT) = dimV.

Dowdd. Przy oznaczeniach takich jak w Lemacie 22.2.13 mamy
dimV =n, dim(KerT) =k, dim(imT) =n — k,

wiec skoro k + (n — k) = n, to mamy teze wniosku. Zauwazmy, ze rozwazenie takiej
sytuacji wystarczy, gdyz w Lemacie rozwazaliSmy sytuacje ogélna. O]

Whiosek 22.2.16. Jezeli przestrzenie V., W sq izomorficzne, to wowczas ich wymi-
ary muszg bycé sobie rowne
dimV = dimW.

Dowdd. Niech T' : V. — W bedzie izomorfizmem przestrzeni V, W. Z okreslenia
takiego przeksztalcenia wiemy, ze T jest réznowartosciowe, wiec KerT = {0}. Wtedy
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dim(KerT) = 0. Wiemy réwniez, ze T jest ,na”, stad imT = W. Mozemy teraz
zastosowacé poprzedni wniosek i otrzymujemy

dim(KerT) + dim(imT) = dimV,

0+ dimW = dimV.

Tak wiec
dimW = dimV.

]

Whniosek 22.2.17. Jesli T : V — W jest izomorfizm przestrzeni wektorowych, zas
wektory vy, ve, ..., v, sq¢ bazq przestrzeni V', to wektory T(vy), T (va),...,T(v,) sq
bazq przestrzeni W.

Dowdod. Jak wiemy jadrem izomorfizmu, ktére jest przeksztalceniem réznowartos-
ciowym, jest KerT = {0}. Jak wiemy z Uwagi 19.3.3, zbiér {0} jest generowany
przez zbior pusty

Lin(g) = {0}.

Tak wiec
KerT = Lin{o},

stad zbior wektoréw bazowych tej podprzestrzeni jest pusty, a tym samym jej wymiar
jest rowny 0. Mozemy pusta baze KerT uzupelni¢ do bazy przestrzeni V' wektorami
€1 = V1,63 = U, ...,e, = v,. Wowczas, jak wiemy z Lematu 22.2.6, uktad T'(e;) =
T(v1),T(e3) = T(va),...,T(e,) = T(v,) generuje przestrzeni imT, dodatkowo z
drugiej czesci Lematu 22.2.13 wiemy, ze uktad ten jest liniowo niezalezny, tak wiec
jest on baza przestrzeni imT = W. O]

Fakt 22.2.18. Niech VW bedq przestrzeniami wektorowyms, © niech vy, vg, ..., U,
bedzie bazq przestrzeni V. Przeksztaicenie liniowe T' : V. — W jest jednoznacznie
okreslone przez podanie obrazéw T(vy), T (va), ..., T(v,) € W wektoréw bazowych.

Dowdod. Sprawdzmy, jak wyglada obraz dowolnego wektora z przestrzeni V przez
przeksztalcenie T'. Poniewaz wektory vy, vs,..., v, tworza baze przestrzeni V', to
wektor v mozna w jednoznaczny sposéb przedstawi¢ w postaci v = t1v; + tovg +
..+ tyv,. Wowczas

T(U) = T(tﬂ)l -+ tQ’Uz +...+ tnvn) = tlT(U1> -+ th(Ug) + ...+ tnT(Un) =

= t1w1 + t2w2 + ...+ tnwn,

wiec T' jest jednoznacznie okreslone dla dowolnego wektora v € V. Sprawdzenie, ze
przeksztalcenie okreslone wzorem

T(tlvl -+ tQ'UQ + .0+ tn’Un) = t1w1 + tg’wz + ..+ tnwn
jest liniowe pozostawimy do wykonania czytelnikowi. O]

Twierdzenie 22.2.19. Przestrzenie wektorowe V. W sq izomorficzne wtedy i tylko
wtedy gdy
dimV = dimW.



Rozdziat 22. Przeksztatcenia liniowe dowolnych przestrzeni wektorowych 219

Dowdd. Jedna z implikacji sktadajacych sie na to twierdzenie, to Wniosek 22.2.16.
Wystarczy zatem udowodni¢ drugg implikacje. Musimy pokazaé, ze jesli wymiary
przestrzeni V. W sa réwne, to przestrzenie te sa izomorficzne. Niech vy, vs, ..., v,
bedzie baza przestrzeni V. Poniewaz dimV = dimW, to mozemy wybra¢ baze
wy, We, ..., w, dla przestrzeni W ztozona z tej samej liczby wektoréw. Okreslmy
przeksztalcenie liniowe 7' : V. — W warunkiem T'(v;) = w; dla i = 1,2,...,n.
Wéwcezas

T(tl’Ul + tQ'UQ -+ tn'l}n) = tlT(U1> -+ t2T<'U2> +...+ tnT(Un) = t1w1 -+ t2w2 +...+ tnwn

Stad juz tatwo wida¢, ze przeksztalcenie T' jest roznowartosciowe i ,na”, czyli jest
izomorfizmem. O

Lemat 22.2.20. Przeksztalcenie liniowe jest roznowartosciowe wtedy @ tylko wtedy
gdy KerT = {0}.

Dowdd. Jak wiadomo T'(0) = 0 wigc z réznowartosciowosci przeksztatcenia 7" wynika,
ze dla v # 0 mamy T'(v) # 0, stad KerT = {0}. Pokazmy teraz przeciwna imp-
likacje. Zatézmy, ze KerT = {0} i zalézmy nie wprost, ze przeksztalcenie T nie jest
roznowartosciowe. Wowcezas dla pewnych réznych v, o' mamy T'(v) = T'(v'), zatem
0=T(v)-T(") =T(v—2") a wiec niezerowy wektor v — v’ bytby wektorem z jadra
przeksztalcenia T'. Otrzymujemy sprzecznosé¢, bo zatozyliSmy, ze jedynym wektorem
nalezacym do KerT jest wektor zerowy. O]

Whniosek 22.2.21. Jesli przeksztalcenie T : V. — W jest liniowe, KerT = {0} i
dimV = dimW , wowczas T jest izomorfizmem.

Dowdéd. Aby udowodnié, ze przeksztalcenie T jest izomorfizmem wystarczy pokazac,
ze jest roznowartosciowe i ,na”. Jadro KerT = {0}, wiec jak wiemy z poprzedniego
lematu przeksztatcenie T' jest réznowartosciowe.

Z Wniosku 22.2.15 wiemy, ze

dim(imT) + dim(KerT) = dimV,
ale skoro KerT = {0} to jego wymiar jest rowny 0, tak wiec
dimV = dim(imT).
7, zalozenia mamy zatem
dimW = dimV = dim(imT).
Wiemy réwniez, ze imT jest podprzestrzenia W, zatem w zwiazku z tym, ze dim(imT) =
dimW  towmT = W. Czyli T jest przeksztalceniem ,na”. W zwigzku z tym, ze przek-

sztalcenie T' jest roznowartosciowe i ,na”’mozemy wnioskowaé, ze jest ono izomor-
fizmem. [



Rozdzial 23

Iloczyn skalarny i przestrzenie
euklidesowe

W tym rozdziale zajmiemy sie pojeciem iloczynu skalarnego. Na jego pod-
stawie okreslimy, czym sg przestrzenie euklidesowe. Dzieki iloczynowi skalarnemu
bedziemy mogli w tych przestrzeniach wprowadzi¢ elementy geometrii podobnej do
tej, jaka znamy z przestrzeni R? i R®. W dalszej czeéci rozdziatu wprowadzimy bardzo
wazne pojecia uktadow ortogonalnych i ortonormalnych, wraz z ich zastosowaniami.
Okreslimy np. czym jest rzut ortogonalny na podprzestrzen i przeksztatcenia orto-
gonalne.

23.1 Podstawowe definicje.

Podrozdziat ten poswiecimy zdefiniowaniu podstawowych poje¢, ktorymi be-
dziemy postugiwaé sie w dalszej czesci tego rozdzialu. W przestrzeniach R? R? a
nastepnie w dowolnej przestrzeni R™ wprowadziliémy iloczyn skalarny. Okazuje sie,
ze analogiczne pojecie mozemy zdefiniowa¢ dla dowolnej przestrzeni wektorowe;.

Definicja 23.1.1 (iloczyn skalarny). [loczynem skalarnym na przestrzeni wek-
torowej V nazywamy kazde odwzorowanie < ) > :V xV — R, czyli odwzorowanie,
ktore dowolnej parze wektorow v, w, z przestrzeni V| przyporzadkowuje pewna liczbe
rzeczywista, oznaczong symbolem <v, w>, spelniajace nastepujace warunki:

(1) dla dowolnych wektoréw v, w z przestrzeni V mamy

(o) = ().

(2) dla dowolnych wektoréw v, w z przestrzeni V' oraz dowolnej liczby rzeczywistej
A mamy
<)\v,w> = )\<v, w>,

(3) dla dowolnych wektoréw vy, ve, w z przestrzeni V mamy

(o + ) = (o) + o)

220
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(4) dla dowolnego, niezerowego wektora v z przestrzeni V' mamy

<v,v> > 0.

Warunek pierwszy nazywamy symetrycznoscia iloczynu skalarnego. Warunek
drugi i trzeci to liniowo$¢ wzgledem pierwszej wspotrzednej, przy czym warunek
drugi nazywamy jednorodnoscig a warunek trzeci addytywnoscia.

Zauwazmy, ze iloczyn skalarny okreélony dla przestrzeni R® spelnia wszystkie
warunki z powyzszej definicji.

Obserwacja 23.1.2. Zauwazmy, zZe z wlasnosci (1), (2), (3) wynika liniowos¢ wzgle-
dem drugiej zmiennej, tzn:

(a) <U,/\U> = )\<w,v>, bo
<U, /\w> = <)\w,v> = /\<w,v> = >\<v,w>,
(b) <v,w1 +w2> = <v,w1> + <v,w2>, bo
<v,w1 + w2> = <w1 + wg,v> = <w1,v> + <w2,v> = <v,w1> + <U,w2>.

Definicja 23.1.3 (przestrzen euklidesowa). Przestrzenn wektorowa V', w ktérej
okreslony jest iloczyn skalarny nazywamy przestrzenig euklidesowaq.

Poznamy teraz kilka przyktadow przestrzeni euklidesowych wraz z okreslonym
w nich iloczynem skalarnym.

v Przyktad.

(A) Jesli V = R™, to iloczyn skalarny, dany wzorem

n
<U, w> = Zﬂiwi,
i=1
dla v = [vy,v9, ..., 0], w = [wy,wa, ..., w,], spelnia warunki (1) — (4). Prze-
strzen R" z tym iloczynem skalarnym oznacza¢ bedziemy symbolem E£™.

(B) W przestrzeni V' = Cla,b|, czyli w przestrzeni funkcji ciaglych na odcinku
la, b], iloczyn skalarny mozna okresli¢ za pomoca catkowania:

b

<f, g> = / f(z) - g(z)d.
Sprawdzmy, czy iloczyn ten spetnia warunki podane w Definicji 23.1.1.

() {9.1) = 2 9(x) - f()de = J* f(x) - g(x)dz = {f.g).

(2) Dla dowolnej liczby rzeczywistej t mamy

(t-7.9)= [t 7@) gz =t [ @) glo)dr=1t-(f,g).
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3) (11 + for9) = [{(f + o)) - g(a)de = [J(fi(x) + fol@)) - g(x)de =
(@) - g(@) + fo(x) - g(x))da = [; fi(x) - g(x)da + [; folx) - g(x)dw =
<f1,9> + <f2,g>~

(4) Niech f bedzie funkcja, ktéra nie jest tozsamosciowo réwna zero, f # 0.
Mamy wéwczas

10y = [ 5@ sy = [ 17

Z analizy wiemy, ze jesli funkcja ciagta h : [a,b] — R jest nieujemna, a w
pewnym miejscu $cisle dodatnia to ff h(z)dx > 0. Stosujac to do funkeji

h(w) = (@) otrzymujemy (£, f) = ¢ |f(z)*dz > 0.

(C) W przestrzeni R™ mozemy wprowadzi¢ inny iloczyn skalarny. Dla wektorow
v = [v1,v9,..., 0], w = [wy,ws, ..., w,| jest nim

n
<U,U)> = Z(li * U Wy,
=1

gdzie a; sa stalymi dodatnimi. Sprawdzenie, ze tak okreslony iloczyn skalarny
spelia warunki (1) —(4) podane w Definicji 23.1.1 pozostawimy do wykonania
czytelnikowi.

Przy uzyciu takiego iloczynu skalarnego mozna do przestrzeni wektorowej wpro-
wadzi¢ geometrie. Zacznijmy od wprowadzenia normy, czyli odpowiednika znanej
nam z przestrzeni R? i R? dlugodci wektora.

> Norma w przestrzeni euklidesowej

Definicja 23.1.4 (norma wektora). Norma (dtugoscia) wektora v przestrzeni
euklidesowej £ nazywamy liczbe
ol = \/(v,v).

Uwaga 23.1.5. Z wlasnosci (4) mamy, Ze jesli v # 0, to <U,U> > 0, czyli ||v|| > 0.
Fakt 23.1.6. Dla tak okreslonej normy, mamy

[A- ol = [A[- [ol],
w szezegdlnosci || — v|| = ||v]|.

Dowdd. Powyzszy fakt udowodnimy korzystajac z drugiej wtasnosci iloczynu ska-
larnego okreslonej w Definicji 23.1.1. Z okreslenia normy mamy

X vl = /(Ao A ).
7, wspomnianej juz wlasnosci iloczynu skalarnego mamy zatem

\/<)\ A v) = \//\<v,>\ v) = \/)\2<v,v> = Al |-

Co konezy dowod. O]
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Mozemy wprowadzaé¢ dalsze geometryczne pojecia.

> Kat miedzy wektorami

Definicja 23.1.7 (kat miedzy wektorami). Cosinusem kata miedzy wektorami

v1, U9 nazywamy liczbe
UI7U2>
PR )
0801, 02) = 1]

Przyktad. W przestrzeni V = C]0, 1] iloczyn skalarny to <f, g> = [y f(2)-g(x)dx.
Rozwazmy funkcje fi(x) = =z, fo(x) = 1, ktére w tej przestrzeni sa wektorami.
Do obliczenia kata miedzy tymi wektorami musimy najpierw obliczy¢ normy tych

wektorow.
If1ll = \//01 filz) - fi(z)de = \//O1 r2dy = ﬂz \f
| foll = \//01 fa(z) - folz)dx = \//01 12dx = 1.

Wowezas cosinus kata miedzy tymi wektorami to

B <f1,f2> _folw-ldx_

_ V3

1
cos(4 f1, fa) i ~ 9

TIANAN S B
Tak wigc szukany kat to
T
14 f1, fol| = 6

Dla dowolnej przestrzeni wektorowej wprowadzimy teraz, znang nam dla prze-
strzeni R" (Uwaga 17.6.2), nier6wnos¢ Schwartza.

Twierdzenie 23.1.8 (nieré6wno$é Schwartza). W przestrzeni euklidesowej E,
dla dowolnych wektorow vy,ve € E zachodzi

2
(o1,02)" < llon el

Dowodd tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Uwagi 17.6.2. Tutaj go po-
miniemy.

Uwaga 23.1.9. Dia dowolnych wektorow vy, ve mamy
—1 < cos(Lvy,v9) < 1,
a wiec miara kgta jest zawsze dobrze okreslona.

Dowdd. 7 nieréwnosci Szwartza mamy

2
<v1,v2> < o [?]vall,

zatem

2
< () <1
el Pl
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stad

(v, 22)

<1
loallllvall|

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze kat miedzy wektorami vy, vy jest zawsze dobrze okreslony.
[

> Wektory ortogonalne

[loczyn skalarny, w przestrzeniach R", czesto wykorzystywalismy do stwierdzenia
prostopadtosci, czyli inaczej ortogonalnosci, wektoréw. Podobnie jest w przypadku
dowolnej przestrzeni wektorowej.

Definicja 23.1.10 (wektory ortogonalne). Wektory vy,vy € E sa ortogonalne
(prostopadte) jesli kat miedzy tymi wektorami jest katem prostym, |£Lvi,vs| = 7,
a to zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy cos(£Lvy,v2) = 0, a co za tym idzie wtedy i
tylko wtedy gdy <vl, v2> =0.

Przyktad. W przestrzeni euklidesowej V' = C[—1, 1] pokazemy, ze funkcje fi(x) =
z, fo(r) = x? sq ortogonalne. Przypomnijmy, ze iloczyn skalarny w tej przestrzeni
okreslony jest wzorem

<f17f2> = /11 fi(x) - folz)dz.

Sprawdzmy, ze <f1, f2> =0.

! 2 b 1,
<f1>f2>=/1x-x da::/_lx dx:Zx

1

1
L

a wiec funkcje z i 22 sa w tej przestrzeni ortogonalne.

> Odleglosé miedzy wektorami

Definicja 23.1.11 (odleglo$é pomiedzy wektorami). Odlegtoscia pomiedzy
wektorami v, w € F nazywamy liczbe

d(v,w) = |lv —w||.
Uwaga 23.1.12. Latwo sprawdzié, zZe tak zdefiniowana odlegtos$é spetnia warunki
(i) d(v, w) = d(w,v),
(i) jesli v # w, to d(v,w) >0, oraz d(v,v) =0,
(111) d(u,v) + d(v,w) > d(u,w).

Trzecia z podanych powyzej wlasnosci nosi nazwe nierownosci tréjkata i daje sie
wyprowadzi¢ z nierownosci Schwartza w taki sam sposéb jak nieréwnosé trojkata w

R™ (podrozdzialt 17.7).

Cwiczenie. Jako ¢wiczenie pozostawimy czytelnikowi udowodnienie tych wlas-
nosci.
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v Przyktad. W przestrzeni V' = C[0,1] znajdzmy odleglos¢ miedzy wektorami
filz) =z, foz) =

d(f1, f2) = \/<f1 — fos 1 — f2> = \//Ol(fl(x) — fo(2))2dx =

1
\// x—szdx—\// x2 — 213 + :E4dx—\/x3—a:4+5x5 =

Odlegto$¢ miedzy wektorami fi, fo wynosi @.

> Skladowa réwnolegta i prostopadta do wektora

Lemat 23.1.13. Niech vy # 0 bedzie ustalonym wektorem przestrzeni euklidesowej
E. Kazdy wektor v € E rozklada sie, i to jednoznacznie, w sume

U:)\'Uo—i"UL,

gdzie <vL,vo> =0.

Uwaga 23.1.14. Wektor Avg nazywamy sktadowq wektora v réwnolegtq do vy, zas
vy sktadowq prostopadtlq do vy.

Dowdd (Lematu). Znajdzmy takie A, aby v = X - vy + v, . Zauwazmy, ze mamy
wowczas
v = U — A\vg.

Wektor v, ma by¢ prostopadty do wektora vy, wiec musi zachodzié¢
<v 1, v0> =0.

Mamy zatem
<v — )\vo,vg> =0,

co po przeksztatceniu, przy wykorzystaniu liniowosci iloczynu skalarnego, daje

(0,10 = Mvo, 0).

Szukany wspoétczynnik A mozemy wiec jednoznacznie wyznaczy¢ ze wzoru

A= (v:00) .
(vo,t0)

(o)

* Vo,
<UO7UO>

(o)
()

Sktadowa rownolegta to zatem

zas sktadowa prostopadta to

v — V0.
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23.2 Uklady ortogonalne i ortonormalne.

W poprzednim podrozdziale wprowadziliSmy pojecie ortogonalnosci wektorow,
a w tym szerzej sie nim zajmiemy. Zdefiniujemy czym sg uktady wektoréw ortogo-
nalnych, poznamy ich wtasnosci, a nastepnie nauczymy sie znajdowac¢ takie uktady.

Definicja 23.2.1 (uklad ortogonalny i ortonormalny). Uklad niezerowych
wektorow vy, vo, ..., v, przestrzeni euklidesowej E nazywamy ortogonalnym jesli
iloczyn skalarny <v2-, vj> = 0 dla i # j, czyli wtedy gdy wektory sa parami ortogo-
nalne. Uklad taki jest ortonormalny jesli dodatkowo normy ||v;|| = 1, tzn. wektory
v; sg jednostkowe.

Podamy teraz ciekawa zalezno$¢ miedzy ortogonalnoscia a liniowa niezaleznoscia
wektorow.

Lemat 23.2.2. Kazdy ortogonalny uklad wektorow jest liniowo niezalezny.

Dowdd. Niech kombirgcja liniowa t1v1 + tavs + . . . + tv, wektorow z ortogonalnego
uktadu daje wektor O. Musimy pokazaé, ze wowczas t; = to = ... = t, = 0.
Zauwazmy, ze z liniowosci iloczynu skalarnego mamy

0= <5>7Ui> = <t1vl +tovg + ...+ tkvk,vi> =

= t1<v1, vi> + t2<v2, vi> +...+ tk<vk,vi> = ti<vi, vi>.

Wiemy jednak, ze <vi, vi> > 0, wiec musi zachodzi¢ t; = 0. Tak jest dla wszystkich
wspotczynnikow i stad wynika liniowa niezaleznosé uktadu vy, vs, ..., v. Il

Jak wiemy w danej przestrzeni wektorowej liniowo niezalezny uktad nie moze
sktadac sie z wiekszej liczby wektorow niz wynosi wymiar przestrzeni. Mozemy zatem
sformutowaé¢ nastepujacy wniosek.

Whiosek 23.2.3. W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej ortogonalny uktad wek-
torow nie moze mieé¢ wiecej niz n wektorow.

Twierdzenie 23.2.4. W kazdej n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E istnieje
baza ortogonalna.

Dowod powyzszego twierdzenia zawiera¢ bedzie bardzo uzyteczny algorytm
znajdowania bazy ortogonalnej. Algorytm ten nosi nazwe metody ortogonalizacji
Grama - Schmidta.

Dowdd. Niech g1, gs, ..., g, bedzie dowolng baza przestrzeni euklidesowej E. Zmody-
fikujemy te baze tak, aby stata sie baza ortogonalng ey, es, ..., e,.
Krok (1). Pierwszy wektor pozostawimy bez zmian

€1 = 4g1-
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Krok (2). Jezeli wektor g jest ortogonalny do g; = €1, to przyjmujemy es = gs.
Jesli gy nie jest ortogonalny do g = ey, to zastepujemy go przez jego skladowsq
ortogonalng do ey, czyli bierzemy

<92a €1>

g2 —
[e1][?

€y = - €1.

Tak okreslony wektor e, jest niezerowy, bo wektory gs i e; nie byly wspotliniowe.
Krok ogélny. Zalézmy, ze wektory ey, eq, ..., e, sg juz wybrane i to tak, ze

(i) sa one parami ortogonalne,

(i) Lin{ei, e, ..., ex} = Lin{g1, g2, -, gr}-

Zauwazmy, ze warunki te sa spetnione dla k =11 k = 2.
Wektor e tworzymy z wektora gi.1 przez odjecie od gy 1 sktadowych réwnolegtych
do ey, eq,. .., e, tak wiec

<9k+1, €1> <gk+17 €2> _ <gk+17 €k>

Ckt1 = — e — ———5—— " € — ‘e
P R P R les?

Pokazemy, ze tak utworzony wektor jest odpowiedni, tzn. ze spetnia nastepujace
warunki:

R
(1) ex1 # O,
(2) (erriej) =0, dlaj=12, .k

(3) Lin{er, e, ... ex11} = Lin{g1, g2, - - -, grt1}-

Pierwszy warunek wynika z faktu, ze gx.1 ¢ Lin{ey, ea, ..., ex}.
Druga wtasno$¢ wyprowadzimy korzystajac z liniowosci iloczynu skalarnego.

<6k+17 €j> = <gk+1 - 2’“: M : ei;€j> =

— < €, e >

— (gosne;) =3 <9|'f|?”f> eiye;) =

1=

T~ =

- W ejre)) =
= (grs1re5) = <g”||> el = 0.

Trzecia wtasnos¢ wynika z zatozenia indukcyjnego, tzn.

Lin{gla 92, .., 9k, gk+1} == Lin{el, €2,...,€k, gk+1}~
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Z okreslenia wektora e, 1 mozemy wnioskowac, ze przestrzen generowana przez wek-

tory {ei,ea, ... e, grr1} to ta sama przestrzen co ta definiowana przez wektory
{e1,e2,.. . e, exq1}, tak wiec
Lin{ey,ea, ... er, gri1} = Lin{ey, ea, ... er, epi1}-

7 wlasnosci trzeciej wynika, ze procedure te mozemy kontynuowac, az g, zamienimy
na e,. Wtedy baza {e1, e, ..., e,} bedzie ortogonalna. O

Uwaga 23.2.5.

(1) Kazdy niezerowy wektor v mozna unormowad, tzn. pomnozyé przez takq liczbe
A > 0, by wektor Av byl jednostkowy, ||\v|| = 1. Mamy bowiem 1 = || Mv|| =
Mo||, ezyli A = ﬁ Tak wiec po unormowaniu wektora v otrzymujemy jednos-

tkowy wektor ﬁ v lub krotko ”Z—”

(2) Baze ortogonalng ey, e, . . ., e, mozina przeksztalcié w baze ortonormalng, poprzez
unormowanie uktadu wektorow ey, es, . .., e,. Otrzymujemy wowczas uktad
€1 €2 €n
, e .
lex]l” [lez| len]]

Whniosek 23.2.6. W kazdej n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej istnieje baza
ortonormalna.

Whniosek 23.2.7. Kazdy ortogonalny uktad wektorow z E mozna rozszerzyc do bazy
ortogonalnej w E. Dodatkowo skoro kazdg baze ortogonalng mozna przeksztatci¢ do
bazy ortonormalnej (Uwaga 23.2.5), wiec kazdy ortogonalny uklad wektorow z E
mozna rozszerzy¢ do bazy ortonormalnes.

Dowdd. Niech FE bedzie przestrzenia euklidesowa, natomiast eq,es, ..., e, bedzie
uktadem niezerowych parami ortogonalnych wektorow w E. Jak wiemy z Lematu 23.2.2
uktad ten jest liniowo niezalezny, zatem mozna go w dowolny sposéb uzupetnic
do bazy ey, es, ..., €k, gk, -- -, gn, Nie starajac si¢ aby byta to baza ortogonalna.
Mozemy nastepnie zastosowac do tego uktadu metode modyfikacji Grama - Schmidta,
przy czym pierwszych k wektoréow pozostawimy bez zmian. Dostaniemy wiec uktad

ortogonalny ei, €z, ..., €, Gji1,- - -, gy 1 to jest zadane uzupetnienie. Podobnie mozna
postapi¢ w przypadku ortonormalnym, z tym ze wektory g;,,...,g, trzeba bedzie
wtedy dodatkowo znormalizowac. O]

23.3 Wspoblrzedne wektora oraz iloczyn skalarny
w bazie ortonormalnej.

Fakt 23.3.1 (wspéirzedne wektora w bazie ortonormalnej). Jesli E jest prze-
strzeniq euklidesowq, zas ey, eq, ..., e, jej bazqg ortonormalng, wowczas dla kazdego
v e FE mamy

v = <v, el>el -+ <v, €2>62 + ...+ <v, en>en.
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Dowdd. Niech v = tye; + taey + ... + tpe,. Obliczmy t;.
(v,e1) = (tier +taea + ...+ tuen, €5) = tr(er, €1) + ta(ea, €0) + ..+ talen, €1) =
=ti{es,e) = tilles|| =t
Ostatecznie t; = <v, e> 0

Pokazemy teraz ciekawa wtasnosé¢ iloczynu skalarnego. Sprawdzimy jak za-
chowuje si¢ on we wspotrzednych w bazie ortonormalnej.
Niech E bedzie przestrzenia euklidesowa z iloczynem skalarnym. Natomiast

B = {ej,e9,...,e,} niech bedzie ortonormalng baza tej przestrzeni. Dla wektorow
v,w niech v = [vy,va, ..., v,], w = [wy,ws, ..., w,] beda ich wspétrzednymi w bazie
B.

Fakt 23.3.2. Iloczyn skalarny wektorow v, w wyraza sie wzorem
<v,w> = Vw1 + Vowsg + ... + VW,
Dowdd. Skoro v = (vy,v9,...,0,),w = (wy,ws, ..., wy,), to mozemy te wektory

zapisa¢ w postaci v = wvie; + voey + ... + Upe,, W = wieg + wees + ... + Mmye,.
Iloczyn skalarny tych wektorow przedstawia sie zatem wzorem

<U, U)> = < Zviei, Z wiei> = Z Z inj<€iu €j>.
i=1 j=1 i=1 j=1
Zauwazmy, ze dla i # j iloczyn skalarny <ei, ej> jest réwny 0 oraz, ze |le;|| = 1 dla

kazdego i. Tak wiec

n n n
<v,w> = Zviwi<ei76i> = Zviwilleillz = Zviwi~
i=1 i=1 i=1
O

Uwaga 23.3.3. We wspolrzednych wzgledem ortonormalnej bazy, iloczyn skalarny
wyraza sie takim samym wzorem jak standardowy iloczyn skalarny w R™.

23.4 Rzut ortogonalny na podprzestrzen.

W tym podrozdziale pokazemy do czego moze przyda¢ sie¢ baza ortogonalna.
Whprowadzimy tutaj uogélnienie rzutu prostopadtego, znanego z przestrzeni R?, na
przypadek dowolnej przestrzeni euklidesowej.

Definicja 23.4.1 (wektor ortogonalny do podprzestrzeni). Niech E bedzie
przestrzenia euklidesowa, zas U jej podprzestrzenia wektorowa. Wektor v € F nazy-
wamy ortogonalnym do podprzestrzeni U, jesli jest ortogonalny do kazdego wektora
z tej podprzestrzeni, tzn. dla kazdego u € U zachodzi <v,u> = 0. Oznaczymy to
symbolem v 1 U.
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Lemat 23.4.2 (charakteryzacja ortogonalnosci do podprzestrzeni). Niech
uktad uy, us, ..., up bedzie dowolng bazq podprzestrzeni U. Wowczas v jest ortogo-
nalny do U wtedy 1 tylko wtedy gdy v jest ortogonalny do kazdego z wektorow w;.

Dowdd. Zauwazmy, ze dowdd jednej z implikacji jest oczywisty, bo jesli v jest orto-
gonalny do kazdego wektora z U, to w szczeg6lnosci jest ortogonalny do wszystkich
u;. Sprawdzmy zatem przeciwna implikacje, czyli ze wektor v jest ortogonalny do
kazdego wektora z podprzestrzeni U, o ile jest ortogonalny do wektorow u;. Musimy
zatem sprawdzi¢, ze dla kazdego u € U zachodzi

<U,u> =0.

Zapiszmy u = tyuy + taug + . .. + tpug. Obliczamy, ze
<v, u> = <v,t1u1 +tous + ...+ tkuk> = t1<v,u1> + t2<v, u2> +...+ tk<v, uk> =

=t1-0+t-04+...+t-0=0,
czyliv L u. Zatem v L U. O]

Lemat 23.4.3. Kazdy wektor v mozna, 1 to jednoznacznie, roztoZyé w sume
v =y + v,

gdzie vy € U jest skladowq z podprzestrzeni U, natomiast (vy) L U to skladowa
ortogonalna do U.

Dowad.

Istnienie rozktadu.

Zauwazmy, ze podprzestrzen U sama jest przestrzenia euklidesowa, z tym samym
iloczynem skalarnym, co przestrzen E. Niech ey, eq, ..., ex bedzie baza ortogonalna
w U, natomiast eg,q,...,e, bedzie uzupetieniem tej bazy do bazy ortogonalnej
calej przestrzeni E. Rozkladamy v wzgledem tej bazy.

v = t161 —I— t2€2 —|— .. —I— tkek —I— tk+16k+1 —I— e —f— tnen.

Przyjmijmy, ze vy = tie1 +toes + . .. + trey jest sktadowa z podprzestrzeni U, nato-
miast v, = tgii1€x41 + ... + tpe, bedzie sktadowa ortogonalna do podprzestrzeni
U. Mamy v = vy + vy, vy € U. Pozostaje sprawdzi¢, ze v, jest rzeczywiscie orto-
gonalny do U. W tym celu wystarczy sprawdzi¢ ortogonalno$é¢ tego wektora do
wektoréw eq, es, ..., e,. Niech m € {1,2,...,k}, wiemy, ze baza e, e,..., e, jest
baza ortogonalng dlatego mamy

<vL, em> = <tk+1ek+1 + ...+ ihen, em> = tk+1<ek+1, em> +...+ tn<en, em> =

=t 0+ ... 4 t,-0=0.

Zatem v, jest rzeczywiscie ortogonalny do U, co oznacza, ze rozktad v = v, + vy
jest wlasciwy.
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Jednoznacznosé rozktadu.
Niech v = v, + vy i v =0 + vy, gdzie vy € U,vy; € U to sktadowe ortogonalne do
U, tzn. v, 1L U0 L U, beda dwoma rozktadami wektora v na sktadowe. Z réwnosci
vy 4+ vy = v + vy wynika, ze

UJ_—US_:U;]—UU.

Zdefinujmy wektor z taki, ze z = v —v'| = vy —vy. Zauwazmy, ze skoro z = v — vy,
to wektor z nalezy do podprzestrzeni U, natomiast z tego, ze z = v, —v/, wynika, ze
z jest ortogonalny do U (tatwo sprawdzié¢, ze réznica dwdch wektoréw ortogonalnych
do U jest wektorem ortogonalnym do U). Te dwa warunki sg spelnione tylko wtedy
gdy z = 0, a z tego mamy juz vy = vy, oraz vy = v'|. Tak wiec nie istnieja dwa
rozne rozktady wektora v. O

Sktadowe vy, v, bedziemy odpowiednio nazywaé sktadowa réwnolegly i skta-
dowa prostopadty do U.

Definicja 23.4.4 (rzut ortogonalny). Odwzorowanie, ktére dowolnemu wektorowi
v € E przyporzadkowuje jego sktadowa vy réwnolegta do U, nazywamy rzutem or-
togonalnym na podprzestrzen U. Rzut na podprzestrzen U oznaczamy symbolem
Py E—U.

W poprzednim podrozdziale okresliliSmy wspétrzedne wektora w bazie ortonor-
malnej. Na podstawie tego okreslenia mozemy wyznaczy¢ wzor na rzut ortogonalny
na podprzestrzen.

Whniosek 23.4.5. Niech U bedzie podprzestrzenig przestrzeni euklidesowej E' i niech
€1, €2, . ..,€e, bedzie bazqg ortonormalng w U . Wtedy rzut ortogonalny na podprzestrzen
U wyraza sie wzorem

Py(v) =) <v, ei>ei.

=1

Dowdod. Dla bazy eq,es,...,er w U niech jej uzupetnieniem do bazy ortonormalnej
w FE beda wektory eg.q,...,e,. Wowczas na podstawie Faktu 23.3.1, mamy rozktad

V= <v, 61>€1 -+ <v, €2>62 + ...+ <v, ek>ek + <v, ek+1>ek+1 + ...+ <v, en>en.
Sktadowa rownolegta do podprzestrzeni U to
vy = <v, el> -+ <v, 62> + ..+ <v, ek>ek.

Ostatecznie wigc

Py(v) = Z <v, ei>ei.

i=1

]

Cwiczenie. 7 powyzszego wzoru, poprzez bezposrednie sprawdzenie addytywnosci
i jednorodno$ci, mozna przekonac sie¢, ze rzut Py jest przeksztalceniem liniowym.
Pozostawimy to do wykonania czytelnikowi.
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23.5 Dopelnienie ortogonalne podprzestrzeni.

Dla danej podprzestrzeni U przestrzeni E, mozemy okresli¢ pewien zbiér wek-
toréw, o bardzo charakterystycznych wtasnosciach. Zbiér ten to dopetnienie ortogo-
nalne podprzestrzeni. Kilka jego wtasno$ci podamy i udowodnimy ponize;j.

Definicja 23.5.1 (przeksztalcenie ortogonalne). Dopelnieniem ortogonalnym,
oznaczanym U=, podprzestrzeni U w przestrzeni euklidesowej U nazywamy zbior

Ut={veE:v 11U}
Witasnoéé 23.5.2. Zbior UL jest podprzestrzeniq wektorowg w E.

Dowéd. Musimy pokazaé, ze zbiér wektoréw U+ jest zamkniety ze wzgledu na do-
dawanie i mnozenie przez skalar. Rozwazmy dowolne dwa wektory vy, vy ze zbioru
U+. Zauwazmy, ze skoro sa one prostopadte do U to znaczy, ze dla kazdego u € U

mamy
<vl,u> = <U2,U> =0.

Z wtasnoéci iloczynu skalarnego mamy <v1 + vy, u> = <v1, u> + <v2, u> =0+0=0,
zatem suma dowolnych dwoch wektoréw z U+ jest ortogonalna do U, wiec nalezy
do U*.
Podobnie otrzymamy, ze dla dowolnego wektora v € UL i dowolnego wektora U
mamy

<tv,u> = t<v,u> =t-0=0,
zatem tv € UL, Zbior U+ jest zatem podprzestrzenia wektorowa w przestrzeni £. [

Lemat 23.5.3. Niech ey, eo, ..., e bedzie bazg ortogonalng podprzestrzeni U, nato-
miast g1, - - ., €, Jjej uzupetnieniem do bazy ortogonalnej w przestrzeni E. Wowczas

Ut = Lin{epy1,. .. en}
i co wiecej uklad ey, ..., e, jest bazg U™,

Dowdd. Na poczatek pokazemy, ze Lin{egy1,. .. ,e,} jest podprzestrzenia U+. Wezmy
dowolny wektor v z przestrzeni Lin{egi1,...,e,} czyli v = Sgpy1€p01 + ... + Spén.
Chcemy pokazaé, ze wektor ten nalezy do przestrzeni U+. Obliczmy <v,ez~>, dla
1 = 1,2,..., k. Wiemy, ze baza eq,es,...,¢e, jest bazg ortogonalng FE, zatem dla
dowolnych e;, e; takich, ze i # j mamy <ei, ej> = 0 zatem

<07 6i> = <3k+1€k+1 + ...+ Spén, €¢> =

= sk+1<ek+1,ei> —|—...—|—sn<en,ei> =58kr1:-04+...4+5,-0=0.

Tak wiec wektor v jest ortogonalny do dowolnego wektora bazowego przestrzeni
U, jest wiec ortogonalny do dowolnego wektora bedacego kombinacja liniows tych
wektoréw. Wektor v jest prostopadty do catej podprzestrzeni U, nalezy zatem do
U+. Pokazali$my zatem, ze

Lin{exs1,...,en} C UL
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Chcemy teraz pokazaé¢ przeciwne zawieranie. Wezmy dowolny wektor v € U~ i niech
v =111 +tees + ... +lxep + tpr1€pr1 + ...+ Tnen.

Wiemy, ze dla ¢ = 1,2, ...k zachodzi <v, ei> = 0 bo wektor v jest ortogonalny do
podprzestrzeni U, wiec w szczegdlnosci do kazdego z jej wektorow bazowych. Mamy
wiec

<t161 + t262 + ...+ tnen, €i> = 0,

co po przeksztatceniu mozemy zapisaé¢ jako
t1<61, ei> + t2<62, ei> +...+ ti<ei, ei> 4+ ...+ tn<en, ei> =0.

Dowolne dwa wektory bazy eq,es, ..., e, sa ortogonalne, wiec <ei, ej> =0dlai#j

i <ei, ei> # 0. Otrzymujemy wiec

t1<61, ei> + t2<62, ei> + ...+ ti<ei, ei> + ...+ tn<en, ei> = ti<ei, ei> =0,

a skoro <ei, ei> #£0,tot; =0.
Tak wiec

v="te;+teea+...+the,=0-e1+0-ea+...+0- e +lgr1€p41+ ... Flne, =

=tpr1€pr1 + .o+ lnn.

Wektor v jest wigc kombinacja liniowa wektorow e q,...,e, a zatem nalezy do
podprzestrzeni Lin{egy1,...,e,}. Ostatecznie otrzymujemy, ze

I
U C {€k+1,...,€n}.
Ostatecznie, majgc oba zawierania mozemy stwierdzi¢, ze

UL = {€k+1,...,€n}.

Zatem skoro uktad ej.1,...,e, jest liniowo niezalezny i generuje U~ jest wiec baza
U+. m

Whiosek 23.5.4. Dla podprzestrzeni U i jej dopelnienia ortogonalnego UL w prze-
strzeni E mamy
dimU + dimU* = dimE.

Lemat 23.4.3 mozemy przy uzyciu pojecia dopetlienia ortogonalnego podprzestrzeni
wyrazi¢ w postaci nastepujacego wniosku.

Whniosek 23.5.5. Kazdy wektor z przestrzeni E jednoznacznie przedstawia sie jako
suma
UV=vy + UL,

gdzievy € U, v, € UL,
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23.6 Izomorfizm przestrzeni euklidesowych.

Zauwazmy, ze dla jednej przestrzeni wektorowej mozemy wprowadzic¢ kilka ilo-
czynow skalarnych, otrzymujac w ten sposéb rézne przestrzenie euklidesowe. W tym
podrozdziale pokazemy, ze wszystkie takie przestrzenie sg izomorficzne, co wiecej po-
kazemy, ze dowolne przestrzenie euklidesowe tego samego wymiaru sg izomorficzne.

Definicja 23.6.1 (przestrzenie izomorficzne). Dwie przestrzenie Ey, Fy ze swoimi
iloczynami skalarnymi < , >E1 i < , >E2 nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje li-
niowy izomorfizm ¢ : Fy — Ejs, ktéry zachowuje iloczyn skalarny, tzn. dla dowolnych
wektorow v, w € E; mamy

(o). o0, = (00},

Wtasno$é¢ 23.6.2. Kazda n-wymiarowa przestrzen euklidesowa E jest izomorficzna
z przestrzenig E™, czyli z R™ ze standardowym iloczynem skalarnym.

Dowdd. Niech eq, eq, ..., e, bedzie bazg ortonormalng w F. Sprawdzmy, ze odwzo-
rowanie ¢ : ¥ — E™ okre$lone wzorem

o(z1e1 + x969 + ... + Tpey) = (1, T2, ..., Ty),

jest izomorfizmem przestrzeni euklidesowych.

£ Sprawdzenie, ze jest to izomorfizm przestrzeni liniowych pozostawimy do wyko-
nania czytelnikowi. Sprawdzmy tylko, ze spetniony jest warunek zachowania iloczynu
skalarnego podany w Definicji 23.6.1. Niech v = wvie; + voeg + ... + Ve, w =
wiey + weeg + ... + wye,. Wtedy, korzystajac z Faktu 23.3.2 wyliczajacego iloczyn
skalarny w bazie ortonormalnej mamy

n
<v,w>E = Zviwi = <<U1,UQ, cey ), (W, we, . 7wn)>E )
i=1 "

Zatem ¢ jest dobrze okreslonym izomorfizmem przestrzeni euklidesowych. O

23.7 Przeksztalcenia ortogonalne w przestrzeniach
E™.

W tym podrozdziale zajmiemy sie pewnym rodzajem przeksztatcen przestrzeni
E™ - przeksztatceniami ortogonalnymi. Podamy definicje takich przeksztatcen oraz
ich najwazniejsze wlasnosci. Okreslimy réwniez macierz przeksztalcen ortogonal-
nych.

Definicja 23.7.1 (przeksztalcenia ortogonalne). Przeksztalcenie liniowe ¢ :
E™ — E™ nazywamy ortogonalnym, jesli dla kazdej pary wektorow v, w z przestrzeni

E™ mamy
(v,w) = (p(v), p(w)).
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Obserwacja 23.7.2. Przeksztalcenie liniowe ¢ : E™ — E™ jest ortogonalne wtedy i
tylko wtedy gdy obraz p(e1), p(es), ..., p(e,) dowolnej bazy ortonormalnejey, e, . . . e,
jest bazq ortonormalng.

Dowdd. Pokazemy na poczatek, ze dla przeksztatcenia ortogonalnego ¢ obraz

oler), p(es), ..., p(e,) dowolnej bazy ortonormalnej eq, es, . . . , €, jest tez baza. Musimy
zatem pokazaé, ze kazdy z wektoréw o(e;) jest jednostkowy i ze wektory te sa do
siebie ortogonalne. Wezmy dowolny wektor e; sposrod ey, es, ..., e,. Chcemy aby
jego obraz przez przeksztalcenie ¢ byt wektorem jednostkowym. Sprawdzmy jego
dhugosé

(el =/ (eled), eler) ).

Przeksztalcenie ¢ jest ortogonalne a wigc zachowuje iloczyn skalarny, stad

el = y/{pted. elen)) = y/{esres) = llel.

Skoro baza ey, es, ..., e, jest ortonormalna, to |le;|| = 1. Zatem réwniez

lp(e)ll = llesll = 1.

Pokazmy jeszcze ortogonalno$é wektorow (i), o(j) dla i # j. Jak wiemy wektory sa
ortogonalne, gdy ich iloczyn skalarny jest réwny zero. Pamietajac o tym, ze przek-
sztatcenie ¢ jest przeksztatceniem ortogonalnym, dla i # j mamy

<90(6i)7 g0<ej)> = <6i, €j> = 0.

Uktad wektoréw o(ey), p(e2), ..., ¢(e,) jest zatem ortonormalny.
Pokazemy teraz implikacje przeciwna. Zatézmy, ze p(e1), p(e2), ..., v(e,) jest baza
ortonormalng. Chcemy pokazac, ze woéwczas ¢ jest przeksztalceniem ortogonalnym,

(v, w) = {p(v),p(w)).

Lewg strone tej rownosci mozemy zapisa¢ w postaci

czyli

7 wtasnosci iloczynu skalarnego mozemy lewa strone przeksztatci¢ do postaci

L =

1

U’iwi<€ia ej>7
1

n n

1y

natomiast z ortogonormalnosci bazy ey, eq, ..., e, mamy

n
L= Z V;W;.
i=1

Podobnie przeksztatcamy prawa strone

P = {p(0), p(w)) = @(é vies), @(i wye;)).
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Przeksztalcenie ¢ jest przeksztatceniem liniowym, wiec jest jednorodne i addytywne,
stad

pP— < ilvm(ei), éwﬁp(eg’»-

Podobnie jak poprzednio otrzymujemy wiec
P =33 vwi{p(er), oley)).
i=1 j=1
Z ortogonormalnosci bazy ¢(e1), ¢(es), ..., p(e,) mamy ostatecznie

n
P = Z VWi .
=1

Tak wiec po prawej i lewej stronie rownosci otrzymujemy po przeksztatceniach to
samo wyrazenie, co konczy dowod. O

> Macierz przeksztalcenia ortogonalnego w standardowej bazie

Niech A = [a;;] bedzie macierza przeksztalcenia ortogonalnego ¢ : E™ — E™
w standardowej bazie. Poniewaz obrazy wektoréw bazowych tworza baze ortonor-
malng, to kolumny A;, A, ..., A, macierzy A sa wektorami jednostkowymi i wza-
jemnie prostopadtymi. Mamy wtedy

(%) Ay Aj) = STy agag = Sy af = 1,
Aj,Ak> =Y aijai =0, dla j#k.

Zaleznosé (x) mozna krétko zapisaé¢ jedna rownoscia macierzowa:
AT A=1.

Cwiczenie. Udowodnienie powyzszej réwnosci pozostawimy jako ¢wiczenie dla
czytelnika.

Whniosek 23.7.3. Macierz A jest macierzq przeksztalcenia ortogonalnego wtedy i
tylko wtedy gdy AT - A = I. Macierz takq nazywamy macierzq ortogonalng.



Rozdzial 24
Lista uogdlnien

W wielu miejscach tego skryptu, przy omawianiu jakiego$ pojecia w przestrze-
niach R"™ wskazywaliSmy na analogi¢ do sytuacji, jaka omawialiSmy w przestrzeniach
R? i R3. Podobnie w dowolnych przestrzeniach wektorowych analogie te odnosity
sie do przestrzeni R". Przeniesienie rozmaitych faktéw dotyczacych przestrzeni R?
i R® najpierw na przestrzenie R", a nastepnie na abstrakcyjne przestrzenie wek-
torowe byto mozliwe dzieki uzyciu pojeé¢, takich jak wspotrzedne wektorow w bazie i
macierze przeksztatcen w bazie. Rozdzial ten poswiecimy na podanie listy dalszych
takich uogolnien, ktére oméwimy tu bez dowoddw.

24.1 Macierz przejScia do nowej bazy.

Definicja 14.3.1 okresla, jak wyglada macierz przejscia do nowego uktadu wspot-
rzednych w przestrzeni R?. Tworzg ja wspotrzedne wersoréw nowego uktadu wyrazone
w starym uktadzie. Podobnie powstaje macierz przejscia do nowej bazy w dowol-

nej przestrzeni wektorowej. Niech B = {vy,va,...,vx},C = {wy,ws,...,wi} beda
bazami przestrzeni wektorowej V. Macierz przejscia F' = Fgc od bazy B do bazy C'
to macierz, ktorej kolumny sg utworzone ze wspotrzednych wektorow wq, wo, . . ., wg
w wyjsciowej bazie vy, v, ..., vx. Doktadniej, jesli
fu
o
w; = . )
fri ) 5
to macierz przejscia F' ma postac
Juu fi2ooo S
Jor foo oo S
F = FBC = . . . : = ([wl]B7 [w2]Ba ’ [wk]B)
S S o Srk

Fakt 24.1.1. Macierz przejscia F' jest macierzq kwadratowq. Ponadto macierz jest
nieosobliwa, tzn. jej wyznacznik jest niezerowy det F' # 0.

237
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24.2 Wspblrzedne wektora w nowej bazie.

W podrozdziale 14.4 pokazaliSmy jak znalezé wspétrzedne danego wektora w
nowym ukladzie w przestrzeni R3. Rozwazmy teraz przestrzen wektorowa V, w
ktérej bazami sa B i C. Dla dowolnego wektora u € V niech [u]p, [u]c beda
wspohrzednymi (kolumnowymi) wektora u w bazach B i C. Macierza przejécia od
bazy B do bazy C jest F' = Fpc. Wowczas

[U]B =F. [U]C, [U]C =F1. [U]B

24.3 Macierz przeksztatcenia w nowej bazie.

Twierdzenie 14.5.2 okresla jak wyglada macierz przeksztatcenia liniowego prze-
strzeni R® w nowym uktadzie wspolrzednych. Podobng zaleznoéé spelnia macierz
przeksztalcenia dowolnej przestrzeni wektorowej. Dla przeksztatcenia 7' : V. — V
oraz baz B, C tej przestrzeni, macierz przejscia to F' = Fpe. Jezeli [T g jest macierza
przeksztatcenia T' w bazie B, to macierz tego przeksztalcenia w bazie C' wyraza sie
wzorem

T)e = F~'-[T]s - F.

24.4 Odwracalnosé przeksztatcen 7': V — V.

Przy okazji omawiania przeksztatcen liniowych przestrzeni R? sformutowalisémy
kryterium, ktore pozwala tatwo sprawdzié¢, czy dane przeksztatcenie jest odwracalne
czy nie za pomoca wyznacznika jego macierzy. Méwi o tym Wniosek 7.3.2. Okreslimy
teraz analogiczne kryterium dla przeksztatcen liniowych 7' : V' — V dowolnych
przestrzeni wektorowych.

Fakt 24.4.1. Jezeli B jest dowolng bazq przestrzeni V, wowczas przeksztatcenie T
jest odwracalne wtedy i tylko wtedy gdy wyznacznik det([T]p) jest niezerowy.

Mozemy uogolni¢ powyzszy fakt na przypadek przeksztatcenia dowolnych prze-
strzeni. Dla przestrzeni V' z baza B i przestrzeni W z baza C, oraz dowolnego
przeksztatcenia T : V' — W, przeksztalcenie to jest odwracalne wtedy i tylko wtedy
gdy wyznacznik det([T]pc) jest niezerowy.

Oprocz kryterium odwracalno$ci mozemy réwniez okresli¢ macierz przeksztatce-
nia odwrotnego.

Fakt 24.4.2. Dla przeksztaicenia odwracalnego T': V' — V' zachodzi
[T = ([T]p)".

24.5 Macierz zlozenia przeksztalcen liniowych.
Niech 71,7, : V' — V beda przeksztalceniami liniowymi, natomiast B niech bedzie

dowolna bazg przestrzeni V. Macierz ztozenia tych przeksztatcen T o 15 wyraza sie
w bazie B wzorem

[Tl o TQ]B = [Tl]B : [T2]B-
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24.6 Wartosci wlasne 1 wielomian charakterysty-
czny.

Dla przeksztatcen T : V — V definicja wektorow i wartosci wtasnych pozostaje
taka sama, jak ta wprowadzona dla przeksztalcen przestrzeni R® (Definicja 10.1.1).
Roéwniez okreslenie wielomianu charakterystycznego odpowiada temu wprowadzonemu
dla przypadku R®. Mozemy zatem sformutowaé fakt, ktéry pozwala na szybkie znaj-
dowanie wartosci wtasnych danego przeksztatcenia. Fakt ten dla przeksztatcen prze-
strzeni wektorowej przyjmuje posta¢ analogiczng do Wniosku 10.3.2.

Fakt 24.6.1. Niech V bedzie przestrzenig wektorowg wymiaru n i niech B bedzie
bazqg V. Liczba r jest wartosScig wlasng przeksztatcenia liniowego T 'V — V wtedy
1 tylko wtedy gdy r jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, przy czym
wielomian ten przyjmuje postac

ayp — t 12 ce A1n
a Qo — 1T ... Aoy,
det([T]p —t- Iygn) =det |+ 7 :
an1 Ano ce. Qpp — t

24.7 Izometrie i macierze ortogonalne w R".

Definicje izometrii i przeksztatcen ortogonalnych, jakie wprowadziliSmy w przy-
padku przestrzeni R, mozemy bezposrednio przenie$é na przypadek dowolnej prze-
strzeni R".

Definicja 24.7.1 (izometria i przeksztalcenie ortogonalne). Przeksztalcenie
liniowe T : R™ — R™ jest ortogonalne, jesli zachowuje iloczyn skalarny w R". Przek-
sztatcenie T': R™ — R"™ jest izometria, jesli zachowuje odlegtos¢ w R™.

Powyzsza definicja przyjmuje posta¢ analogiczng jak Definicje 11.1.1 1 11.2.1,
wprowadzone dla przeksztalcen przestrzeni R3. Scharakteryzowalizmy tez macierze
przeksztatcen ortogonalnych. Podobnie jak dla przestrzeni R? (Lemat 12.1.2), mozemy
okresli¢ macierz ortogonalna.

Definicja 24.7.2 (macierz ortogonalna). Macierz A rozmiaru n X n jest ortog-
onalna jesli A- AT = I, lub réwnowaznie, jesli kolumny macierzy A tworzg uklad
wzajemnie prostopadtych jednostkowych wektorow z R™.

Dla przestrzeni R® pokazalismy, ze zbiory izometrii liniowych i przeksztalcen
ortogonalnych sg takie same. Podobny fakt zachodzi rowniez dla przeksztatcen prze-
strzeni R".

Fakt 24.7.3. Przeksztalcenie liniowe T : R™ — R"™ jest izometrig wtedy i tylko
wtedy gdy jest ortogonalne. T' jest ortogonalne wtedy i tylko wtedy gdy macierz m(T')
przeksztatcenia T jest macierzg ortogonalng.
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24.8 Diagonalizacja macierzy symetrycznych.

Podrozdziat 13.3 poswieciliémy diagonalizacji macierzy symetrycznych rozmiaru
3 x 3. Podobnie mozna diagonalizowa¢ macierze symetryczne rozmiaru n X n.

Fakt 24.8.1. Jesli A jest macierzq symetryczng rozmiaru n X n, to mozna jg przed-
stawié w postaci A = P-D- P~ gdzie D jest macierzq diagonalng rozmiaru n x n,
zas P jest macierzq ortogonalng. Ponadto wyrazy na przekgtnej macierzy D sq war-
tosciami wlasnymi macierzy A, za$ macierz P jest utworzona z jednostkowych wek-
torow witasnych dla tych wartosci wtasnych.

24.9 Formy kwadratowe.

Rozdzial 15 poswieciliémy na zbadanie wlasnosci pewnego rodzaju funkcji -
form kwadratowych. Podobne pojecie mozemy wprowadzi¢ w przestrzeniach R".

Definicja 24.9.1 (forma kwadratowa). Funkcja ¢ : R" — R jest forma kwadra-
towg jesli ma postac

T
IQ n n
Lol I > D aii,
: i=1j=1
ITL

przy czym zakladamy, ze aj; = a;; dla i # j.
Macierz A = [a;;]; ; nazywamy macierza formy kwadratowej ¢.

Uwaga 24.9.2. Macierz A = [a;j;j jest macierzq symetryczng.

Uwaga 24.9.3. Wzor okreslajocy forme kwadratowq zawiera sktadniki a;jz,x; oraz
a;;x;T;, ktore sq rowne. Zatem ogdlng postaé formy kwadratowej mozna tez zapisac
jako

o
) n
2
% : = Z kT, + Z 20T, ;.
: k=1 1<i<j<n
In

Forme kwadratowg mozemy rowniez zdefiniowa¢ w dowolnej przestrzeni wektorowe;j.

Definicja 24.9.4. Funkcja ¢ : V — R jest formg kwadratows jesli dla pewnej bazy
B przestrzeni V ma ona w tej bazie postaé

I
:EQ n n
¥ : =D a;zi;.
. i=1j=1
Tn B

Fakt 24.9.5. W kazdej innej bazie B' w przestrzeni V funkcja ¢ bedzie miala
podobng postac, ale z innymi wspotczynnikami a;;.

Wtiasnos¢ mowiaca o tym, ze dana funkcja jest formg kwadratows jest catkowicie
niezalezna od wyboru bazy. Jest to chyba jedna z najmocniejszych cech tej funkcji.
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24.10 Macierz formy kwadratowej w nowej bazie
i diagonalizacja formy kwadratowej.

W rozdziale 15 pokazaliémy, Zze kazda macierz formy kwadratowej mozna w
pewnym nowym uktadzie wspotrzednych wyrazi¢ w postaci diagonalnej. Podobnie
mozemy postapi¢ w przypadku formy kwadratowej w dowolnej przestrzeni wek-
torowe;.

Fakt 24.10.1. Niech V' bedzie przestrzenig wektorowq, natomiast B, C' niech bedg
bazami tej przestrzeni. Macierzq przejscia z bazy B do bazy C' jest F' = Fpo. Niech
¢V — R bedzie formg kwadratowg o macierzy A wzgledem bazy B, oraz o macierzy
A" wzgledem bazy C. Wowczas

A=FT. A F

Whniosek 24.10.2. Dla kazdej formy kwadratowej ¢ istnieje baza ortonormalna, w
ktorej forma ta ma postaé diagonalng, tzn. macierz formy @ w tej bazie jest macierzg
diagonalng.

Dowoéd. Wezmy dowolng baze ortonormalna B i forme ¢, ktora w tej bazie ma
macierz A. Macierz A jako macierz formy kwadratowej jest macierzg symetryczna,
wiec posiada ortogonalng diagonalizacje

A=PDP™,

gdzie P jest macierzg ortogonalng. Potraktujmy macierz P jako macierz przejscia z
bazy B do jakiejs bazy C'. Zauwazmy, ze wowczas macierz C' tez musi by¢ macierza
ortonormalng. Skoro zatem A+PDP~! to D = P~ AP. Macierz P jest ortogonalna
wiec P~ = PT a stad

D = PTAP.
7 Faktu 24.10.1 wynika, ze macierz diagonalna D jest macierzg formy ¢ w bazie
C. O]
Uwaga 24.10.3. W takiej bazie eq,eo, ..., e, forma ma postac

2 2 2
o(x1e1 + Tos + . .. + Tpey) = a1127 + a2T5 + . . . + App T

24.11 Dodatnia okreslonos$¢ form kwadratowych i
macierzy.

W rozdziale 15 wprowadziliémy pojecia formy i macierzy dodatnio okreslonych.
Wspominalismy réwniez o mozliwosciach wykorzystania tych poje¢ w analizie wielu
zmiennych. Mozemy w ten sposéb wykorzysta¢ rowniez formy i macierze dodatnio
okreslone w przypadku przestrzeni R". Pojecia te bedg miaty definicje analogiczna
do tej wprowadzonej w przestrzeni R3.
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Definicja 24.11.1. Forma kwadratowa ¢ : R" — R jest dodatnio okreslona, jesli
dla kazdego niezerowego wektora X z przestrzeni R™ zachodzi ¢(X) > 0.

Macierz symetryczna rozmiaru n x n jest dodatnio okreslona, jesli jest macierza
dodatnio okreslonej formy kwadratowej w R"™.

Podstawowe wtasnosci oraz sposob rozpoznawania macierzy dodatnio okreslo-
nych przy uzyciu wyznacznikéw przenosi si¢ bez zmian z przypadku 3 X 3 na przy-
padek n x n.

Fakt 24.11.2. Macierz symetryczna A rozmiaru nxn jest dodatnio okreslona wtedy
i tylko wtedy gdy wszystkie wartosci wlasne macierzy A sq dodatnie a to zachodzi
wtedy 1 tylko wtedy gdy

det Ay > 0,det Ay > 0,...,det A,,_; > 0,det A > 0,
gdzie A; jest macierzq rozmiaru i X i bedgcq lewq gorng czeScig macierzy A.

Nie bedziemy podawaé¢ wiecej uogodlnien, choé¢ niewatpliwie datoby sie jeszcze
wiele takich znalez¢. Jak wida¢ wiele zagadnien z przestrzeni R® mozemy bardzo
tatwo przeniesé na przypadek R™ a nastepnie na dowolne przestrzenie wektorowe,
dzigki temu mozemy badac¢ wtasnosci abstrakcyjnych przestrzeni przy pomocy analogii
do przypadku blizszej nam przestrzeni R3.
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