Abstrakt

Gléwnymi tematami niniejszej rozprawy sa ciggi miar na algebrach Boole’a oraz ich
zwiazki z ideatami. Zagadnienia te leza na pograniczu teorii mnogosci i teorii miary.

Studiujemy wtasnosé Nikodyma algebr Boole’a, ktéra méwi ze kazdy punktowo ogranic-
zony ciag miar na A jest normowo ograniczony. Definicja ta jest motywowana klasy-
cznym wynikiem Nikodyma i Andd, méwiacym ze o-zupelne algebry majg te wias-
nos¢. Wiadomo, ze jesli przestrzeni Stone’a St(A) zawiera nietrywialny ciag zbiezny,
to A nie moze mie¢ wtasnosci Nikodyma. Przyktad ten motywuje rozwazanie klasy
prostych przestrzeni topologicznych Nr zwiazanych z filtrami F na w. Badamy klase
takich filtrow, dla ktorych na przestrzeni Nz istnieje cigg miar o skoriczonych nosnikach
o pewnych konkretnych wlasnosciach (zwiazanych z wlasnosciag Nikodyma), i dowodzimy,
ze dla kazdego takiego filtra F, jesli N zanurza sic homeomorficznie w przestrzen Stone’a
St(A) danej algebry, to A nie ma wtasnosci Nikodyma. Charakteryzujemy dualng klase
AN idealéw na w w terminach idealow gestosciowych, i korzystajac z tego dowodzimy, ze
T € AN wtedy i tylko wtedy, gdy Z zawiera sic w pewnym ideale sumowalnym. Badamy
takze strukture kofinalng klasy AN uporzadkowanej wzgledem porzadku Katétova <p,
ktory jest waznym narzedziem do poréwnywania ztozonosci strukturalnej ideatow i filtrow
na w.

Rozwazamy rowniez wtasnosé Grothendiecka algebr Boole’a, ktéra wywodzi sie z teorii
przestrzeni Banacha i jest blisko zwigzana z wtasnoscia Nikodyma—mnietatwo jest znalezé
algebre majaca doktadnie jednag z tych wlasnosci. Dla ideatu Z w o-zupelnej algebrze
Boole’a A pokazujemy, ze jesli podalgebra Boole’a A(Z) generowana przez Z nie ma wlas-
nosci Nikodyma, to A(Z) nie ma roéwniez wtasnosci Grothendiecka. Konstruujemy rodzine
mocy ¢ parami nieizomorficznych podalgebr Boole’a algebry P(w) postaci P(w)(Z), ktore
— rozwazane jako podzbiory przestrzeni Cantora 2 — naleza do klasy borelowskiej F 4
i maja wtasnos¢ Nikodyma, lecz nie maja wtasnosci Grothendiecka, oraz rodzine mocy
2¢ parami nieizomorficznych, nieborelowskich algebr Boole’a postaci P(w)(Z) z wlas-
noscig Nikodyma, lecz bez wtasnosci Grothendiecka. Glownym narzedziem uzywanym
w dowodach tych wynikéw jest nowa charakteryzacja wtasnosci Nikodyma dla algebr
Boole’a P(w)(Z) za pomoca ciagdéw miar nieujemnych. Badamy réowniez relacje miedzy
réznymi pojeciami ograniczonosci idealéw na w a wtasnoscig Nikodyma. W tym konteks-
cie analizujemy tzw. idealy hipergrafowe, konczac konstrukcja rodziny mocy ¢ parami
nieizomorficznych idealéw hipergrafowych, ktore nie sg catkowicie ograniczone, lecz maja
wlasno$¢ Nikodyma.

W ostatniej czesci rozprawy badamy problemy kombinatoryczne zwiazane z lematem
Rosenthala, ktory jest waznym wynikiem dotyczacym ciagéw miar na algebrach Boole’a
(w szczegolnosci, jest kluczowy w dowodzie twierdzenia Grothendiecka ze wszystkie o-
zupelne algebry Boole’a maja wtasnosé Grothendiecka). Kombinatorycznym jadrem
lematu Rosenthala jest twierdzenie ze [w]” jest rodzing Rosenthala. Istnieje zwiazek
rodzin Rosenthala ze zbiorami wolnymi, gdzie méwimy ze zbior A € [w]“ jest wolny
dla funkcji f € w* jesli f[A]N A jest skoriczony. Funkcje z w w w bez punktow stalych sa
roOwniez pozwiazane z rodzinami Rosenthala, poniewaz odpowiadaja macierzom Rosen-
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thala ztozonym z zer i jedynek. Dla klasy funkcji I' C w* bez punktow statych definiujemy
tosp jako najmniejsza moc rodziny A € [w]“ takiej ze dla kazdego f € I' istnieje zbior
B € B wolny dla f, oraz Ar jako najmniejsza moc rodziny F C I', takiej ze dla kazdego
A € [w]¥ istnieje f € F, dla ktorego A nie jest wolny. Dowodzimy ograniczeni gornych
i dolnych dla réznych wersji tych niezmiennikéw kardynalnych za pomoca klasycznych
niezmiennikéw kardynalnymi continuum. W niektorych przypadkach, ograniczenia te sa
wynikami niesprzecznosciowymi dowodzonymi za pomoca metody forsingu.



