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1. Niech {B1(t); t ≥ 0}, {B2(t); t ≥ 0} b¦d¡ niezale»nymi standardowymi ruchami Browna.
a) Znale¹¢ wszystkie A ∈ R, dla których

W (t) =


B1(t) dla t ∈ [0, T ]

B1(T )− 4B2(A(t− T )) dla t > T

jest standardowym ruchem Browna.

b) Znale¹¢ rozkªad graniczny B1(n
2)

n , gdy n→∞.
c) Wyznaczy¢ C tak¡, »e

P

(
B1(20092)

2009
> 2008

)
= CP

(
(B2(2009))2

2009
> (2008)2

)
.

Odpowiedzi uzasadni¢.

2. Proces stochastyczny {X(t); t ≥ 0} nazywamy stochastycznie ci¡gªym, gdy dla ka»dego t0 ∈ [0,∞) oraz ka»dego ε > 0

lim
t→t0

P (|X(t)−X(t0)| > ε) = 0.

a) Czy proces Poissona jest stochastycznie ci¡gªy?
b) Niech {X(t); t ≥ 0}, {Y (t); t ≥ 0} b¦d¡ dwoma stochastycznie ci¡gªymi procesami stochastycznymi okre±lonymi na tej samej
przestrzeni probabilistycznej. Czy {X(t) + Y (t); t ≥ 0} jest stochastycznie ci¡gªy?
Odpowiedzi uzasadni¢.

3. Znale¹¢ nieobci¡»ony estymator parametru µ o minimalnej wariancji na podstawie n−elementowej próby prostej z populacji,
w której badana cecha X ma rozkªad N(µ, σ2) o znanym σ2. Odpowied¹ uzasadni¢.

4. Rozwa»amy podprzestrze« X =
⋃∞

n=1(An ∪Bn) pªaszczyzny euklidesowej R2 gdzie An s¡ odcinkami

An = {(x, y) ∈ R2 : x = 2−n, 0 ≤ y ≤ 1},
a Bn s¡ ªukami

Bn = {(ρ, φ) : ρ = 2−n,
π

2
≤ φ ≤ 2π}

okre±lonymi we wspóªrz¦dnych biegunowych (ρ, φ). Zbada¢, czy X jest przestrzeni¡ spójn¡ i metryzowaln¡ w sposób zupeªny.

5. Rodzin¦ P podzbiorów zbioru X nazywamy pokryciem zbioru X, gdy⋃
P = X; pokrycie P jest istotnie niesko«czone, gdy nie zawiera pokrycia sko«czonego. Zaªó¹my, ¹e X ma pokrycie istotnie

niesko«czone. Udowodni¢, »e X ma maksymalne pokrycie istotnie niesko«czone P0. Pokaza¢, »e P0 ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

H1, H2 /∈ P0 ⇒ H1 ∩H2 /∈ P0

(H /∈ P0 i H ⊂ G)⇒ G /∈ P0

6. Zadanie dotyczy rzeczywistych funkcji harmonicznych.

(1) Skonstruowa¢ niezerow¡ funkcj¦ harmoniczn¡ okre±lon¡ na caªej pªaszczy¹nie, zeruj¡c¡ si¦ w punktach (0, 0), (1, 0) oraz
(0, 1).

(2) Czy niezerowa funkcja harmoniczna w caªej pªaszczy¹nie mo»e zerowa¢ si¦ tylko w sko«czenie wielu punktach ?
(3) Czy niezerowa funkcja ci¡gªa w domkni¦tej górnej póªpªaszczy¹nie i harmoniczna w otwartej górnej póªpªaszczy¹nie mo»e

zerowa¢ si¦ tylko na niepustym zbiorze sko«czenie wielu punktów ?

7. Szereg
∑∞

n=1 an jest zbie»ny oraz an > 0. Pokaza¢, »e istnieje ci¡g rosn¡cy bn, rozbie»ny do niesko«czono±ci, taki, »e szereg∑∞
n=1 anbn jest zbie»ny.

8. Udowodnij, »e niezerowy element pierscienia Z[
√

35] nale»y jedynie do sko«czenie wielu ideaªów tego pierscienia.

9. Udowodnij, »e nie istnieje na R2 \ {0} metryka zgodna z topologi¡ i speªniaj¡ca warunek: dla dowolnych a, b ∈ R2 \ {0} i
dowolnej macierzy A o wyznaczniku 1 (rozmiaru 2× 2, o wyrazach rzeczywistych) d(a, b) = d(Aa,Ab).

10. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad R, za± φ : V ×V ×V 7→ R funkcj¡ 3-liniow¡. Zaªó»my, »e dla dowolnych a, b ∈ V
zachodzi φ(a, a, b) = φ(a, b, a) = 0. Uzasadnij, »e dla dowolnych a, b, c ∈ V zachodzi wzór φ(a, b, c) = φ(c, a, b).
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