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1. Niech f : [0, 1]N → R b¦dzie ci¡gªa i niech A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ ... b¦d¡
domkni¦tymi podzbiorami [0, 1]N. Poka», »e f [

⋂
iAi] =

⋂
i f [Ai].

2. Podziel zbiór liczb niewymiernych na dwa zbiory, ka»dy zamkni¦ty
na dodawanie.

3. Oblicz wielomian charakterystyczny macierzy {1+(−1)i+j}1≤i,j≤2010.

4. Zaªó»my, »e wektory v1, . . . , vk w Cn maj¡ wspóªrz¦dne wymierne.
Niech w b¦dzie liniow¡ kombinacj¡ tych wektorów o zespolonych wspóªczyn-
nikach. Poka», »e je±li w ma wspóªrzedne wymierne to w mo»na przed-
stawi¢ jako liniow¡ kombinacj¦ wektorów v1, . . . , vk, w której wspóªczyn-
niki s¡ wymierne.

5. Niech metryka na X = [0, 1]× [0, 1] b¦dzie zadana wzorem

d((x1, x2), (y1.y2)) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 .

Niech f : X → X b¦dzie nieskracaj¡ce, tzn. dla ka»dej pary x, y ∈ X
zachodzi d(f(x), f(y)) ≥ d(x, y). Poka», »e f jest izometri¡.

6. Nieujemna mierzalna w sensie Lebesgue'a funkcja f(x) speªnia

aˆ

0

f(x) dx =

aˆ

0

1

f(x)
dx = 1.

a) Pokaza¢, »e a ≤ 1.

b) Udowodni¢, »e funkcja ln f(x) jest caªkowalna na przedziale [0, a].

c) Wyka» nierówno±ci

a ln a ≤
aˆ

0

ln f(x) dx ≤ −a ln a .

7. Funkcje f(z) i g(z) s¡ holomor�czne w pªaszczy¹nie zespolonej C
oraz

|f(z)| ≤ |g(z)| .

Pokaza¢, »e f(z) = cg(z) dla pewnej staªej c .



8. Niech {W (t) : t ≥ 0} b¦dzie procesem stochastycznym o nieza-
le»nych, stacjonarnych przyrostach takich, »e EW (t) = 0, EW 2(t) = t.

a) Znale¹¢ rozkªad graniczny, gdy t→∞,

W (t)

tα

w zale»no±ci od parametru α ∈ [1/2, 1].

b) Dla c > 0, niech {Wc(t) := W (c2t)/c : t ≥ 0}. Zaªó»my dodatkowo,
»e dla ka»dego c > 0 mamy

{Wc(t) : t ≥ 0} =d {W (t) : t ≥ 0}.
Wykaza¢, »e {W (t) : t ≥ 0} jest ruchem Browna.

9. Niech X1, X2, ... b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o
jednakowym rozkªadzie P (Xi = e) = P (Xi = e2) = 1/2 dla k = 1, 2, ....

a) Zbada¢ zbie»no±¢ (
n∏
k=1

Xk

) 1∑n
i=1

Xi

,

gdy n→∞.

b) Dla jakiego parametru a ∈ R ci¡g(
n∏
k=1

eaXk

) 1∑√
n

i=1
Xi

zbiega, gdy n→∞, wedªug rozkªadu do pewnego niezdegenerowanego
rozkªadu probabilistycznego. Jaki jest to rozkªad?

10. Na podstawie jednej obserwacji X wery�kuje si¦ hipotez¦ { H :
X ma rozkªad normalny N(0, 1)} przeciwko hipotezie alternatywnej
{K : X ma rozkªad Laplace'a o g¦sto±ci e−|x|/2, x ∈ R}. Skonstruowa¢
najmocniejszy test na poziomie istotno±ci α ∈ (0, 1).


