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Zadanie 1. Dana jest funkcja:

2,2\a
fog - | S @) £ 0.0
0 dla (z,y) = (0,0).
(a) Dla jakich wartosci parametru o € R funkcja f jest ciagta?
(b) Dla jakich wartosci parametru « € R funkcja f ma wszystkie pochodne kierunkowe
w punkcie (0,0)7
(¢) Udowodnij, ze dla a > 3/4 funkcja f jest rézniczkowalna w (0, 0).

Zadanie 2.

(a) Sformutuj twierdzenie Weierstrassa o aproksymacji wielomianami lub twierdzenie
Stone’a-Weierstrassa.

(b) Udowodnij, ze funkcje ciagte na odcinku [0,1] mozna jednostajnie aproksymowaé
funkcjami postaci

n
Wy (x) = Z an k",
k=0

to jest wielomianami od zmiennej z2.
(c) Na przedziale [0,1] dana jest funkcja ciagla f taka, ze dla kazdego k = 0,1,2, ...
zachodzi

/1 f(x)z** dz = 0.
0

Udowodnij, ze f jest tozsamo$ciowo réwna 0.
(d) Wykaz, ze funkcje ciagte na odcinku [%, 1] mozna jednostajnie aproksymowaé wie-
lomianami postaci

n
Po(z) =Y bugpa®
k=0

to jest wielomianami majacymi tylko nieparzyste potegi x.

Zadanie 3. Dane sa wzglednie pierwsze liczby naturalne p,q oraz podgrupa H < Z?
generowana przez element (p, q) (gdzie Z oznacza addytywna grupe liczb catkowitych).
(a) Wskaz (wraz z uzasadnieniem) pewien homomorfizm h : Z? — Z, ktérego jadrem
jest H.
(b) Uzasadnij (np. korzystajac z (a)), ze grupa ilorazowa Z2/H jest izomorficzna z Z.



Zadanie 4. W przestrzeni euklidesowej R™ dana jest n-wymiarowa kostka [0, 1]™. Niech
B oznacza kule w R styczng zewnetrznie do wszystkich 2™ kul o promieniu % i o érodkach
w wierzchotkach tej kostki.

(a) Uzasadnij, ze srodkiem kuli B jest punkt (%, ey %)
(b) Rozstrzygnij, dla jakich n kula B zawiera si¢ w powyzszej kostce.

Zadanie 5. Zbior Cantora C, jako przestrzen topologiczna, jest jednoznacznie wyzna-
czony przez nastepujace trzy wlasnosci:

(i) C jest zwarty przestrzenia metryczna;
(ii) C nie posiada punktéw izolowanych (tzn. kazdy punkt z C' jest punktem skupienia
w CO);
(iii) C jest catkowicie niespdjna, tzn. kazdy punkt z C' posiada baze otoczen otwarto-
domknietych.

Uzasadnij, ze kazdy niepusty otwarto-domkniety podzbior w C jest homeomorficzny z C.

Zadanie 6. Niech K bedzie ciatem charakterystyki zero. Rozwazmy przestrzen wekto-
rowa K" nad ciatlem K. Zalézmy, ze wektory w,vi,...,vx € K™ maja wymierne wspot-
rzedne. Niech V' bedzie podprzestrzenia w K" generowang przez wektory vy, ..., vg. Uza-
sadnij, ze jesli w € V, to wektor w mozna przedstawié¢ jako kombinacje liniows wektorow
v1,. ..,V 0 wymiernych wspétczynnikach.

Zadanie 7. Niech X = (v/2,400)\ Q a Y = (0,+00) \ Q (tutaj Q oznacza zbiér liczb
wymiernych). Niech
F ={f: f jest bijekcja z X na Y}.

Na F wprowadzamy relacje rownowaznosci

fr~g = [f(m)=g(m).

(a) Jaka jest moc przestrzeni ilorazowej F/ ~ ?
(b) Jaka jest moc klas abstrakcji tej relacji?
(c¢) Podaj przyktad elementu F.

Odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 8. Rozpatrzmy losowe stowo skladajace sie z N liter pochodzacych z czteroli-
terowego alfabetu A = {A, G, C,T}. Przyjmijmy zalozenie o niezaleznosci i jednakowosci
rozkladu pojawiania sie poszczegdlnych liter w tym stowie. Tak wiec, kazda z liter alfabetu
moze pojawié¢ sie¢ na wybranym miejscu stowa z prawdopodobienstwem 0, 25, niezaleznie
od sposobu obsadzenia pozostatych miejsc. Przez wzorzec dlugosci k bedziemy rozumieli
ustalony ciag k kolejnych liter. Niech Yy oznacza liczbe wystapienia wzorca CTT w roz-
patrywanym stowie.

(a) Policz warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y.
(b) Policz wariancje zmiennej losowej Yy .

Wskazéwka. Przedstaw zmienng losowg Yy w postaci sumy zmiennych zero—jedynkowych.



Zadanie 9. Niech {X,,}7°, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym sa-
mym rozkladzie z wartoécig oczekiwana zero i niezerows, skoficzong wariancja o2. Wykaz,
ze ciag zmiennych losowych {Z,,}°° | zdefiniowanych jako

Xi+...+X,

VXI X2

jest zbiezny wedlug rozktadu i podaj jego granice.

Ly =

Zadanie 10. Rzucamy monetyg do momentu pojawienia sie po raz pierwszy orta. Przy
uzyciu tej samej monety, powtarzamy ten eksperyment n razy. Niech p oznacza prawdopo-
dobienstwo wyrzucenia orta w pojedynczym rzucie tg moneta, natomiast Xy, Xo, ..., Xj
oznaczaja momenty, w ktorych pojawit sie orzel po raz pierwszy w kolejnych eksperymen-
tach.
(a) Na podstawie realizacji proby X1, Xa, ..., X;,, wyznacz estymator najwiekszej wia-
rogodnosci parametru p.
(b) Czy otrzymany w punkcie (a) estymator parametru p jest estymatorem asympto-
tycznie nieobcigzonym?
(c) Dla ustalonej wartosci k > 1 oznaczmy przez 7, prawdopodobienstwa zdarzenia
polegajacego na tym, ze dla wyrzucenia po raz pierwszy orta potrzeba, co najmniej
k rzutéw. Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci dla .



